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Demostrar teoremas con forcing

Roger Bosch

RESUMEN

Desde la aparicion de la técnica de forcing en los afios 60 se ha obtenido un gran
numero de resultados de consistencia relativa —resultados del tipo “si 7 es una teoria
consistente, también lo es la teoria 7"”. Sin embargo, con ayuda de las técnicas apropia-
das, se pueden usar argumentos de forcing para demostrar teoremas. En este articulo se
explican las ideas fundamentales en las que se basa este tipo de argumentos.

ABSTRACT

Since the method of forcing appeared in the early 60’s, a vast array of relative
consistency results — results stating that “if a theory 7 is consistent, then so is the theory
T"” — have been obtained. However, we also can use forcing arguments to prove theo-
rems. In this paper, we explain the philosophy behind this type of arguments.

1. INTRODUCCION

La interpretacion natural de los axiomas ZFC —Zermelo-Fraenkel mas
el Axioma de Eleccion— de la Teoria de Conjuntos es la jerarquia acumula-
tiva de los conjuntos, V. Esta se define por induccion transfinita sobre los or-
dinales. Esto es, para cada ordinal o, y suponiendo que ya esté definido Vj
para todo ordinal B<a, se define V. El modelo ¥ es entonces la unién de to-
dos los V,,. Mas precisamente:

e )} es el conjunto vacio.

e Si a=P+I1, V, es el conjunto de todos los subconjuntos de V. Es
decir, la coleccion P(V) de todos los conjuntos cuyos elementos per-
tenecen a V.

e Si a es un ordinal limite, ¥, es la union de todos los V; B menor
que o.

e Jeslaunion de todos los V,; o un ordinal.

Asi, esta jerarquia tiene como base el conjunto vacio; en un estrato V. inme-
diatamente posterior a un estrato V,, aparecen todos los conjuntos cuyos ele-
mentos pertenecen al estrato V,; y en ¥V, con o limite, se agrupan todos los
conjuntos de los estratos anteriores, y se toma como base para seguir formando
conjuntos. Un conjunto es cualquier objeto que aparece en esta jerarquia.
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Sabemos que existen enunciados que son independientes de los axiomas
de la Teoria de Conjuntos, es decir, enunciados que no se deducen ni él ni su
negacion de ZFC. Dos ejemplos de enunciados independientes de ZFC son la
Hipotesis del Continuo y el Problema de la Medida.

I.1. La Hipdtesis del Continuo

ZFC implica que todo conjunto es biyectable con algun ordinal. El me-
nor ordinal con el que un conjunto es biyectable es el cardinal del conjunto.
Los numeros cardinales son pues ordinales que nos sirven para medir el ni-
mero de elementos de los conjuntos. Los cardinales finitos, 0, 1, 2, 3,... miden
la cardinalidad de los conjuntos finitos. Cantor extendi6 el concepto de cardi-
nal a los conjuntos infinitos y demostré que hay distintos cardinales infinitos.
Los cardinales N, N, N5, N3,... miden la cardinalidad de los conjuntos infi-
nitos. Como en el caso de los nimeros naturales, los cardinales infinitos estan
bien ordenados: &, el menor cardinal infinito, es precisamente el cardinal
del conjuto de los nimeros naturales, . ¥ es el cardinal inmediatamente
mayor que N,. Cantor también fue capaz de demostrar que la cardinalidad de
P(®), de R y de ©® es 2™ pero no pudo demostrar a qué cardinal infinito co-
rrespondia 2~°. El Problema del Continuo consiste en determinar el ordinal o
tal que 2%=N,,. Cantor conjeturé que 2%=N, el menor cardinal posible. Esta
ultima igualdad es la forma habitual de formular la Hipotesis del Continuo
(en adelante HC).

1.2. El Problema de la Medida

Una medida sobre un conjunto infinito 4 es una funcion p que asigna a
los subconjuntos de 4 un nimero real en el intevalo [0,1] con las siguientes
propiedades:

W)=0y p(4)=1.

Si XY, entonces p(X)<u(Y).

W es no trivial: para todo xe A, w({x})=0.

W es o-aditiva: si {X,;nem} es una familia de subconjuntos disjuntos
dos a dos, entonces (WU ,coX,)=2, colU(X,).

bl e

Intuitivamente, podemos considerar una medida sobre un conjunto 4
como una funcién que asigna la probabilidad, a los subconjuntos de 4, de que
un elemento de 4 dado al azar pertenezca al subconjunto. Asi, si X es un sub-
conjunto de medida 0, entonces la probabilidad de que un elemento de 4 ele-
gido al azar pertenezca a X es 0. En este sentido, una medida sobre 4 también
es una manera de medir el tamafio de los subconjuntos de 4: cuanto mayor
sea el numero real asignado tanto mayor es la probabilidad de pertenecer a ¢l
y mayor es el subconjunto. El Problema de la Medida es si hay algun conjun-
to A para el que exista una medida.
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Los anteriores enunciados son s6lo dos de una multitud de ejemplos de
enunciados matematicos fundamentales ¢ independientes de ZF'C. De hecho,
si ZFC es consistente, si esta libre de contradicciones, entonces es necesaria-
mente una teoria' incompleta, es decir, habra enunciados independientes de
ella. El Primer Teorema de Incompletud de Godel [Godel (1967)] afirma que
toda teoria consistente y que contenga la artimética elemental es incompleta.
El Segundo Teorema de Incompletud de Godel [Godel (1967)] afirma que to-
da teoria que contenga la aritmética elemental, si es consistente, no demuestra
su propia consistencia’. Asi ZFC, si es consistente, dado que todos los
enunciados de la aritmética son demostrables en ella, es una teoria
incompleta. De hecho sabemos por el Segundo Teorema de Incompletud que
el enunciado aritmético que afirma la consistencia de ZFC es independiente
de ella (de nuevo, si es consistente).

No es una buena solucidon aceptar que la independencia de HC o del
Problema de la Medida son simplemente manifestaciones de la incompletud
de ZFC'y conformarse con ello. En primer lugar, HC y el enunciado “Existen
un conjunto 4 y una funcién p tales que p es una medida sobre 4” deben ser
o bien verdaderos o bien falsos en V. Sabemos que P(®) es biyectable con un
cardinal y que todo cardinal es de la forma &, para algin ordinal o, luego en
V existe una funcion biyectiva de P(w) en N, para algin ordinal oo mayor
que 0. Entonces, o bien a=1, y HC es verdadera, o bien o>1, y HC es falsa.
Una observacion similar se aplica para el caso del Problema de la Medida.

En segundo lugar, HC y el Problema de la Medida son proposiciones
relativamente simples de formular, aparecen pronto en el estudio de los con-
juntos y son muy naturales. El Problema del Continuo es fundamental en tan-
to que es una cuestion sobre la cantidad de numeros reales. Por otro lado, una
respuesta afirmativa al Problema de la Medida ha revelado que tiene nuevas
consecuencias incluso en areas en principio tan alejadas de la teoria de la me-
dida como, por ejemplo, los subconjuntos definibles de P(w), la Teoria Des-
criptiva de Conjuntos. Algo que en principio no era esperable. Pero ademas,
estas consecuencias encajan con otros resultados ya conocidos en Teoria
Descriptiva de Conjuntos. Asi pues, son proposiciones muy interesantes des-
de un punto de vista matematico. En cambio, las proposiciones independien-
tes de ZF'C que los teoremas de incompletud de Godel afirman que existen
son de distinto tipo. Estas proposiciones vienen a decir algo como “yo no soy
demostrable” o “ZFC es consistente” y solo lo expresan a través de sofistica-
das técnicas de aritmetizacion del lenguaje de la Teoria de Conjuntos.

Cabe otra actitud ante los fenomenos de independencia. Esta consiste en
considerar que los axiomas ZFC nos permiten describir la estructura de V" de
forma precisa, pero no son lo bastante potentes como para decidir a partir de
ellos cualquier cuestion sobre los conjuntos. Asi, los enunciados
independientes de ZFC solo muestran que hay que afiadir nuevos axiomas a
ZFC que decidan las proposiciones independientes que son matematicamente
interesantes o basicas, como HC o el Problema de la Medida.
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Estos nuevos axiomas deberian proceder de un analisis mas detallado
de V para encontrar los aspectos que ZFC no logra reflejar. Si examinamos la
definicion recursiva de V, nos daremos cuenta de que hay dos aspectos de V'
respecto a los que ZFC no nos proporciona mucha informacién. En primer
lugar, notemos que conocemos perfectamente qué hay en V;,. También sabe-
mos que en V,, con o limite, no aparecen nuevos conjuntos. Asi, los conjun-
tos solo aparecen en los V., donde estan todos los subconjuntos de V. Pero
esto no nos dice gran cosa sobre qué conjuntos hay. Los axiomas ZFC
—excepto los axiomas de Extensionalidad y de Regularidad— permiten
afirmar que algunos conjuntos aparecen en los estratos V.. Por ejemplo, el
Axioma del Conjunto Par nos permite afirmar que el conjunto {x,y} pertene-
ce al estrato V., si x,y estan en el estrato V; el Axioma del Conjunto Poten-
cia nos permite afirmar que el conjunto P(x) formado por todos los
subconjuntos de x pertenece al estrato V.1, si x esta en V,, etc. Pero no dan
una respuesta completa a la pregunta de cuales son los conjuntos que apare-
cen en cada uno de los estratos V.. Esto es lo que podriamos llamar el pro-
blema de la amplitud de V.

El problema de la altura de V es que sabemos que iran apareciendo
nuevos conjuntos mientras tengamos ordinales de la forma o+1. Por lo tanto
qué conjuntos haya en V' también depende de cuantos ordinales hay. ZF'C im-
plica que los ordinales forman una clase propia. Sin embargo esta tampoco es
una respuesta demasiado satisfactoria a la pregunta sobre qué ordinales hay.

II. UN EJEMPLO DEL PROBLEMA DE LA AMPLITUD DE V/

Como ejemplo del problema de la amplitud de /'y de como esta influye
en la Teoria de Conjuntos, tenemos el universo de los conjuntos construibles
de Godel [Godel (1938, 1939 y 1940)]. El universo de los conjuntos cons-
truibles, L, se obtiene de forma similar a la jerarquia de los conjuntos pero
empleando s6lo conjuntos definibles. Es decir,

Ly es el conjunto vacio.
Si a=PB+1, L, es el conjunto de todos los subconjuntos definibles en
Lg con parametros. Esto es, todos los subconjuntos X de Ly tales
que X={x:0(x,ao,...,a,) es verdadera en Lg}, donde ¢(x,ap,...,.a,) €s
una formula del lenguaje de la teoria de conjuntos con parametros
ag,...,an€Lgp.

e Si a es un ordinal limite, L, es la unién de todos los Lg;  menor
que o.

e [ eslaunién de todos los Ly; o un ordinal.

La tinica diferencia en la contruccion de /'y L radica en que, en Ly, en lugar
de poner todos los subconjuntos del estadio anterior, como en V., s6lo po-
nemos aquellos que son definibles en L, con parametros en L.
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L es el menor modelo de ZF (los axiomas de la Teoria de Conjuntos
menos el Axioma de Eleccion) que contiene todos los ordinales. En L son
verdaderos todos los axiomas de ZF ya que todos ellos, excepto Extensiona-
lidad y Regularidad, afirman que ciertos conjuntos existen, son axiomas de
existencia. Pero ademas todos estos axiomas nos proporcionan una definicion
del conjunto cuya existencia afirman. Asi, dado que en L estan todos los con-
juntos hereditariamente definibles (i.e., conjuntos definibles cuyos elementos
son todos ellos conjuntos definibles cuyos elementos son definibles, etc.), en
L estan todos los necesarios para satisfacer los axiomas de ZF. La razo6n de la
minimalidad de L es que al estar s6lo los conjuntos hereditariamente defini-
bles a partir del conjunto vacio, todos estos conjuntos estardn en cualquier
modelo de ZF con todos los ordinales. Asi, cualquier otro modelo de ZF (con
todos los ordinales) contendra a L como un submodelo. En particular, LcV'y
de hecho la relacion de inclusion entre L y V se da estrato a estrato, es decir
para cada ordinal a, L,CV5,.

Lo mas interesante del universo de los conjuntos construibles es que en
¢l son verdaderos el Axioma de Eleccion, pues se puede definir en L un buen
orden de todos los conjuntos construibles, y también es verdadera HC. Godel
postula entonces el Axioma de Construibilidad, V=L, que afirma que todos
los conjuntos son construibles. De hecho, como el tinico modelo, con todos
los ordinales, de ZFC+V=L es L, de ZFC+V=L se sigue HC. El argumento
de Godel es, en lineas generales, el siguiente: supongamos que ZFC es con-
sistente; asi ZFC tiene un modelo. Definimos la jerarquia L en el modelo da-
do por recursion tranfinita como en el inicio de esta seccion. Entonces L es
modelo de ZFC+V=L y, por lo tanto, de HC. Asi pues, si tenemos un modelo
de ZFC, entonces también tenemos un modelo de ZFC+HC. Luego Godel
demostro:

TEOREMA. Si ZF'C es consistente, entonces también lo es ZFC+HC.

No deberia ser nada sorprendente que HC sea verdadera en L: en el menor
modelo (con todos los ordinales) de ZFC, la cardinalidad del continuo es la
menor que, segin ZFC, puede ser.

Si consideramos que el Axioma de Construibilidad es falso, es decir que
hay conjuntos que no son construibles, y hay buenas razones para considerar
que ello es asi (véase el final de la seccion siguiente y la nota 3), podemos ver
qué es lo que en realidad sucede al afiadirlo a ZFC. Lo que en realidad esta-
mos haciendo es “estrechar” V' al igualarlo a la menor clase que satisface
ZFC. Recordemos que para cada ordinal o, L,cV,. De hecho, en ZFC, po-
demos demostrar que para muchos de estos ordinales la inclusion es propia.
Por ejemplo, dado que P(w)c V1, en V. hay al menos 2% conjuntos. Sin
embargo, como sélo hay N, formulas del lenguaje de la Teoria de Conjuntos
y en L, solo hay &, conjuntos, a lo sumo hay &, conjuntos definibles en L,
con parametros en L,. Asi pues en L, hay a lo sumo N, conjuntos. Por lo
tanto, Ly 1SV ¥ Lon1#Ver1- Esta relacion es la que se da en todos los ordi-
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nales sucesores. Si V=L, entonces hay una clase propia de ordinales limite o
tales que L,=V,. En este sentido, V=L afirma que la jerarquia de los conjun-
tos construibles es s6lo mas parsimoniosa que la jerarquia acumulativa: en L
aparecen todos los conjuntos, pero aparecen mas lentamente. En cambio, si
V=L, entonces hay una clase propia de ordinales, de hecho un segmento final
de ordinales, en los que la inclusion es propia. En este sentido, al afiadir V=L
estrechamos significativamente el universo de la Teoria de Conjuntos.

II1. LOS AXIOMAS DE GRANDES CARDINALES

El Problema de la Medida, en cambio, esta relacionado con la cuestion
de la altura de V. Digamos que k es un cardinal medible sii hay una medida
bi-valorada sobre k. Esto es, hay una medida p tal que para todo Xck,
WX)=0 6 w(X)=l1. Es claro que existe una medida bi-valorada sobre algin
conjunto sii existe un cardinal medible. Ulam [Ulam (1930)] demostr6 que la
existencia de los cardinales medibles es independiente de ZF'C. Por lo tanto,
el problema de la medida depende de la altura de V. Si hay cardinales medi-
bles, entonces hay un conjunto para el cual existe una medida. Y viceversa, si
no hay cardinales medibles, entonces no existe ningin conjunto para el cual
exista una medida (bi-valorada).

El axioma que afirma que existen cardinales medibles es un ejemplo de
axioma de gran cardinal. Un axioma de gran cardinal es un enunciado que
afirma que existen cardinales con ciertas propiedades no triviales. Otro ejem-
plo de un axioma de gran cardinal es el Axioma de los Cardinales Inaccesi-
bles que afirma que existen cardinales inaccesibles. Un cardinal « es
inaccesible sii k es un cardinal infinito no numerable, regular (esto es, no es
una union de menos de k conjuntos todos ellos de cardinalidad menor que «)
y limite fuerte (para todo cardinal A<k, 2*<x). Los cardinales inaccesibles
son cardinales que se comportan respecto a los cardinales menores de la
misma forma que el cardinal N, se comporta respecto a los cardinales finitos:
la unién de una cantidad finita de conjuntos todos ellos finitos es un conjunto
finito (i.e., de cardinalidad menor que ;) y para todo nimero natural n,
2"<N.

Hasta cierto punto, los axiomas de grandes cardinales son semejantes al
Axioma de Infinitud, que afirma que existe un conjunto infinito. La teoria
ZFC menos el Axioma de Infinitud es equivalente a AP, la Aritmética de Pea-
no. Al afiadir el Axioma de Infinitud obtenemos una teoria mucho mas poten-
te, ya que:

1) Todos los axiomas y teoremas de AP son teoremas de ZFC, ZFC+—AP;

2) La consistencia de AP también es un teorema de ZF'C, ZFC—Con(A4P);

3) Si AP es consistente, por el Segundo Teorema de Incompletud de
Godel, no puede demostrar su propia consistencia, APHCon(A4P).
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Es decir, ZFC es estrictamente mas potente que AP ya que demuestra todo lo
que AP demuestra (1) y ademas demuestra enunciados aritméticos (2) que AP
no puede demostrar (3). Los axiomas de grandes cardinales se comportan de
forma similar respecto a ZFC. Por ejemplo, si k es un cardinal inaccessible,
entonces V.. es modelo de todos los axiomas de ZFC. Por lo tanto, si con
ZFCI nos referimos a la teoria ZFC+Axioma de los Cardinales Inaccessibles,
tenemos que

1) Todos los axiomas y teoremas de ZFC son axiomas o teoremas de
ZFCI, ZFCI-ZFC;

2) La consistencia de ZFC también es un teorema de ZFCI,
ZFCI+Con(ZFQ);

3) Si ZFC es consistente, por el Segundo Teorema de Incompletud de
Godel, no puede demostrar su propia consistencia, ZFCi-Con(ZFC).

Lo mismo sucede si a ZFC le afiadimos el Axioma de Cardinales Medibles,
M, en lugar del Axioma de los Cardinales Inaccesibles.

Ademas, si k es un cardinal medible, entonces es inaccesible y hay k
cardinales inaccesibles menores que k. Por lo tanto, el menor cardinal inacce-
sible no es un cardinal medible y si k es un cardinal medible ¥, es modelo de
ZFCI. Luego la relacion que hay entre ZFCl y ZFCM es la misma que la que
hay entre ZFCy ZFCI:

1) Todos los axiomas y teoremas de ZF'CI son axiomas o teoremas de
ZFCM, ZFCMwZFCI;

2) La consistencia de ZFCI/ también es un teorema de ZFCM,
ZFCM~Con(ZFCI);

3) Si ZF(I es consistente, por el Segundo Teorema de Incompletud de
Godel, no puede demostrar su propia consistencia, ZFCI-Con(ZFCI).

Esta relacion entre los cardinales inaccesibles y los cardinales medibles es la
relacion prototipica entre los grandes cardinales. La relacion de consistencia
entre axiomas de grandes cardinales —un axioma de gran cardinal A, esta re-
lacionado con otro axioma A4, sii (1), (2) y (3) de los ejemplos anteriores se
da entre ZFCAyy ZFCA,— es una relacion bien fundada: empieza con ZFC,
seguido inmediatamente por el Axioma de los Cardinales Inaccesibles, des-
pués el Axioma de los Cardinales Mahlo, etc. Los axiomas de grandes cardi-
nales dan lugar asi a una jerarquia de teorias cada una estrictamente mas
potente que la anterior.

Esta jerarquia ademas nos sirve para medir la consistencia de los enun-
ciados independientes de ZF'C. Supongamos que ¢ es un enunciado indepen-
diente de ZFC, entonces se puede demostar que:

ZFC es consistente sii ZF'C+@ es consistente,
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o bien, para algin axioma de gran cadinal 4, se puede demostrar que:
ZFC+A es consistente sii ZFC+ es concistente

Es decir, para todo enunciado ¢ independiente de ZFC, la consistencia de
ZFC+o es equivalente o bien a la consistencia de ZFC o a la consistencia de
ZFC mas alglin axioma de gran cardinal. Esto es un hecho empirico, no hay
argumentos a priori para demostrar que ello deba ser asi. Pero hasta el mo-
mento presente, para todo enunciado independiente de ZFC considerado ha
resultado ser asi.

El hecho que los axiomas de grandes cardinales constituyan por si mis-
mos una jerarquia de teorias segin la potencia y que ademas resulte que toda
teoria que extienda a ZFC sea tan potente como ZFC o como ZFC mas un
axioma de gran cardinal justifica, si se quiere s6lo por su utilidad, que los
axiomas de grandes cardinales sean buenos candidatos para ser considerados
verdaderos axiomas de la Teoria de Conjuntos. Otro hecho que los hace dig-
nos de tal consideracion desde un punto de vista practico es que los axiomas
de grandes cardinales implican algunos enunciados que son independientes
de ZFC en la direccion esperada. Por ejemplo, ya mencionamos que el Axio-
ma de los Cardinales Medibles implica que ciertos enunciados de la Teoria
Descriptiva de Conjuntos son verdaderos. Es decir, los axiomas de grandes
cardinales no s6lo nos dan una escala para medir el grado de consistencia de
los enunciados independientes de ZFC, sino que también implican algunos de
estos enunciados. Asi, estos axiomas no s6lo nos dan una jerarquia de consis-
tencia, sino que también implican que ciertos enunciados matematicamente
interesantes son verdaderos aunque ello no se pueda demostrar en ZFC.

Hay una justificacion de los axiomas de grandes cardinales desde un
punto de vista mas teérico o filoséfico: los axiomas de grandes cardinales
constituyen un buen analisis del problema de la altitud de V. A primera vista,
los axiomas de grandes cardinales pueden considerarse axiomas que afirman
que el universo es lo bastante alto como para contener todos estos cardinales
con estas propiedades. Por ejemplo, como ya hemos dicho, los cardinales in-
accesibles generalizan algunas de las propiedades que ¥, tiene respecto a los
cardinales finitos. Asi, el Axioma de los Cardinales Inacesibles nos dice que
el universo es lo bastante alto, que hay ordinales bastantes, como para que ¥
no sea el Gnico cardinal con estas propiedades respecto a los cardinales me-
nores que él.

Sin embargo hay una idea mas profunda detras de los grandes cardinales
que explica mejor en qué sentido son todos ellos soluciones al problema de la
altura de V. A saber, todos estos axiomas son algun tipo de principio de re-
flexion.

En 1959, Montague [Montague (1961)] demostré el Principio de Re-
flexion:
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PRINCIPIO DE REFLEXION. Para toda formula ¢(vy,...,v,), ZFC demuestra
que para cualesquiera conjuntos xy,...,x, y para todo ordinal o existe un ordi-
nal f>a tal que

VgE@(Xo,...,x,) sii VEQ(x,....X,)

Lo que afirma el Principio de Reflexion es que toda formula verdadera en el
universo V es verdadera ya en V para muchos ordinales . Esto es lo que se
quiere decir cuando hablamos de reflexion en V: lo que es verdad en el uni-
verso es reflejado en los segmentos iniciales, los estratos V.

Notemos que el Principio de Reflexion es un esquema de teorema: para
cada formula del lenguaje de la Teoria de Conjuntos tenemos un teorema de
ZFC. Notemos también que hubiésemos podido formular el Principio de Re-
flexion para conjuntos finitos de formulas en lugar de para una inica formula.
Simplemente debemos aplicar el Principio de Reflexion a la formula resultan-
te de realizar la conjuncion de todas las formulas del conjunto.

El Principio de Reflexion es un resultado optimo en ZFC, si ZFC es
consistente. Sabemos que ZFC tiene un nimero infinito de axiomas; si pudié-
ramos reflejar un namero infinito de férmulas, entonces, dado que todos los
axiomas de ZF'C son verdaderos en V, podriamos reflejarlos. Asi ZFC demos-
traria que hay un ordinal a tal que todos los axiomas de ZF'C son verdaderos
en V,; es decir, ZFC demostraria su propia consistencia. Pero ello es imposi-
ble por el Segundo Teorema de Incompletud de Godel.

Levy [Levy (1960)] demostrd que, en presencia de los demas axiomas
de ZFC, el Principio de Reflexion es equivalente al Axioma de Infinitud mas
el Axioma de Sustitucion. Asi pues, el Principio de Reflexion es una manera
de expresar que el universo ¥ es alto, que los ordinales forman una clase pro-
pia. La idea que subyace al Principio de Reflexion es que el universo es tan
grande que no se puede describir con una formula (o un conjunto finito de
férmulas). Todo aquello que sea verdadero de todo el universo queda incor-
porado en una parte del universo, en un segmento inicial de ¥, en un V. Sea
¢(v) una féormula y supongamos que existe un b en V tal que ¢(b) es verdade-
ra en V. El Principio de Reflexion afirma que existe un ordinal o tal que b
pertenece a V, v ¢(b) es verdadero en V. Es en este sentido que V incorpora
en una parte propia lo que es verdadero en él. Ademas, hay un segmento ini-
cial posterior, esto es un V3 con B>a, en el que ¢(b) también es verdadero en
V. Y asi sucesivamente.

Los axiomas de grandes cardinales son principios de reflexion ya que
implican que se dan fendmenos de reflexion para conjuntos mas complejos
de férmulas. Por ejemplo, como ya hemos dicho, si k es inaccesible, entonces
V, es modelo de ZFC. Asi, podemos considerar que el Axioma de los Cardi-
nales Inaccesibles permite reflejar todos los axiomas de ZFC conjuntamente,
un conjunto infinito de formulas, algo que con el Principio de Reflexion no
podiamos. A este tipo de fendomenos nos referimos cuando decimos que los
axiomas de grandes cardinales son principios de reflexion. Cuanto mas gran-
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de sea el cardinal, mas fuerte sera la reflexion que permite. Algunos axiomas
de grandes cardinales nos permiten reflejar conjuntos infinitos de féormulas
cada vez mas complejos, otros axiomas lo que permiten es reflejar la re-
flexion, es decir, que el estrato V. ya refleja algunos conjuntos infinitos de
férmulas, etc. En este sentido, los axiomas de grandes cardinales atacan el
problema de la altitud de /" haciendo que ¥ sea cada vez mas y mas indescrip-
tible a través de los medios que la 16gica pone a nuestro alcance.

Finalmente, otro punto a favor de los axiomas de grandes cardinales es
que tienen consecuencias sobre el problema de la amplitud de V. Por ejemplo,
Scott [Scott (1961)] demostr6 que la existencia de un cardinal medible impli-
ca que V=L>. Parece natural, pues, preguntarse si algin axioma de gran cardi-
nal decide el Problema del Continuo. Sin embargo, pocos afios después del
descubrimiento de la técnica de forcing, Levy y Solovay [Levy y Solovay
(1967)] idearon una aplicacion del forcing que permite demostrar que para
cualquier axioma de gran cardinal A, las teorias ZFC+A+HC vy
ZFC+A+—HC son ambas consistentes, si ZFC+4 lo es. Asi pues, aunque hay
una estrecha conexion entre ambas problematicas, con los grandes cardinales
no se soluciona todo ya que hay problemas, como el Problema del Continuo,
que son puramente problemas de amplitud de V.

IV. LA TECNICA DE FORCING

La técnica de forcing fue descubierta por el analista americano Paul
Cohen en los afios 60 [Cohen (1963), (1964) y (1966)] para demostrar la in-
dependencia de HC. Recordemos que Godel habia demostrado en 1938:

TEOREMA. Si ZFC es consistente, entonces también lo es ZFC+HC.

Godel parte del universo V' de la Teoria de Conjuntos y obteniene el universo
constructible L que satisface ZFC+HC. Por lo tanto, si ZF'C es consistente,
ZFC no demuestra —HC. Cohen utiliz6 el forcing para demostrar:

TEOREMA. Si ZFC es consistente, entonces también lo es ZFC+—HC.

Para ello emplea la técnica de forcing que permite obtener a partir de cual-
quier modelo M de ZFC, un modelo N de ZFC en el que HC es falsa. El mo-
delo N es esencialmente el resultado de afadir &, nuevos subconjuntos de ®
a M, con lo que HC sera falsa en N. Asi, como hay un modelo de ZFC en el
que HC es falsa, ZF'C no demuestra HC.

Para explicar con un poco mas de detalle en qué consiste el forcing,
centremonos en el caso de afadir un Unico subconjunto de ® en lugar de X,
—pues afadir N, subconjuntos consistird esencialmente en repetir X, veces
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este proceso. Observemos que podemos identificar cada subconjunto X de ®
con su funcion caracteristica yx, la funcién de  en {0,1} tal que para cada
numero natural »,

xx(n)=1siineX

Asi, afiadir un subconjunto de ® es lo mismo que afiadir una funcién de ® en
{0,1}.

(Qué significa “afiadir” una funcion de ® en {0,1} a un modelo de
ZFC? Dos son las dificultades que hay tras esta pregunta: en primer lugar,
(de donde sacamos la funcidon que afiadimos?; ;de qué manera obtenemos
una funcién que no esté en el universo? Para solucionar esta dificultad su-
pongamos que ZFC es consistente. Asi, por el Teorema de Lowenheim-
Skolem, que afirma que toda teoria consistente formulada en un lenguaje
numerable tiene un modelo numerable, ZFC tiene un modelo numerable M.

A partir de ahora, como tenemos tres universos distintos, V, My el mo-
delo N obtenido mediante forcing a partir de M, entran en juego, por decirlo
de alguna manera, tres puntos de vista distintos: el punto de vista de cada uno
de los modelos. Es importante distinguirlos, pues el no hacerlo lleva a confu-
siones. Como ejemplo de confusion tenemos la siguiente “paradoja’: como M
es modelo de ZFC, M demuestra que hay al menos N funciones de  en
{0,1}. Ahora bien, como M es numerable, como maximo hay N, funciones
de o en {0,1} en M. Pero esto es absurdo. Lo que en realidad sucede es lo si-
guiente: como M es modelo de ZFC, hay un ordinal y que es el cardinal N de
M. Ahora bien, como M es numerable, y es, en realidad, un ordinal numerable
que en M hace el papel de X;; es decir, M demuestra que y es el primer ordi-
nal no numerable. Pero y no es el cardinal X, desde el punto de vista de V.
Dicho de otro modo, tanto ¥ como M coinciden en que en M hay y funciones,
pero para M, y es infinito no numerable y, para V, es un ordinal numerable.

Asi existen muchas funciones de ® en {0,1} que no estdn en M. Esto
soluciona la primera dificultad: la nueva funcion serd una de las muchas que
no estan en M pero si en V.

La segunda dificultad es de qué forma afiadir a M una funcién ¢ de ma-
nera que el resultado sea un modelo N de ZFC. El problema en este caso no
es soOlo garantizar que el resultado es un modelo de ZFC. Por ejemplo,
MU{c}, donde ¢ es una funcion que no esta en M, no es un modelo de ZFC,
pues le faltaran todos los conjuntos definibles usando ¢ como parametro. Pero
esto solo es la punta del iceberg. Para darnos cuenta de la magnitud del pro-
blema consideremos la posible situacion en la que M, el modelo numerable
de partida, es de la forma L, para algin ordinal numerable o.. Debemos ga-
rantizar que el modelo obtenido no es de la forma Lg para algiin ordinal nu-
merable B. Porque HC es verdadera en todos los modelos de la forma Lg y
por lo tanto no habriamos conseguido nada. Asi pues, la funcién que anada-
mos al modelo M debe ser una funcién que no sea construible ni siquiera en
el modelo N obtenido. La técnica del forcing ideada por Cohen nos permite
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obtener a partir de M el menor modelo numerable N de ZFC que incluye a
MU{c} y que tiene exactamente los mismos ordinales que M. Esto garantiza
que N nunca sera de la forma Lg para algiin B, ya que para cada ordinal o, L,
es Unico. Asi pues no podemos afadir a M cualquier funcidon que no esté en
M. El problema es como elegir esta funcion.

La idea fundamental del forcing es construir desde M la nueva funcion
c de @ en {0,1} a partir de las secuencias finitas de 0 y 1, esto es todas las
funciones p de {0,1,...,n} en {0,1} para algin ne®. Cada una de estas se-
cuencias codifica informacion sobre una posible nueva funcion en tanto que
es un posible segmento inicial de ella. Por ejemplo, la secuencia {(0,1)} nos
dice que el valor de la funcién para el argumento 0 sera 1. Sea {0,1}~* el con-
junto de todas las secuencias finitas de 0 y 1.

La secuencia {(0,1),(1,0)} nos dice que el valor de la nueva funcién pa-
ra el argumento 0 sera 1 y para el argumento 1 serd 0. Asi, cuanto mas larga
sea la secuencia, mas informacion sobre la nueva funcion codificara. Defini-
mos, informalmente, la relacién < entre secuencias finitas de 0 y 1, por p<qg
sii p da tanta o mas informacion que ¢ sobre la nueva funcion. Es claro que
({0,1}7°,<) es un orden parcial. De hecho, como vemos por el ejemplo ante-
rior, en el caso que nos ocupa, tenemos que p<q sii gcp.

Observemos que las secuencias {(0,1)} y {(0,0)} codifican informacion
incompatible sobre la funciéon que planeamos afiadir, pues mientras que la
primera nos dice que el valor de 0 sera 1, la segunda nos dice que el valor de
0 serd 0. Asi no hay ninguna secuencia que incluya a ambas. Hay pues una
segunda relacion a tener en cuenta, la relacion de incompatibilidad. Decimos
que p y ¢ son secuencias incompatibles y escribimos plg sii la informacion
que codifican sobre el objeto que planeamos afiadir es incompatible, esto es,
sii no hay ninguna secuencia r tal que r<p y r<q. En el caso que nos ocupa,
resulta que plg sii plug no es una secuencia finita de 0 y 1, no es una fun-
cion. Decimos que dos secuencias son compatibles sii no son incompatibles.
En este contexto, decimos que P=({0,1}",<, 1) es una nocién de forcing.

Si f'es una funcion de o en {0,1}, entonces el conjunto G={fln:new} es
un conjunto de secuencias finitas de 0 y 1 con las dos propiedades siguientes:

1. Para cualquier pe Gy cualquier secuencia g, si p<q, entonces g€ G;
2. Para cualesquiera p,geG, p y g son compatibles; esto es, hay reG
tal que r<p y r<g;

Ademas G es maximal respecto a (1) y (2). Y viceversa, si tenemos un con-
junto G de secuencias fintas de 0 y 1 que cumple (1) y (2) y que ademas es
maximal respecto a (1) y (2), entonces UG es una funcion de o en {0,1}. Un
conjunto que cumpla (1) y (2) es un filtro.

Sin embargo, si f es una funciéon en nuestro modelo M, entonces
U {fln:nem}=f. Por lo tanto, esta manera de proceder todavia no nos permite
afladir una nueva funcion. Sea para cada funcion f de ® en {0,1},
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D_,={pe {0,1}":p&f}. Notemos que para cada funcion f; D, tiene la siguiente
propiedad:

(*) Para toda secuencia ¢ hay una secuencia pe D, tal que p<g

Supongamos ahora que G es un filtro que ademas cumple que para cada fen
M, GND. Entonces, si c es la union de G, c es una funcion distinta a todas
las funciénes de M. Pues para cada funcion f'en M habra un segmento inicial
de ¢ que no sera segmento inicial de f.

(Podemos pues afladir a M una funcién ¢ obtenida a partir un filtro G
que cumpla GND#=(J para cada f'en M? La respuesta es que no. Con ello no
podemos garantizar todavia que el modelo obtenido no sea de la forma Lg pa-
ra algun . El problema es que aun asi la funcion ¢ podria poseer alguna pro-
piedad que la hiciera definible con parametros en M y, por lo tanto,
construible en N. Decimos que un subconjunto D de {0,1}™° es denso si cum-
ple (*) anterior. La idea es que a todas las propiedades que de una forma u
otra pudieran definir con parametros en M una funciéon de ® en {0,1} les co-
rresponde un subconjunto denso de {0,1}~° que pertenece a M y evita que ¢
posea tal propiedad. Los subconjuntos densos D, son los correspondientes a la
propiedad “ser f”. Entonces, si G es un filtro de P tal que

3. para todo subconjunto denso DeM, GND#J

esto es, un filtro P-genérico sobre M, y ¢ es su union, ¢ es una funciéon de ®
en {0,1} que evita todas las propiedades que, con parametros en M, pudieran
definirla.

(Hay algin P-genérico sobre M? La respuesta es que si. Como M es
numerable podemos fijar (en V) una enumeracion (D,:ne®) de todos los sub-
conjuntos densos de PP. Fijamos ahora p, un elemento cualquiera de D,. Dado
Pn» con new, tal que p,eD,, por densidad de D, ., podemos fijar p,. €D,
tal que p,+1<p,. Entonces, G={ge {0,1} :(Inew)(p,<q)} es un filtro genéri-
co sobre M.

Si M es un modelo numerable de ZF'C, PP es la nocion de forcing en My
G es un filtro P-genérico sobre M, y construimos M[G], el menor modelo
numerable de ZFC que incluye a MU{G}, entonces, no s6lo M[G] es modelo
de ZFC sino que tiene los mismos ordinales que M, con lo que necesariamen-
te M[G] no es de la forma Lg para ningin ordinal B, sino que ademds, Gy ¢
no son construibles en M[G]. La demostracion de que M[G] tiene todas estas
propiedades no es trivial y se basa en que G es [P-genérico sobre M. Para ello
Cohen introdujo la relacion de forcing en M entre los elementos de Py for-
mulas del lenguaje de la Teoria de Conjuntos ampliado con nombres para los
elementos de M[G] y demuestra el Teorema del Forcing:

TEOREMA DEL FORCING. Sean M un modelo numerable de ZFC'y PP una
nocién de forcing en M. Entonces para todo enunciado ¢ (del lenguaje am-
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pliado) y todo p en P, p fuerza ¢ sii para todo un filtro P-genérico G sobre
M, o es verdadera en M[G].

De este modo es posible determinar qué enunciados van a ser verdaderos y
qué enunciados van a ser falsos en M[G] antes de construirlo, pues s6lo hay
que comprobar que p fuerza el enunciado en M para concluir que es verdade-
ro o falso en M[G].

Finalmente, para obtener un modelo de ZF'C en el que HC es falsa solo
hay que afiadir N, funciones distintas a M. Para ello usamos el producto di-
recto de N, copias de la nocion de forcing empleada para afiadir una funcion.
Entonces obtenemos una secuencia (G,:0<¥,) de filtros mutuamente genéri-
cos, uno para cada copia de nuestra nocion de forcing. Entonces
M[{G4:0<N,)] demuestra que hay como minimo &, funciones de ® en {0,1}
y por lo tanto N, subconjuntos de ®. Por lo tanto, HC es falsa en
M[(G:0<Np)].

Hay que tener en cuenta que afiadimos N, funciones a M en el sentido
de M, no en el de V. Es decir, anadimos una cantidad numerable, desde el
punto de vista de ¥, de funciones de ® en {0,1} de manera que haya X, desde
el punto de vista de M. Sea y el ordinal numerable que en M desempena el
papel de N,. Entonces a M, desde el punto de vista de V, le hemos afnadido la
sequencia {(G,:a<y) para obtener el modelo M[{G,:a<y)]. Para asegurar que
HC es falsa en M[(G,:0<y)] debemos garantizar que y también desempeiia,
en M[(G4:a<y)], el papel de N,. Si, por alguna razén, el ordinal numerable y
que en M realiza el papel de N, realiza el papel de N; en M[{G,:a<y)], en-
tonces HC continuarad siendo verdadera en M[{G,:a<y)]. Afortunadamente,
las propiedades combinatorias de la nocion de forcing permiten demostrar
que ello es asi. Solamente después de haber realizado todas estas comproba-
ciones, podemos afirmar que hemos logrado un modelo de ZFC en el que HC
es falsa y por lo tanto habremos demostrado que si ZF'C es consistente tam-
bién lo es ZFC+—-HC.

El método de forcing es crucial en Teoria de Conjuntos y desde su apa-
ricién se ha revelado muy potente para demostrar la independencia de mu-
chas conjeturas. Mediante este método pueden afiadirse no sélo un
subconjunto de ® o cualquier cantidad de subconjuntos de ® a un modelo de
ZFC, sino cualquier clase de objeto. Para ello, partimos de un modelo nume-
rable M de ZFC y disefiamos un orden parcial P tal que para cualquier filtro
P-genérico G sobre M, en M[G], el modelo que resulta de anadir G a M,
contiene el objeto que queriamos. Los enunciados que son verdaderos en
M[G] vienen forzadas por los elementos de PP, como demuestra el Teorema
del forcing, y las propiedades de preservacion de cardinales dependen
exclusivamente de las propiedades combinatorias de P. Todo ello nos
permite hablar del modelo M[G] desde M. Por ejemplo, Solovay la us6 para
demostrar que si ZFC mas el Axioma de los cardinales inaccessibles es
consistente, también lo es ZFC mas “todo conjunto de reales definible es
medible en el sentido de Lebesgue” [Solovay (1970)]; Martin y Solovay
demostraron que si ZFC es consistente, también lo es ZF'C mas la Hipotesis
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consistente, también lo es ZF'C mas la Hipoétesis de Suslin [Martin y Solovay
(1970)]; Laver demostro que si ZFC es consistente, también lo es ZFC mas la
Conjetura de Borel [Laver (1976)], para mencionar algunas de las aplicacio-
nes de la técnica de forcing en los afios 70.

V. FORCING Y EL PROBLEMA DE LA AMPLITUD DE V'

Para simplificar, dejemos de lado que en el forcing se trabaja con mode-
los numerables de ZFC e imaginemos que realizamos el forcing sobre V. Por
decirlo de alguna manera, con la técnica de forcing, al aplicarla sobre V, ob-
tenemos universos ideales, no reales, en los que son verdaderos algunos
enunciados que no podemos demostrar en ZFC. En este sentido la técnica de
forcing es justamente opuesta al universo L de los conjuntos construibles.
Recordemos que, si el Axioma de Construibilidad es falso, al trabajar con el
universo L lo que hacemos es “estrechar” el universo real, V, de los conjun-
tos. Con el forcing lo que hacemos es justamente lo contrario, es decir, am-
pliamos nuestro universo / al afiadirle un objeto que no esta en él, pasando a
un universo ideal, V'[G]. Llama la atencion que HC se resuelva de forma tan
dispar y natural, seglin la direccion por la que optemos. Si estrechamos nues-
tro universo hasta obtener el menor universo de ZF'C con todos los ordinales,
HC es verdadera. Para que HC sea falsa hay que afiadir objetos, ampliar el
universo de la Teoria de Conjuntos®. Este fenomeno, que un enunciado inde-
pendiente de ZF'C se resuelva en un sentido en L y en su sentido opuesto en
VIG], G un filtro P-genérico para algin orden parcial P en V, es muy fre-
cuente en Teoria de Conjuntos.

La técnica de forcing ha demostrado ser muy fructifera para resultados
de consistencia, esto es para resultados del tipo “si una teoria 7 es consisten-
te, entonces también lo es una teoria 7,”, donde la teoria 7 acostumbra a ser
ZFC o ZFC mas un axioma de gran cardinal, y la teoria 7, acostumbra a ser
ZFC mas alglin enunciado. Sin embargo, recientemente se ha descubierto que
se puede exprimir un poco mas la técnica de forcing y obtener, en lugar de
resultados de consistencia, demostraciones de teoremas. La otra nocién fun-
damental involucrada en estas demostraciones es la de submodelo elemental.
Dados dos modelos M y N de la Teoria de Conjuntos, decimos que M es
submodelo elemental de N sii McCN y toda formula con todos su parametros
en M, es verdadera en M sii lo es en N, es decir, para toda formula ¢(vy,...,v,)
y cualesquiera ay,...,a,eM,

Me=o(ag,...,a,) sit Neo(ay,...,a,)

Sabemos que V< V]G], donde G es un filtro genérico para algun orden parcial
P. Si ademas tenemos que ¥ es submodelo elemental de V]G], entonces
aquellas formulas, cuyos parametros sean todos elementos de V, que sean
verdaderas en V]G], también lo seran en V. Por ejemplo, supongamos que
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queremos demostrar que en V es verdadero el enunciado 3ve(v,a) donde a es
un conjunto de V. Definimos un orden parcial P en ¥y obtenemos un filtro
P-genérico G sobre V tal que V es un submodelo elemental de V[G] y en
V1G] hay un b tal que V[G]=o@(b,a). Entonces V][ G]=Ive(v,a) y, por elemen-
tariedad, tenemos que V=3ve(v,a). Es decir, ya habia en ¥ un conjunto ¢, que
no tiene por qué ser el mismo b de V[G], tal que en V ya testificaba que hay
un conjunto x tal que @(x,a). Es decir, de hecho ZFC implica 3vep(v,a). Este
método ha demostrado ser muy efectivo ya sea para simplificar demostracio-
nes de resultados clasicos, ya sea para obtener nuevos resultados, ya sea para
relacionar resultados en distintos campos de la Teoria de Conjuntos.

La dificultad aqui estriba en encontrar en qué condiciones se da la rela-
cion de elementariedad entre /'y sus extensiones mediante forcing. Sabemos
que en algunos casos es consistente, pero ello depende tanto de la compleji-
dad del orden parcial usado como de la complejidad de los parametros de V'
empleados [véase Bagaria y Bosch (2004), Shindler (2001) o Hauser (1995)].
En todos los articulos antes mencionados se estudia el caso en el que los pa-
rametros empleados son esencialmente subconjuntos de ®. Es decir, se ha
demostrado que para ciertas clases de 6rdenes parciales I', la afirmacion: “pa-
ra todo orden parcial Pel’, todo filtro P-genérico sobre V, toda férmula
©®(v,...,vs) ¥ cualesquiera ay,...,a, en V tales que ay,...,a, son todos ellos sub-
conjuntos de ,

(%) Veo(ag,...,a,) sii V[G]Eo(ao,...,a,)”

es consistente relativamente a la existencia de grandes cardinales, mas gran-
des cuanto mas complejos son los ordenes parciales de la clase I

Para el caso de formulas con parametros mas complejos la situacion es
mas delicada. Por ejemplo, para férmulas cuyos parametros son esencialmen-
te subconjuntos de N, en general es inconsistente; es decir , la suposicion de
que hay ordenes parciales PP tales que para algin filtro P-genérico sobre V,
toda formula @(vy,...,v,) y cualesquiera a,...,a, en ¥, todos ellos subconjuntos
de ¥4, la suposicion de que (+*) se cumple lleva a una contradiccion. El uni-
co caso en el que es consistente es el caso de las formulas X;; es decir, aque-
llas féormulas de la forma Fvy...v,¢ donde en @ todos sus cuantificadores son
de la forma Jyex o de la forma Vyeux, es decir, cuantificadores acotados. Pe-
ro este caso ha resultado ser enormemente fructifero. Bagaria [Bagaria (1997)
y (2000)] ha demostrado que son equivalentes a los axiomas de forcing aco-
tado y estos axiomas se han demostrado tremendamente efectivos [Aspero y
Bagaria (2001)], tanto que llegan a solucionar el Problema del Continuo en
una direccion completamente contraria a la de L: implican que 2™° es X, [To-
dorcevic (2002)].

En 1995 Goldstern y Shelah [Goldstern y Shelah (1995)] formularon el
primer axioma de forcing acotado como tal, aunque resulté que el primer
axioma de forcing conocido, el Axioma de Martin, MA, [véase Martin y So-
lovay (1970)], ya era una forma de axioma de forcing acotado. Simplifican-
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do, los axiomas de forcing vienen a afirmar que en V existen filtros genéricos
que tienen interseccién no vacia con unos pocos subconjuntos densos, en lu-
gar de todos los subconjuntos densos en un modelo de ZFC. Los axiomas de
forcing acotados se obtienen al exigir que los subconjuntos densos intersecta-
dos tengan todos ellos cardinalidad a lo sumo ;. Esta formulacion tan técni-
ca de los axiomas de forcing y de los axiomas de forcing acotado provocd
que todos estos axiomas fueran considerados meramente como axiomas Uti-
les, axiomas que permitian obtener resultados de consistencia de forma senci-
lla, en una direccion opuesta a la que permitia el Axioma de Construibilidad.
Entre los investigadores en Teoria de Conjuntos es famosa la maxima que di-
ce: si quieres demostrar que @ es un enunciado independiente de ZFC, prueba
primero a demostrar que ZFC+V=L implica ¢ y que ZFC+MA implica —¢.

Sin embargo, la equivalencia que demostrd Bagaria hizo que la mirada
hacia estos axiomas cambiara considerablemente, pues vistos como princi-
pios que afirman que V' y V]G] son elementales para formulas X, con todos
sus parametros subconjuntos de ¥, son, en cierto sentido, axiomas naturales.
En primer lugar son principios andlogos al Principio de Reflexion, son lo que
podriamos llamar principios de reflexion genérica. Recordemos que el Prin-
cipio de Reflexion viene a decir que algo que es verdadero de ¥ queda incor-
porado en /'y de hecho es verdadero en muchos segmentos iniciales de V.
Los axiomas de forcing acotado vienen a decir que aquellos hechos (expresa-
bles mediante formulas X, con todos sus parametros subconjuntos de &) que
son verdaderos en una extension ideal de V" quedan incorporados de hecho en
V'y por lo tanto son verdaderos en /'y muchos segmentos iniciales de V. Esta
analogia con el Principio de Reflexion que en el caso de los axiomas de gran-
des cardinales hacia que se debieran tomar seriamente como verdaderos
axiomas de la Teoria de Conjuntos, también debiera hacer que los axiomas de
forcing acotado se consideraran seriamente como axiomas de la Teoria de
Conjuntos.

Los axiomas de forcing acotado también resultan ser un buen analisis
del problema de la amplitud de V. Al afirmar que existen ya en V testigos pa-
ra las propiedades X; que los subconjuntos de N; gozan en extensiones idea-
les V[G] de V, implican que existen conjuntos cuya existencia no puede ser
demostrada usando solamente los axiomas ZFC. En este sentido, son una res-
puesta parcial al problema de la amplitud de V.

Una tercera razon para considerar los axiomas de forcing acotado como
buenos axiomas para la Teoria de Conjuntos, es que son un tipo de propiedad
maxima de los conjuntos. Cualquiera que trabaje en Teoria de Conjuntos tie-
ne la sensacion de que V' goza de algin tipo de propiedad maxima, algo que
muy informalmente podriamos formular como “toda coleccidén que pueda ser
un conjunto, es un conjunto”. Godel [Godel (1964)] rechaza el Axioma de
Construibilidad porque en cierta manera lo que hace es establecer una pro-
piedad minima de los conjuntos. V=L implica que las inicas colecciones que
son conjuntos son aquellas colecciones que son hereditariamente definibles,
impidiendo que existan conjuntos aleatorios, conjuntos que no sean en nin-
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gun sentido definibles. El problema en esta formulacion es especificar qué
significa que una coleccion “pueda ser un conjunto”, cudl es el criterio por el
que una coleccion puede ser un conjunto. No puede ser simplemente que es
consistente que sea un conjunto, pues hay colecciones que aunque por sepa-
rado es consistente que sean conjuntos, es inconsistente que ambas lo sean.
Podemos ver los axiomas de forcing acotado como una manera mas precisa
de formular este principio para el caso de los subconjuntos de N;: en el uni-
verso estan todos aquellos conjuntos necesarios para que los subconjuntos de
N gocen de todas las propiedades X, que pueden gozar en alguna extension
ideal de V.

Departamento de Filosofia. Universidad de Oviedo
C/ Teniente Alfonso Martinez, s/n.33011 Oviedo
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NOTAS

! Mantenemos la ambigiiedad usual segin la cual ZFC denota tanto a los axio-
mas de la Teoria de Conjuntos como a la teoria misma, es decir todas las consecuen-
cias de los axiomas. El contexto aclarara en cada momento en qué sentido lo usamos.

2 Codificando las férmulas con nimeros naturales podemos obtener una formu-
la del lenguaje de la aritmética elemental que afirma la consistencia de la teoria expre-
sando algo asi como “no hay ninguna demostracion formal de una contradiccion”.
Que una teoria no demuestre su propia consistencia significa que no implica tal for-
mula.

® Esta es una de las principales razones por las que los estudiosos de la Teoria
de Conjuntos creen que el Axioma de Construibilidad es falso, pues resulta ser in-
compatible con un axioma de gran cardinal que es razonable suponer que es verdadero
por todo lo dicho en esta seccion.

* Es cierto que con la técnica de forcing se puede obtener un modelo en el que
HC es verdadera. Simplemente hay que afiadir una funcion de P(®) en ;. Sin em-
bargo, a no ser que HC sea verdadera ya en el modelo de partida, algunos cardinales
del modelo obtenido seran distintos al los del modelo obtenido.
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