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“La probabilidad es la guia
. misma de la vida"
Cicerén, De Natura.

El tema para el que tan amablemente he sido invitado como ponente lleva
por titulo: Procesos estocésticos (aplicados) en Geograffa Fisica. Se trata, pues,
siendo cabales con este titulo, de desarrollar una ponencia alusiva a los modelos y
procedimientos probabilisticos de aplicacién en Geografia, y, especificamente, en
su rama fisica. Es la tinica vez que aparece esta denominacién de Geografia Fisica
en los titulos de las ponencias del Coloquio, de modo que, al tiempo que agradece-
mos al Comité de Organizacién su no olvido -méxime teniendo en cuenta que sus
miembros mayoritariamente han investigado en otras ramas de la Geografia-, pro-
metemos, nosotros, hacer hincapié en esa vertiente fisica de la disciplina geogra-
fica. Pero esto no obsta para que buena parte de las primeras ideas y enfoques que
voy a exponer no haya que encasillarlos en la mencionada rama de 14 Geografia,
sino que puedan ser vistos como generales para nuestra disciplina y, a menudo, de
dmbito més amplio, extradisciplinarios, de la ciencia en sentido lato.

Asi, y a modo de sucinto guidén, en un primera parte de la ponencia1 ex-
pondremos unas notas y analizaremos unas ideas sobre el determinismo versus
indeterminismo cientifico, 1a necesidad del azar y de lo aleatorio y la importancia
de los conceptos y los modelos probabilisiticos y estocasticos. Mientras que en
una segunda parte de la ponencia mostraremos algunos procedimientos probabilis-
ticos y sus aplicaciones en Geografia Fisica.

1.-DETERMINISMO VERSUS INDETERMINISMO CIENTIFICO. (EXISTE
UN AZAR ESENCIAL EN LA NATURALEZA?

Bien, abriendo con la primera parte, con esas notas e ideas sobre el debate
entre determinismo e indeterminismo cientifico, podriamos plantearnos la siguien-
te pregunta: ilo aleatorio forma parte de la propia naturaleza o no es mds que un
tapujo de nuestra ignorancia? Es decir, cuando en lugar de afirmar que de tal con-
junto de causas se sigue tal efecto, sino que éste se dard con una cierta probabi-
lidad, jestamos realizando s6lo una proximacién a la previsién del fenémeno por-
que nuestro conocimiento no alcanza a mdis?, ;0 esa indeterminacién es inherente
al proceso estudiado? Entre paréntesis, ndtese que nuestra duda no pretende, ni

1 El presente texto refleja fielmente el desarrollo expositivo de la ponen-
cia. De ahi, la adopcién de las primeras personas verbales y de un estilo oral.
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mucho menos, remover el largo y clésico debate en Geograffa entre determinismo
y posibilismo. Es, dirfase, de enunciado mucho mis general en cuanto a su exten-
sién disciplinaria. Pero es, también, de respuesta dificilisima. Volvamos a nuestra
pregunta. En un reciente curso sobre previsién de avenidas, un conocido cate-
drético2 de la E.T.S. de Ingenieros de Caminos, Canales y Puertos de Madrid da-
ba una contundente respuesta: En realidad, esa palabra aleatorio es la mejor
forma que hemos encontrado para encubrir nuestra ignorancia sobre las leyes que
rigen las causas que producen ciertos fendmenos de aparicién rara y variable,
como las crecidas. Conforme avanza nuestro conocimiento de los fenémenos,
algunos de éstos dejan de ser aleatorios y pasan a llamarse causales. Pero, aiin se
ve muy lejos el momento en que podamos conocer mejor las leyes ciclicas com-
plejas de la hidrologia y hemos de acudir a la estadistica y a la probabilidad para
clasificar las avenidas como inico medio para lograr una minima previsién cien-
tifica de ellas. La conclusién ineludible de esa metodologia es que no la tomemos
al pie de la letra y seamos conscientes de sus limitaciones para no usarla més alld
de lo que es: una herramienta de trabajo muy burda, la inica que tenemos por el
momento. Si, una contundente respuesta, que en lo que toca a la prevencién sobre
las limitaciones de la metodologia probabilistica casi todos suscribirfamos. Pero
el acuerdo no se alcanzaria, en modo alguno, en lo referente a la inexistencia de un
azar per Se en la naturaleza y en sus procesos, de un azar esencial y ontolgico.
Por qtra parte, la cita tiene ilustres padres: asi, el gran matemdtico Poincaré decfa
que el azar es solamante la medida de nuestra ignorancia.

Para documentar la polémica -acerca de la existencia o no del azar esencial-
podriamos traer a colacién el famoso simposium de Figueres3, que tuvo lugar en
aquella ciudad en noviembre de 1985, y, que, sin lugar a dudas, ha sido uno de los
actos cientificos y culturales mé4s importantes celebrado en Espafia en esta década.
Alli, seis cientificos de las vanguardias de disciplinas tales como la matemadtica, la
fisica, la quimica, la biologia o la astrofisica, y una audiencia activa de cientifi-
cos, filésofos de la ciencia y artistas, debatieron en profundidad el tema del deter-
minismo y el azar, y mds, como prolongacién, hasta el de la libertad. Baste re-
cordar que entre los primeros participé René Thom, creador de la Teoria de las Ca-
téstrofes, e Ilya Prigogine, Premio Nobel de Quimica.

En este simposium, por supuesto, no hubo acuerdo sobre la pregunta antes
planteada. Los cientificos defensores del determinismo, entre ellos, curiosamente,
Thom, insisticron en que -por utilizar las palabras de uno de ellos, P.T. Lands-
bergd- las limitaciones humanas y nuestra ignorancia restringen las prediccio-

2 Prof. Dr. Eugenio Vallarino y Cénovas del Castillo, en el Curso de
avenidas. Cdlculo, laminacién y previsién, organizado por el Departa-
mento de Hidrdulica de la ETS, de Ingenieros de Caminos, Canales y Puertos de
Barcelona, 1984.

3 Los trabajos presentados en este simposium se recogen en la obra WA-
GENSBERG, J. (Editor): Proceso al azar, Barcelona, Tusquets. También, existe
una serie de nueve capitulos de video sobre las sesiones, producidos por Trasbals,
S.A., Barcelona.
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nes a probabilidades que, mds tarde, se converten en hechos definidos. Las incer-
tidumbres del futuro se convierten en certezas del pasado. Asi, en cierto sentido
todo es determinista porque ‘las cosas ocurren'. Este propio autor ve concebible
que en un futuro préximo se disponga én Fisica de una mecénica X que explique los
mismos fenémenos que la mecédnica cudnticad, pero con predicciones definitivas.
Esa serfa, pues, una mecénica determinista, preferible a la cudntica, por la perfecta
seguridad de sus prondsticos. Todas estas ideas enrafzan perfectamente con el
determinismo laplaciano, que puede resumirse en la expresién: si conociéremos el
presente, podriamos conocer el futuro. Es decir, que un conocimienio totalmente
preciso de las condiciones iniciales, o estado inicial, de un sistema, asi como la
posesién de las leyes, y sus correspondientes ecuaciones, que expliquen los proce-
sos que tienen lugar en él, nos permitiria predecir exactamente, por medio de los
resultados concretos y determinados obtenidos por tales ecuaciones, el estado del
sistema en un instante del futuro. Resumido, y repitiendo: si conociéremos el
presente, podrfamos conocer el futuro. La consecuencia de este silogismo condi-
cional quizd sea cierta, es mds, poseyendo las leyes y ecuaciones deterministas,
cierta del todo, pero, como han expresado muchos investigadores, la premisa es
falsa, ya que las condiciones iniciales o del presente son magnitudes que poseen
casi siempre un cierto error, por pequefio que éste sea. No puede conocerse, por
ejemplo, la posicién de todas las particulas de un sistema en un instante dado con
una precisién absoluta, o lo que es lo mismo, con un error cero. No puede mejo-
rarse infinitamente la precisién, ni usando nuestros ordenadores; la computacién
infinita es una quimera. Por tanto, el error cero es inalcanzable, es -como dice Wa-
gensbergb- el error inhumano. Y ello no es reconocer, al final, que el azar y la
indeterminacién asoman por acusa de nuestra limitacién cognoscitiva. Porque el
infinito no es un concepto fisico y real, sino sélo matemditico. De modo que por
qué vamos nosotros, seres reales o de un mundo real, a pretender alcanzar esa pre-
cisién infinita, que no es de nuestro mundo.

Pero pensemos -para reforzar esta ya clara postura por mi parte a favor de
la existencia de un azar esencial- en un tipico ejemplo de proceso estocéstico, o
aleatorio, es decir, ligado al azar: el lanzamiento de un dado al aire, o de una mo-
neda. Reparemos que tal hecho es un juego de azar, un muy simple y antiguo juego
de azar - hoy que estamos rodeados por doquier por juegos de azar -. Y etimolégi-
camente ello es asi: azar viene de alea, ae, juego de azar, riesgo, suerte, incerti-
dumbre, y, en sentido més concreto, el propio juego de dados. De ahi, de alea defi-
va aleatorius, a, um, relativo al juego. Luego, en efecto, el juego de dados es,
etimolégicamente, aleatorio. Pues bien, determinar antes del lanzamiento qué cara
del dado, o de la moneda saldrd exige, evidentemente, un conocimiento perfecto,

4 Peter T. Landsberg, nacido en Berlin, ocupa la cétedra de la Faculty of
Mathematical Studies de Southampton.

5 Recuérdese que la Mecénica cudntica explica las propiedades ondulato-
rias de particulas tales como electrones, protones, etc., mediante las llamadas fun-
ciones de onda, que describen el comportamiento de esas particulas. Y las funcio-
nes de onda asignan probabilidades a los diversos estados, no valores fijos.

6 Jorge Wagensberg, fisico y filésofo de la ciencia, organizador del sim-
posium de Figueres, de quien tuve la suerte de ser alumno.
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infinito, sin error alguno - inalcanzable, por tanto - de las condiciones iniciales
del dado y de su movimiento. Pero las cosas ocurren, replicard el determinista,
y, tras el lanzamiento, un 4 o un 6, o lo que sea, o cara o cruz, quedard ahi en el
suelo como un suceso cierto.

Pongamos otro ejemplo, éste de la mecdnica cldsica, el conocido del pén-
dulo con el brazo en la posicién superior. Aqui, la posicién inicial determina fa-
talmente el movimiento del sistema hacia y lado y otro. Pero la prediccién precisa
no siempre es posible, porque, al colocar el brazo en la posicién superior lo mis
exactamente que st pueda con nuestros procedimientos técnicos, jamas se elimina
del todo un leve error o diferencia respecto a la vertical matemética. Error que des-
equilibrard el brazo hacia uno u otro lado, con una frecuencia similar, pero impo-
sible de decidir con exactitud en cada caso concreto. Claro, se habla de un equili-
brio inestable, de un punto critico. Y son, precisamente, estos puntos criticos, de
bifurcacién, singulares, etc. los que plantean serios problemas en Fisica y en Qui-
mica a los deterministas. Pero éstos vuelven a la carga indicando que el movi-
miento del brazo del péndulo hacia uno u otro lado estd perfectamente explicado
por nuestras leyes fisicas, y seglin ellas va a producirse, siendo la eleccién de un
lado o el otro una cuestién casi, casi menor, ya que tal eleccién conduciria el
resultado cierto si alcanzdramos el error cero en la precisién de las condiciones
iniciales -error inhumano, me apresuro a recordar-.

La cuestién y el debate estin -en mi opinién- zanjados o quedan en suspen-
50, porque parece desprenderse -y asi ocurrié en Figueres- que el determinismo de
los deterministas es menos rigido que el de los indeterministas. El propio René
Thom considera su teorfa de catistrofes determinista, ya que para él no hay por qué
exigir a un enfoque determinista unicidad en las soluciones. Una bifurcacién de una
solucién en dos no supone para el ¢reador de la teoria de catéstrofes el abandono
del determinismo. Lo contrario, piensan algunos indeterministas. Quizds, como
ocurre muchas veces, el desacuerdo se origina en un desajuste seméntico y termi-
nolégico, en la polisemia de algunos términos. Sobre la teorfa de catdstrofes tal
vez habria que recordar -y asi lo han expresado también fisicos de la talla de Lud-
wig’- considerarfamos de una enorme utilidad conocer antes una dindmica -acep-
témoslo- determinista pero conteniendo una bifurcacién, como es el caso de la
teoria de Thom, las probabilidades de ocurrencia de cualquier solucién, salida o ca-
tdstrofe.

Volviendo, finalmente, a esos puntos criticos, las experiencias de la Fisica
descubren cada dia més y més casos en los que no se verifica la ley de que una va-
riacién pequefia en las causas provoca una variacién pequefia en los efectos. Porque
hay ya muchos casos en los que una pequefiisima variacién de esas causas primeras
produce saltos, discontinuidades, catdstrofes en los efectos. Estos casos corres-
ponden a singularidades matemdticas, y en ellos, precisamente, hay que -como dice
el profesor Wagensberg, entre otros- situar el azar fuerte, el esencial. Parece,

7 Giinther Ludwig ocupa la cdtedra de Fundamentos de la Fisica en la Uni-
versidad Phillips de Marburg; participé en el simposium de Figueres.
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incluso, que aun logrando el error cero, la dindmica en ellos serfa indeterminista.
Quizéds, como indica este mismo profesor, el debate, al margen de la polisemia
mencionada en los términos, admita una respuesta intermedia: Me siento cémodo
con un mundo determinista en la extension rutinaria de las adaptaciones y azaroso
puntualmente en ciertas singularidades. Tal esquema de coexistencia entre leyes y
contingencias me propone un mundo razonablemente indeterminista en el que,
como minimo, quepo yo como ser humano con libertad y todo.

2.-ALGUNAS NOTAS SOBRE LAS CARACTERISTICAS Y LOS SIGNIFICA-
DOS DE PROBABILIDAD Y DE AZAR

Bien, aproximéndonos a nuestro mundo geogréfico y real, veamos, de un
modo sucinto, algunas caracteristicas y significados de lo aleatorio -del azar- y de
la probabilidad. En primer lugar, conviene recordar que ambos téminos se usan,
habitualmente, con sentidos diversos. Respecto al término probabilidad, podria-
mos sefialar al menos tres. Vedmoslo con ejemplos. La afirmacién de que la pro-
babilidad de obtener dos caras al lanzar dos monedas al aire es de 1/4 es un juicio
que puede llamarse de probabilidad a priori temas éstos sobre los que trata el cdl-
culo de probabilidades como rama de la Matemitica (y de la pura, si quieren). La
afirmacién, en cambio, de que existe una probabilidad algo mayor de que, en Cé-
ceres, un dia de septiembre sea lluvioso a que lo sea en julio, es un aserto o juicio
estadistico, pues deriva de una estimacidén de la frecuencia con que una propiedad -
ser lluvioso, en el ejemplo- es asignable a los elementos o sujetos de un conjunto
dado- los dias de julio y los de septiembre, en nuestro caso-. Pero ain existe al
menos un tipo mis de afirmacién en la que se usa explicitamente el término pro-
babilidad, cuando, por ejemplo, afirmarnos que la probabilidad de que el Barga gane
la liga es pequefia. En este caso, puede hablarse -siguiendo la terminologia de
AYER, A.J., (1974)3- de un juicio de credibilidad. Es decir, aqui probabilidad es
sinénimo de una especie de grado de confianza de nuestro juicio, apresurado o no.
Por tanto, resumiendo esta primera nota, solemos mezclar, incluso en nuestra lite-
ratura geogrifica, juicios de probabilidad aprioristicos, juicios estadisticos y jui-
cios de credibilidad.

En segundo lugar, aun siendo casi obvio en este auditorio, en el cilculo de
probabilidades debe tenerse muy presente (y noten, jugando con las palabras, que
he dicho debe y no debe de, que, como saben, es un magnifico ejemplo que nos
suministra el lenguaje de obligatoriedad versus probabilidad) la independencia o
no de los sucesos -recuérdese la conocida paradoja de Montecarlo: tras una larga
sucesién de nmimeros rojos en una ruleta, sean n, la probabilidad de que en la tirada
n+1 se obtenga un nimero negro sigue siendo igual a la de que salga uno rojo-.

En tercer lugar, las proposiciones del célculo de probabilidades no son
experimentables de un modo completo., Topariamos, por ejemplo, con la necesidad

8 AYER, A.J. (1974): Matemiticas en el Mundo Moderno, Ma-
drid, Blume, de donde se ha extraido algunas ideas para el apartado 2.
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de experimentar hasta el infinito -si no lanzamos infinitas veces la moneda, cual-
quier desviacién sobre el porcentaje de caras y cruces podria atin ser corregida pos-
teriormente-.

En cuanto, el cdlculo de probabilidades puede ser aplicado consistentemen-
te, si se posee una regla que decida en todos los casos qué sucesos son igualmente
probables.

En quinto, la aplicacién del cdlculo de probabilidades a casos concretos
transforma los juicios de probabilidad a priori en juicios estadisticos.

Y, finalmente, recordemos lo engafioso que resultan para nuestro sentido
comiin algunos problemas y cuestiones del cdlculo de probabilidades -las paradojas
y falacias son aqui numerosisimas-.

Con estas notas, podemos revisar algunos de los sentidos que se atribuyen
al término azar. Uno primero, que enlaza con los juicios de probabilidad a prio-
ri, es aquél usado en procesos en los que un suceso se ajusta al cdlculo de proba-
bilidades, y si, de esta manera, ocurre con una frecuencia significativamente des-
viada de la calculada solemos afirmar que tal discrepancia no puede ser atribuida al
azar. Un segundo sentido del término azar o aleatorio es aquel que se aplica a su-
cesos que se desvian con respecto a una frecuencia establecida -en este caso esta-
mos mds cerca de los juicios estadisticos, pero, lo que hay que recalcar, es que este
sentido dado al azar parece contradictorio con el primero-. Un ejemplo: se dice que
las mutaciones genéticas se producen al azar. O sea, los sucesos que se apartan de
la norma los marcamos con el sello de Io aleatorio. Un tercer sentido de azar es el
utilizado para caracteriazar un suceso -sea humano o animal- en el que falt6 la in-
tencionalidad del agente (naturalmente que tal suceso tuvo una o mdés causas). Con
el infortunio o el azar se justifica, por ejemplo, una lesién de un futbolista, si el
contrario que entré en contacto con €l actué de buena fe. Un cuarto sentido de azar
es el utilizado para justificar la coincidencia de sucesos, existiendo seguramente
una ley, descubierta o no, que pueda relacionarlos. Azar, pues, en cierta medida,
como ignorancia. En fin, un quinto sentido es el que se airibuye a una eleccién
aleatoria, a un sorteo. ;Qué nimero saldri? Es cuestién de azar, tal vez ese azar
esencial o fuerte del que hablamos antes. Véase, pues, los diferentes, y hasta en
algiin caso contradictorios significados dados a los términos probabilidad y azar.

Y, de cara ya a la segunda parte de la ponencia, podriamos preguntarnos,
con el encuadre de las notas, ideas y significados recogidos hasta ahora, qué uti-
lidad tiene en nuestra investigacién y en nuestra praxis geogrdficas el tratamiento
probabilistico en sentido amplio -los métodos y procedimientos probabilisticos y
estocdsticos-. Pues bien, sin alargamos en demasfa, porque seria desarrollar otra
ponencia, aun suponiendo que no existiera el azar que hemos denominado esencial
en los hechos que estudiamos como geégrafos, es decir, que los sistemas que ana-
lizamos presentaran un funcionamiento determinista, perfectamente causal, la pro-
babilidad es una herramienta de un valor verdaderamente inestimable en cuanto al
tratamiento y a la evaluacién concretos. Los sistemas geogrificos son, a veces,



Procesos _estocdsticos (aplicados) en Geografia Fisica 427

tan extraordinariamente complejos, que, aun poseyendo las leyes ciertas que expli-
quen su funcionamiento, el andlisis previo detallado de las causas puede resultar
impracticable -muchas veces, el nimero de causas es elevado, no siempre bien co-
nocidas en si mismas ni en cuanto a sus interacciones, y, ademds, la informacién
de partida muy cuantiosa-. Pero bien, tal complejidad puede ser tratable y descrita
en términos de probabilidad. Y asi, por poner un ejemplo referente a la cuantia de
informacién disponible, nuestros muestreos aleatorios bien realizados nos permi-
ten inferir resultados vilidos, con el control de un margen de error determinado,
para toda una poblacién. No negamos, en estos casos, un comportamiento deter-
minista de los sistemas, pero resulta muy prictico, resolutivo y cémodo tratarlos
bajo el enfoque de lo probabilistico y de lo aleatorio. Y quedan atln, quizd, los
casos en que exista un azar per Se en nuestros sistemas?. Al menos, poniendo
un ejemplo climatolégico, los estudios més recientes sobre la atmdsfera y la fisica
de fluidos parecen concluir en que la dindmica de una corriente turbulenta de gases
es indeterminista, y, asi, la evolucién del tiempo atmosférico es indeterminista. El
clima es un sistema inestable. Esto -habrd notado el auditorio- no justifica todos
los errores y faltas de acierto de las previsiones meteorolégicas. En ellas existe
una componente de azar elevada, pero en buena parte suprimible, azar derivado de
la insuficiencia de nuestros conocimientos. Pero parece que debe quedar un rema-
nente imposible de eliminar.

3 INTRODUCCION A LA TEORIA DE LA INFILTRACION (PERCOLATION
PROCESSES)

Como un ejemplo de una teoria probabilistica reciente y muy sugestiva, ya
con interesantes aplicaciones en la explicacién de fenémenos fisicos y quimicos,
vamos a presentar la llamada teorfa de la infiltracién o de la percolaciénl0, Las
bases de esta teoria fueron sentadas hace sélo treinta afios, en 1957, por los cien-
tificos ingleses S.R. Broadbent y J.M. Hammersley. Fue realmente curioso ¢6mo
se llegé a ella; es ilustrativo recordarlo. A mediados del sexto decenio de este
siglo, Broadbent se dedicaba al estudio de caretas antigis para uso en el interior de
las minas, segiin un encargo de la Asociacién Britdnica de Investigacién del Uso
de la Hulla. Pero top6 con un problema que llamé también la atencién del matemé-
tico Hammersley, el otro padre de la teoria. Resulta que es el carbén el principal
material del filtro de la careta. Y el carb6n posee poros unidos formando un labe-
rinto enrevesado. El gas téxico al penetrar por los poros del carbén va sedimen-
tdndose en las paredes del laberinto. Si los poros eran bastante anchos y estaban
bien conectados entre si, el gas t6xico penetraba mucho en el filtro, pudiendo lle-
gar a las vias respiratorias del minero. Si los poros son estrechos y estdn mal
conectados, el gas apenas penetra, pero tampoco el aire que ha de respirar. En

9 En la ponencia de la profesora Th. Saint-Julien presentada al Coloquio
se confirmé la existencia de bifurcaciones en algunos sistemas geograficos.

10 E] lector puede ampliar el contenido de este apartado 3 en la excelente
obra de EFROS, A. (1987): Fisica y Geometria del desorden, Moscd, Mir,
de donde estd inspirada la presentacién de la teoria de la infiltracién aqui expuesta.
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consecuencia, en el primer caso -poros anchos y bien conectados- pasa el gas t6-
xico junto con el aire y en el segundo -poros estrechos y mal conectados- no pasa
el gas venenoso, pero tampoco el aire. El movimiento del gas por el laberinto de
poros no puede, por las restricciones espaciales que imponen los conductos,
explicarse por el conocido fendmeno de la difusién de los gases. Pues bien, el
nuevo fenémeno y otros similares recibieron el nombre de procesos de infiltracién
o percolacién (percolation processes).

Vamos a introducirnos con un sencillo ejemplo en la teorfa de la infiltra-
cién. Este ejemplo (ver figuras a final de texto) es un problema resuelto por dos
fisicos morteamericanos, B.P. Watson y P.L. Leath, en 1974!!, Estos fisicos se
propusieron estudiar la conductividad eléctrica en una rejilla. Trabajaban con una
rejilla cuadrada de 137x137=18769 nudos, 2 Ia que, en dos lados opuestos, solda-
ron unos electrodos conectados a un circuito eléctrico. A continuacién, fueron blo-
queando los nudos de un modo aleatorio, y midiendo la resistencia eléctrica, o, su
inversa, la electroconductividad. Evidentemente, al aumentar el nimero de nudos
bloqueados disminufa la electroconductividad. Pues bien, siendo:

nimero de nudos no bloqueados
niimero denudos

para cierto valor de x la conductividad eléctrica se reduce a 0 (claro, esto ocurre
cuando se rompe la \ltima via o laberinto que enlaza un electrodo con el otro). Ese
valor de x-sea Xc- recibe el nombre de umbral de infiltracién o de percolacién del
experimento. No hace falta pensar mucho para darse cuenta de que xc es una varia-
ble aleatoria, ya que al repetir el experimento los nudos que van siendo bloqueados

definen unos laberintos muy diferentes. Cabe, pues, realizando varias veces -sean
Q

Q- el experimento con la misma rejilla, hallar unx;, o valor medio de los umbra-

les de infiltracién de Q experimentos.
Q

Hay que insistir en que x

nimero Q de experimentos.

depende del mimero N de nudos de la rejilla y del

En consecuencia, XS sigue siendo una variable aleatoria, porque otra serie
de Q experimentos darfa un resultado algo diferente al primero. Pero cuanto mayor
sea Q tanto menos se diferenciardn los diferentes valores medios, de modo que, al
aumentar Q, ;S tiende a un niimero fijo, sea xc (N).

Este se denomina valor medio del umbral de infiltracién de un reticulo con
N nudos. Pues bien, x.(N) es, al tiempo, una variable, pues depende de N.

11 E] experimento de Watson y Leath, conocido como el problema de los
nudos, es descrito y resuelto en Physical Review, 1974,
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Finalmente

X = limx
C . 3 00 [+

es el umbral de infiltracién, o de percolacién, del reticulo cuadrado.

Veamos, para centrar esta ideas, cémo resolvemos el caso de una rejilla
2x2, 6 sea, N=4 nudos. Numerados los nudos, sea el 1 el primer nudo, elegido al
azar, bloqueado (no importa qué nudo sea el primero bloqueado; comenzar por otro
es un caso similar al resuelto). Con la disposicién de la figura 2, si el segundo
nudo bloqueado es el 2, atn pasard la corriente eléctrica, luego habri que bloquear
otro més (por tanto, Xc=1/4). Si, en cambio, el segundo nudo bloqueado es el 3 o
el 4, la conductividad eléctrica se reduce a 0 (en cada uno de estos dos casos, Xc
=2/4=1/2). Como los tres casos son equiprobables, el cilculo de x¢(4) se reduce al
de una esperanza matemitica con 1/3 como valor de las probabilidades. Asi:

Xo@) = 1/4 . 1/3 + 1/2 . 13 + 1/2. 1/3 = 2/12 = 0.42

Watson y Leath obtuvieron para su enorme rejilla xc(18769) = 0.59. Y estudiaron
un reticulo cuadrado con tantos nudos porque el valor hallado es el que, con dos
decimales, corresponde a Xc¢. En consecuencia, en el reticulo cuadrado, es decir, en
una rejilla cuadrada con muchos nudos, las vias de infiltracién quedan cortadas con
un 59% de nudos bloqueados. Como comparacién, los resultados para otros tipos
de reticulos planos son: X¢= 0.5, para el reticulo triangular, y Xc = 0.70, para el
hexagonal.

Quizis resulte interesante exponer, siquiera sea brevemente, un método para
la resolucién general de problemas de infiltracién. Se trata, precisamente del mé-
todo de Montecarlo, es décir, un procedimiento que utiliza fundamentalmente un
generador de nimero aleatorios. Estudiaremos el caso de un reticulo plano cuadrado
cuyo lado tenga L nudos, o sea, N=L2.

Hagamos que la distancia entre los nudos consecutivos paralelos a los lados
sea igual a la unidad, y coloquemos unos ejes de coordenadas cartesianas paralelos
a los lados y a una unidad de distancia de dos de ellos, el izquierdo y el inferior,
Cada nudo puede, entonces, ser identificado por sus coordenadas cartesianas (X,Y),
con X e Y variando entre los enteros positivos 1 y L. Construyamos una funcién
de dos variables V(X,Y), llamada primer bloque dimensional, tal que:

V: {XY)IX=1,.,L Y=1,.,L; Le N} ---v > [0, 1]

XY) e >n? aleatorio.
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A continuacién, construyamos un segundo bloque dimensional, D(X,Y), asi:

K : {X)Y)} -—eememe > {0, 1} de manera que, elegido un t &£ [0,1]
aleatoriamente, si

V X, Y)X t entonces K (X, Y)=1, ysi
V (X, Y) > tentonces K (X,Y)=0,

representando en el primer caso que (X,Y) es un nudo no bloqueado y en el segun-
do, bloqueado. Como los valores de V estin uniformemente distribuidos en el in-
tervalo [0,a], si t es un mimero proximo a cero, entonces V(X,Y)>t, para casi to-
das las parejas (X,Y), es decir, los nudos estardn bloqueados. Por tanto, intuitiva-
mente t viene a coincidir con el porcentaje de nudos no bloqueados.

Por tanto, con los bloques dimensionales V y K tenemos identificados los
nudos y sabemos si estin o no bloqueados. Ahora estamos en disposicién de
estudiar las vias de infiltracién, sea de izquierda a derecha. Se comienza asignando
a los nudos {(1,Y)} y=1,...L con K(1,Y)=1, es decir, a los nudos no bloqueados de
la primera columna, un nimero distinto de 1 y de 0, sea, por ejemplo, el 2. A
partir de aqui, el ordenador busca qué nudos de la segunda columna tienen K(2,Y)=1
y estén conectados con un nudo de la primera columna con K(1,Y)=2. Estos nudos
de la segunda columna reciben, entonces, como valor de k un 2. Repitiendo este
procedimiento, se consigue ir trazando las vias de infiltracién. El proceso descrito
puede concluir en que aparezca al menos un 2 en la columna final de la derecha;
entonces, para el t elegido, existe percolacién. O bien, que se encuentre una co-
lumna con ningidn 2; en este caso, con el t elegido no existe percolacién, ya que
la columna citada corta las vias de infiltracién. Si estamos en el primer caso, el
ordenador reduce ligeramente el valor de t y comienza de nuevo la bisqueda de las
vias de infiltracién. Si existen, se vuelve a reducir t, hasta que, finalmente, con un
cierto t no haya infiltracién. Llegados a este punto, se realiza la bisqueda con la
semisuma del valor dltimo de t y el mis pequefio con el que todavia existia infil-
tracién. Si as{ no hay, se prueba con la semisuma del valor ensayado en el dltimo
caso y el més pequefio con el que adn existia infiltracién. Si existiere, se ensaya-
ria con la semisuma del dltimo valor probado y el valor de t con el que no existia
infiltracién. En resumen, vamos encerrando o acotando el umbral de infiltracién en
una horquilla. De un modo paralelo se actuaria si con el primer valor de t no hu-
biera habido percolacién.

Todavia no se ha acabado el proceso, porque hay que realizar muchos nue-
vos experimentos usando otros conjuntos diferentes de nimero aleatorios como
valores del bloque V. Asi obtendriamos el valor medio del umbral de infiltracién, .
xc(N), sumando los valores de los umbrales obtenidos y dividiendo por el nimero,
muy grande, de experimentos.

Para hallar, por fin, el verdadero umbral de infiltracién, X.= I}H&xc (N).
habria que variar el nimero N y obtener x¢(N) = xc(N) en funcién de él. Para estu-

diar esta dependencia, la mejor expresién analitica es: xc(N) = xc(e0) + Do-
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Hay que elegir xc(s=), D y ® > 0, del modo que mejor describan los valores
de los distintos xc(N). Segin sea la velocidad y la memoria del ordenador, tendre-
mos mas o menos Xc(N), y calcularemos con mayor o menor precisién el umbral
de infiltracién del reticulo cuadrado.

Bien, hasta aqui una presentacién resumida de esta interesante teorfa de la
infiltracién/percolacién, inspirada en la pequefia pero muy buena obra de EFROS,
A. (1987). Y qué aplicaciones puede tener esta teoria en nuestra disciplina geogra-
fica. Vamos a sefialar, a modo de ejemplo, sin desarrollarlas, tres posibles. Quizés
alguien pueda decir que no son ejemplos o aplicaciones geograficos. Bueno, esto
nos llevarfa a un debate ya cldsico y larguisimo. En todo caso, nétese que en los
siguientes ejemplos -como en toda la teoria de la infiltracién- la distribucién y
configuracién espacial de unos elementos, en cuanto a su geometria, es el objeto
de la investigacidn.

Primer ejemplo: el contagio de enfermedades en un cultivo arbéreo cuyos
drboles estén plantados, como es usual, formando un determinado reticulo. Si el
contagio se realiza por vecindad, la distancia d entre las ramas de los pares veci-
nos influird decisivamente en la transmisién de la enfermedad, hablindose si ésta
es inevitable del par enlazado. Basta ahora conocer la variable aleatoria X(d) que
nos provea la probabilidad de que dos 4rboles contiguos estén enlazados, en fun-
cién de la distancia entre sus ramas, para, trabajando con los Hlamados enlaces, que
es una variante de los nudos antes mencionados, poder llegar a determinar la pro-
babilidad de que un drbol enfermo contagie a un cierto nimero del campo de culti-
vo.

Segundo ejemplo: la propagacién de un incendio forestal, suponiendo una
distribucién més o menos reticular de los drboles y una determinada direccién del
viento. El problema, que es un caso de la llamada percolacién orientada, admite
solucién en cuanto a si el incendio quedard localizado o restringido a una pequefia
4rea o si afectard a todo el bosquelZ2.

Tercer ejemplo: la determinacién, sobre un mapa con una distribucién cual-
quiera de tierras y mares, de vias acudticas que conduzcan de un extremo a otro.
Para este problema, no reticular, una extensién de la teoria de la infiltracién nos
permite llegar a conocer el valor del 4rea de las tierras a partir del cual desaparece
la conexidm.

Bien, esto es s6lo una muestra de las aplicaciones de la teoria de la infil-
tracién. A buen seguro, los presentes tendrd ya en mente otras posibles. Piénsese
que la teoria de la infiltracién puede dar respuestas en los casos de estudio de las
relaciones entre un gran nimero de elementos de nuestros sistemas espaciales, si

12 Una pequefia resefia de este caso aparecié en el suplemento Ciencia del
peridédico La Vanguardia, 31-VII-88,
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los enlaces entre ellos y sus vecinos tienen un caricter aleatorio o, sin apurar,
pseudoaleatorio.

4.-ALGUNAS APLICACIONES DE LAS CADENAS DE MARKOYV EN CLI-
MATOLOGIA

Bien, ahora, enfilando el dltimo tramo de esta ponencia, haremos referencia
a los procesos estocédsticos conocidos por cadenas de Markov. En primer lugar,
quizd convenga precisar el término estocdstico. En un sentido amplio, un proceso
estocéstico es cualquier proceso que incorpora un elemento aleatorio. O sea, esto-
céstico como sinénimo de ligado al azar. Y asi se habla de proceso estocéstico
versus proceso deterministico .(SILK, J., 1979)13. Esto enlaza bien con la pro-
pia etimologia del término estocéstico, derivado del griego stokhastes, adivino.

En un sentido més preciso, mateméticamente, un proceso estocdstico es una
sucesién de variables aleatorias. Pues bien, entre las cadenas de Markov -en plural,
porque existen de muchos tipos, contra lo que a veces parece desprenderse de algu-
nas lecturas-, algunas resultan de especial utilidad en Geografia, particularmente en
Climatologia. Estas son las cadenas homogéneas, de tiempo discreto, de dos esta-
dos y de primer, segundo o més 6rdenes.

Una cadena de Markov de tiempo discreto y de primer orden se define como
un proceso estocdstico que cumple:

(1) que es discreto en el tiempo (de tiempodiscreto)
(2) que tiene un espacio de estados finito o contable (cadena)
(3) que satisface la condicién (propiedad de Markov 1° orden)

PIX_=x_[Xg=xg... X =x ] = PIX_=x X =x_ ]
Y, ¥

» xo....xm

Una cadena de Markov es homogénea o estacionaria si la probabilidad de una de-
terminada transicién no depende del instante en que se produce. Y una cadena de
Markov es finita con dos estados cuando el nimero de valores o estados posibles
de sus variables aleatorias es finito e igual a dos.

Pues bien, podemos plantear el andlisis de la frecuencia de la precipitacién
diaria mediante un proceso estocdstico en el que el tiempo y el estado son discre-
tos, si, por ejemplo, usamos como unidad de tiempo el dia y como estados posi-
bles: lluvioso y seco -si se recogié o no precipitacién apreciable en el trascurso

13 STILK, J. (1979): Statistical Concepts in Geography, London,
Allen and Unwin.
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de cada dfa-. De esta manera, la sucesién de estados de los dias es una cadena de
tiempo discreto y de dos estados. Para que ademds sea una cadena de Markov ha de
verificar la propiedad de Markov. En este punto surge una dificultad, pues es bien
conocido el fendmeno de la persistencia de los dfas con precipitacién, que no se
reduce exclusivamente al estado del dia anterior al considerado -como exige la pro-
piedad de Markov-, sino también a los de los dias precedentes a ése. Esta dificultad
puede considerarse obviada al ser la dependencia mucho mayor respecto al dia
anterior que a otros pretéritos. Por otra parte, la homogeneidad de la cadena de
Markov de la sucesién de dias lluviosos y secos es un punto largo de debatir, para
cuya comprobacién existen algunas pruebas de decisién estadistica. Notemos aqui
s6lo que el paso de un estado a otro en dias consecutivos depende algo de las fe-
chas en que se produce. Sin embargo, este modelo realiza, en todos los casos en-
sayados, un ajuste muy notable de la frecuencia de aparicién de secuencias llu-
viosas, tanto mensual como anualmente. Segin él, la probabilidad de que una se-
cuencia luviosa dure exactamente n dias, Py se calcula mediante:

Py = - P 0)11-1. Pio

siendo P10 la probabilidad de aparicién de dfa seco después de dia lluvioso. Algu-
nos autores indican que, dada la bondad de los ajustes, y desde un punto de vista
préctico, es preferible a veces sacrificar el cumplimiento fiel de las hipdtesis mar-
kovianas en aras de la simplicidad, que se perderia, sin ganar claramente en vero-
similitud, al intentar modificar el modelo para que el fenémeno estudiado quedar
totalmente bajo los presupuestos tedricos. Sin embargo, tal modificacién es
obligada en el estudio de las secuencias secas, al menos en nuestros climas, mues-
tran claramente una mayor persistencia que los lluviosos. Y asi, y sin salirnos de
los procesos markovianos, puede proponerse como modelo que perfecciona el an-
terior procedimiento, para el caso de la sequfa, la cadena de Markov de segundo
orden e, igual que la probabilidad de que un dia presente uno de los dos estados,
por ejemplo, la aparicidn de un difa seco, depende de lo ocurrido el dfa anterior -
como en la cadena de Markov de primer orden- y, ademis, de lo ocurrido en el dia
anterior a ése. En la cadena de Markov de segundo orden, la probabilidad de que
una secuencia seca dure exactamente n dias, 9,

Se calcula mediante:

_ n-2 >
9 =P100 - P1o - Pooy Paran22
4 =Pt
siendo P1gp la probabilidad empirica de ocurrencia de un dia seco tras uno anterior

también seco y el precedente a éste lluvioso, Pggp. la correspondiente probabili-
dad de dfa seco después de dos secos, Pgo1, 1a de uno lluvioso tras dos dias secos y
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Pio1. la de uno luvioso después de uno seco y el anterior a éste lluvioso. Pues
bien, este modelo ofrecié mejores ajustes que la cadena de Markov de primer orden
al aplicarlo al caso de Almerfa (MARTIN VIDE, J., 1985)!4. No obstante, y tal
vez por las especiales caracteristicas climdticas del sudeste espafiol, en cuanto a la
larga duracién de las secuencias secas, los valores calculados por la cadena de Mar-
kov de segundo orden todavia muestran discrepancias algo notables con los empi-
ricos para valores altos de n. En consecuencia, una cadena de Markov de un orden
superior, probablemente de tercer orden -de célculo bastante més aparatoso- ofrece-
ria ya unos resultados muy satisfactorios. Las posibilidades de los procesos mar-
kovianos son, pues, numerosas.

En fin, tal como empezibamos, la probabilidad -palabra repetida a lo largo
de esta ponencia muchas decenas de veces- gufa, ciertamente, la vida misma.

Addendum: Por su novedad, y especialmente por el contenido y la relevancia
cientifica de los autores, hay que anunciar la aparicién, en el momento del redacta-
do final de esta ponencia, de la obra de PRIGOGINE, 1. y STENGERS, I. (1988):
Entre le temps et 1'éternité, Paris, Fayard.

14 MARTIN VIDE, J. y MORENO, M.C.(1985): EI estudio de las sequias
mediante el andlisis probabilistico de las secuencias secas. El caso de Almeria.
IX Coloquio de Geografia. Ponencias. I, A.G.E.
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Figura 1: Esquema simplificado del
experimento de Watson y Leath.
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Figura 2: Umbrales de infiltracién de los casos del reticulo cuadrado 2x2.




