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1 .- INTRODUCCION 

Con bastante frecuencia surge en la investigación el problema del estudio 
de la asociación o dependencia entre variables categóricas, ya sean variables de ti- 
po cualitativo (atributos), que naturalmente vienen expresadas en categorías (sexo, 
estado civil, región de origen, ambiente, etc.) o variables esencialmente cuanti- 
tativas que son expresadas en categorías (edad -expresada en grupos de edad- nivel 
económico -expresada en varios niveles económicos- etc.). Para ello, disponemos 
de la información suministrada por un conjunto de datos obtenido mediante varia- 
bles categóricas consideradas. ' 

Evidentemente, el caso más simple lo tenernos cuando queremos estudiar la 
asociación entre dos variables categóricas ( por ejemplo: Nivel econ6mico y re- 
gión de origen, ambiente -.rural o urbano- y nivel cultural, etc.). Las notaremos 

...... por A ( con categorías A1 ...... AI) y B (con categorías B 1 BJ). La estructura de 
los datos viene representada por una tabla de doble entrada, con 1 filas y J colum- 
nas, que llamamos tabla de frecuencias observadas, tabla de contingencia o, sim- 
plemente, tabla IxJ (Tabla 1), donde para la casilla ij, xij representa la frecuencia 
observada (número de casos) que corresponde a las categorías Ai de A y Bj de B. 
La tabla se completa con los totales marginales, xi+ (total de fila i) y x+j (total de 
columna j) y el número total, n = x++, de individuos en la muestra. 

Tabla 1 

Total 

X1+ 

'I+ 

Al 

AI 

B1 ................... BJ 
xU ....... ...... .... X~ 

.......................... 

................. 
Xn '1.J 



Para el caso de tres variables, A, B, y C, la estructura de los datos viene 
expresada en la tabla II, donde el significado de las Xijk y de los marginales es 
obvio. Igualmente, la generalización al caso de más de tres variables es inmediata. 

...................... Cl CK 

Tabla 11 

De forma análoga a las tablas 1 y II, podemos escribir tablas para las pro- 
babilidades de pertenecer a cada casilla. Para el caso de dos variables tendríamos la 
tabla m, donde Pij es la probabilidad de que un individuo pertenezca a las catego- 
rías Ai de A y Bj de B. La condici6n de independencia entre A y B es 

- Pij - Pi+.P+j i = i ,  ...... I j =  1 ....... J 

Si esto no se cumple, diremos que A y B son dependientes o están asocia- 
das. 

Tabla 111 Tabla IV 

Total 

='1+ 

PIC 

1 

A l  

AI 

Total  

BI ................... B j 
pn ................. PLJ 

........................... 

Pñ ..m.............. PXJ 

P + ~  ............... P+J 
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Finalmente y dadas las pij anteriores, podemos hablar de la frecuencia o nú- 
mero de casos -del total n de casos de la muestra - que cabria esperar que se'presen- 
tasen en cada casilla. Para la casilla ij tendremos mij = n.pij como el número de 
casos que podemos esperar que se presenten con Ai y Bj. Así tendremos la tabla de 
frecuencias esperadas (Tabla IV). La condición de independencia en términos de 
frecuencia esperadas será 

La generalizacidn, al caso de más de dos variables, de las probabilidades y 
de las frecuencias esperadas, así como de sus correspondientes tablas, es inrnedia- 
ta. 

Otra cuestión de interds es el sistema de muestreo adoptado para obtener la 
tabla de frecuencias observadas. Aunque existen distintos sistemas o diseños de 
muestreo para obtener esta tabla, nosos tros consideraremos el mues treo mul tino- 
mial simple, ya que es el más habitual en el problema de asociación. Este consiste 
en una muestra aleatoria simple de tamaño n, cuyos individuos son clasificados 
respecto a las variables estudiadas, lo que nos proporciona la citada tabla de fre- 
cuencias. 

Para el estudio del problema de asociación hemos de constmir un modelo 
matemático adecuado para nuestros datos, que refleje la estructura de los mismos. 
Para ello, y en primer lugar, estudiaremos los modelos utilizados y su interpreta- 
ción; en segundo lugar, abordaremos el problema de la estimación de estos mode- 
los y, en tercer lugar, daremos algunas estrategias para la elección del modelo más 
adecuado. Finalmente, trataremos de dar una medida apropiada para el grado de aso- 
ciación entre dos variables categ6ricas. 

2.- MODELOS LOG-LINEAL 

Aunque en algunas ocasiones se utilizan otros tipos de modelos, son los 
modelos log-lineal los que se construyen en la mayoría de las situaciones y son 
los que estudiaremos aquí. El modelo lo podemos construir, indistintamente, para 
las frecuencias observadas (x), las frecuencias esperadas (m) o las probabilidades 
(p) de cada casilla. Nosostros lo haremos para las frecuencias esperadas. Describi- 
remos, en primer lugar, el modelo para el caso de dos variables y después genera- 
lizaremos al caso multivariante. 

2.1.- Modelos log-lineal para dos variables (tabla IxJ) 

El modelo log-lineal general para.la tabla IV es 

log m. .= u + u ~ ( ~ )  + + u ~ ~ ( ~ ~ )  1J 



Lo que nos dice que el logaritmo de las fiecucncias esperadas está compues- 
to de la suma de cuatro términos. El término u es una media global. El tdrrnino 
ul(i) representa el efecto principal de la variable A y depende de i, esto es, cada 
categoría Ai tendrá un valor ul(i). Así, u I- ül(i) es la medida correspondiente a la 
categoria Ai. 

Y podemos interpretar a ul(i) como la desviación (o diferencia) de la media 
de Ai respecto de la media global u. Si sumamos todas las desviaciones tendre- 
mos: 

Lo mismo decimos de término u26) para la variable B. Por último, el térmi- 
no ~l2( i j )  representa la interacción o asociación entre ambas variables y depende 
de i y de j, esto es, a cada casilla ij de la tabla le corresponde un valor ul2(ij) 
Igual que antes, también se cumple que 

En el caso en que A y B sean independientes, 16gicamente el t6mino de 
interacci6n ul2(ij) se anulará y el modelo log-lineal apropiado será 

log m.. = u + u ~ ( ~ )  i- uZCi) i-1, ..., 1 j=l, ..., j 
1J 

Al modelo con todos los término, como el (2), le llamamos modelo satura- 
do y a los que les falta algún término, como el (6 ) ,  les llamarnos modelos no satu- 
rados. El estudio de la asociación entre A y B se traduce, pues, en probar cuál de 
los dos modelos, el (2) o el (6 ) ,  es el apropiado para nuestros datos. 

Para el caso particular en que I=J=2 tendremos una tabla 2x2 (Tabla V). En 
ella podemos definir la razón de productos cruzados 
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Tabla V 

que nos puede servir para medir el grado de asociación entre A y By ya que se puede 
probar que la condición de independencia (1) es equivalente a la condición a=l  y 
mientras mayor sea a más nos apartamos de la independencia. Además, existe una 

relación entre a y el término de interacción del modelo ~ l2 ( i j )  que viene dada por 

la expresión 

lo que nos permite interpretar el término interacción (esto es, la asociación entre 
A y B) en función de a, el cual es fácilmente interpretable, según se deduce de su 
propia definición. 

2.2.- Modelos log-lineal para más de dos variables 

Para el caso de tres variables tendremos una tabla IxJxK como la tabla II y 
el modelo log-lineal saturado es 

log rnijk= U + 
+ u2(j) + '3(k) + '12(ij) + '13(ik) + '23(jk) + '123(ijk) 

cumpliéndose todas las condiciones del tipo (4) y (5) para cada término del 
modelo, esto es, la suma en los subíndices (i, j ó k) que le corresponda se anula. 
Los términos ul(i), u2(j) y u3(k) son los efectos principales de las variables A, B y 
C, respectivamente, y tienen la interpretación dada en la sección anterior. Los 
téminos Ul2(ij), Ul3(ik) y u23 (jk) corresponden a las interacciones entre cada par 
de variables. El término Ul23(ijk) representa una interacción conjunta entre las tres 
variables. Veamos el sentido de esta interacción. En la tabla 11 tenemos k tablas 
bidimensionales y podemos construir, por tanto, k modelos log-lineal, uno para 
cada tabla, con lo que tendríamos k términos de interacción entre A y B, que 
llamamos 

(lo 
vlI k = 1,. . . . . . . . k 
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Si todos estos k términos son iguales, podernos decir que la variable C no 
influye en la interacción entre A y B, con lo que diríamos que no existe (sería 
nulo) en el modelo este término de interacci6n conjunta U123(ijk). En caso contra- 
rio, la interacción entre A y 33 depende de la  variable C, con lo que decimos que 
existe una interacción conjunta entre A, B y C ,  expresada en el término u1 23(ijk). 

Un modelo no saturado para tres variables sería aquel al que le faltase 
alguno de los términos que figuran en (7). A título ilustrativo, veamos la interpre- 
tación de algunos modelos no saturados que se pueden presentar en la práctica: 

1'1 log mijk= ul(i) + '2~) + U3(k) ' 'l2(ij) + '13 (ik) u23 (jk) (8) 

esta asociación para cada par de variables, siendo l a  asociación entre dos variables 
la misma para cualquier categoria de la tercera variable. Decimos, en este caso, que 
existe asociación parcial para cada par de variables. 

2Q/ l0g mi jk = u ' Ul(i) + U2(j) + '3(k) + U13 (ik) + U23 (j k) (9) 

Al ser ul2(ij)=u123(ijk)=o, las variables A y B son independientes para cada 
nivel de C, pero cada una de ellas está asociada a la variable C. En otras palabras, 
A y B son condicionalmente independientes, dado cualquier categoría de C. Esto 
no implica necesariamente que A y B sean completamente independicntes. 

Las variables B y C están asociadas, siendo esta asociación la misma para 
todas las categorías de A. Ademgs, la variablc A es completamente independiente 
del3 y de C. 

4Q/ log mijk = U + u ~ ( ~ )  + + U3&) 

Al no tener ningíin témino de intcracción, este modelo representa la com- 
pleta independencia entre las tres variables. 

En una situación práctica hemos de encontrar el modelo log-lincal más 
apropiado a nuestros datos y los r6rrninos que posea dicho modelo nos pondrán dc 
manifiesto las asociaciones existentes entre las variables estudiadas. 

Por coherencia en la interpretacidn de los modelos suele admitirse el prin- 
cipio de jerarquización a la hora de buscar el modelo para nuestros datos. Este 
principio nos dice que si un modelo contiene un determinado término u, habra de 
contener también a todos los términos cuyo conjunto de variables implicadas sca 
un subconjunto de las variables implicadas en el  término u dado. Por ejemplo, si 
ul2(ij) está presente cn el modelo, dicho modelo habrá de contener los términos 
Ul(i) Y U2Q). 
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La generalización de los modelos log-lineal a cualquier númcro de variables 
es inmediata, aunque hay que tener en cuenta la dificultad práctica que conlleva un 
estudio con muchas variables, dado el gran número de términos que pueden estar 
presentes en cl modelo y la complejidad a la hora de interpretar dichos términos, 
en especial los que involucran muchas variables. Con cada nueva variable que se 
incluya en el estudio se duplica el númcro de términos posibles del modelo. Así, si 
tenemos s variables en nuestro estudio, el número total de términos posibles en el 
modclo (modelo saturado) será de 2s. Al número de variables que tcnga un término 
u le llamarnos orden, así, u23(jk) es de orden 2 y U123(ijk) es de orden 3. Para más 
detalles sobre estos modelos, véase Bishop, Fienbcrg and Holland (1980), Pla- 
ckett (1981), Kennedy (1983) y Fienberg (1985). 

Una cuestión de intergs y que utilizamos más adelante es el número de par6- 
metros independientes de que consta cada término de un modelo log-lineal. Esta 
claro que el tCrmino u (media global) ticne un valor único y, por tanto, constituye 
un parámetro. Los ttzrminos de mayor ordcn tienen distintos valores al variar el 
subíndice, pero no todos estos valores son independientes. Así, por ejemplo, el 
término ul(i) lo constituyen 1 valorcs (ya quc i=1, .... 1), pcro como existe una res- 
tricción (4), cn realidad serían sólo 1-1 valores indcpendicntcs, ya que el último 
valor, ul(~),  vendría determinado por (4). Decimos, entonces que el término ul(i) 
tiene 1-1 parámetros indcpendicntes. Igiialmcnte se pucdc ver para los términos 
con dos variables (por ejemplo, ul2(ij) tiene (1-1) (J-1) parhctros indcpcndien- 
tes), con tres variables (por ejemplo, Ul23( i jk)  tiene (1-1) (J-1) (K-1) parámetros 
independientes), etc. Observemos que el número total de parhetros independientes 
en un modelo saturado coincide con el númcro de casillas de la tabla correspon- 
diente. 

3.- ESTLMACION DEL MODELO 

El objetivo es ahora el siguiente: Dado un determinado modelo log-lineal 
jerarquizado, cómo estimar las frecuencias esperadas a partir de la información 
suministrada por los datos, esto es, a partir de la tabla de frecuencias observadas. 
Supondremos, aquí, que la tabla es complcta, caso más habitual en la práctica. Para 
tablas incompletas, esto es, que tengan algunas casillas que por dcrinición tengan 
siempre frecuencia observada 0, ver Bishop, Ficnbcrg and Holland (1980). 

En primer lugar estableccremos claramente la notacián a utilizar. Veámoslo 
primero para trcs variables. Para la casilla ijk de la tabla, notamos Xijk, mijk y 

mijk como la frecuencia observada, la frecuencia esperada y la frecuencia esperada 
estimada, respectivamente. Si en una tabla sumarnos las casillas respecto a una 
variable obtendremos una nueva tabla en una ditnensión mcnos. Por cjcmplo, si en 
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la tabla 11 sumamos sobre todas las categorías de la variable C tendremos una tabla 
en dos dimensiones, IxJ, para las variables A y B. Cada casilla de esta nueva tabla 
será la suma de K casillas de la tabla original. A las frecuencias observadas de la 
nueva tabla les notaremos por xij+. Esta notación ya se ha utilizado en las tablas 1 
a I V  para expresar los marginales, indicando el subíndice -t. que se ha sumado sobre 
la variable que ocupaba este lugar. Lógicamente, se puede sumar en más de una 
variable y reducir, por tanto, en más de una dimensión la tabla, por ejemplo, x+j+ 
son los valores de una tabla en una dimensión, después de sumar en la primera y 
tercera variable de una tabla tridimensional. A todas estas tablas sumas les 
llamamos configuraciones de sumas de tablas o, sencillamente, configuraciones y 
las denotamos más simplificadamente por la letra C acompañada de subíndices que 
indican las variables y dimensión de la configuración. Por ejemplo, C12, C23 y C2 
representan, respectivamente, a las tablas con valores Xij+,  X+jk y x+j+. A la tabla 
original Xijk la representamos por la configuración C123. 

Esta notación se extiende fácilmente al caso general de un conjunto cual- 
quiera de variables. Notamos simbólicamente por <p a dicho conjunto y por cpl, 
cp2, ..... a determinados subconjuntos de variables de <p. Así, la notación para las 
frecuencias observadas, frecuencias esperadas y frecuencias esperadas estimadas se- 

rá, respectivamente, Xq, , mcp y mq. Igualmente, dado un subconjunto cualquiera, 

q 1, de variables de 9, x serán los valores de la tabla suma o configuración 
q1 

obtenida de la tabla original xcp al s u m a  en todas las variables menos en las cpl 

A esta configuración le denotaremos por C 
'P1 

3.2.- Configuraciones suficientes 

Consideremos el modelo (6) para dos variables y queremos estimar las fre- 
cuencias esperadas bajo este modclo, esto es, bajo el supuesto de que ambas varia- 
bles son independientes. La estimación se llevará a cabo, lógicamente, a partir de 
la tabla 1. Esta tabla contiene las frecuencias observadas, que constituyen una con- 
figuación C12 y además las marginales, que forman dos configuraciones de una 
sola dimension, C1 y C2. Ahora bien, para estimar las frecuencias esperadas en 
este caso, ¿es necesaria toda la información de l a  tabla 1 o sería suficiente con 
conocer sólo las marginales? Se puede probar que es suficiente con conocer sólo 
las marginales, es decir, sólo necesitamos conocer las configuraciones Cl y C2. 
Diremos, pues, que las configuraciones C1 y C2 son suficientes para obtener la 
estimación de las frecuencias esperadas. En general, el problema es conseguir el 
conjunto de configuraciones que son suficientes para poder estimar las frecuencias 
esperadas bajo un determinado modelo. Esto es importante, ya que las propias 
estimaciones estarán en función de dichas configuraciones suficientes. 

Vamos a dar una regla práctica general para obtener el conjunto de-configu- 
raciones suficientes. Partimos de un modelo log-lineal cuyo término y de mayor 
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orden es de orden t. En primer lugar, seleccionamos todos los términos u de orden 
t que figuren en el modelo. Después, examinamos en sucesivas etapas los términos 
de orden t-1, t-2, .... presentes en el modelo, seleccionando en cada etapa aquellos 
términos cuyo conjunto de variables implicadas no sea un subconjunto del conjun- 
to de variables implicadas en algún término de orden mayor que haya sido ya se- 
leccionado. Entonces, si el conjunto total de variables en nuestro estudio es cp y 
hemos seleccionado r t6rminos u según el proceso anterior, siendo ,....,gr los 
conjuntos de variables implicadas en los r términos seleccionados, el conjunto de 
configuraciones suficientes es Cq ,...., CV. Para ilustrar el procedimiento conside- 
remos el modelo (10). Por aplicación del método anterior seleccionaríamos los 
términos U23(jk) y Ul(i) y, por tanto, las configuraciones suficientes serían C23 y 
Cl, es decir, aquellas cuyos elementos son X+jk y Xi++, respectivamente. 

3.3.- Métodos de obtención de las estimaciones 

En la prBctica, se utilizan fundamentalmente dos métodos para la obtención 
de las frecuencias esperadas estimadas: Método de estimación directa y método 
proporcional iterativo. 

El método directo, como su nombre indica, nos proporciona fómulas explí- 
citas con las que podemos obtener directamente las estimaciones de las frecuencias 
esperadas. Para que este método sea aplicable el modelo ha de cumplir unas condi- 
ciones determinadas que veremos mds adelante. Sea un método que cumpla las con- 
diciones anteriores, para un conjunto cp de variables estudiadas y cuyas configu- 
racions suficientes son Cql, .... Cqr, que suponemos están colocadas en un orden 
tal que las Ccpi tales que su no contenga ninguna variable de las contenidas en las 
anteriores vi-1,....,~1, están colocadas al final. Entonces podemos llegar a la si- 
guiente expresión general para obtener las estimaciones deseadas. 

m' = x~i.-"".x y, 

xp2-m-..a--.x p r 

i-1 
donde pi = (u <pl) n cpi y si p =@ tomamos xp $= n 

J=1 1 

Por ejemplo, para el modelo ( 6 )  cuyas configuraciones suficientes son Cl y 

C2. las frecuencias esperadas estimadas se calcularían mediante 
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Y para el modelo (9) cuyas configuraciones suficientes son Clg y C2g se 
obtendrían mediante 

El método proporcional iterativo, en cambio, se puede aplicar para cual- 
quier modelo log-lineal jerarquizado. Como tal procedimiento iterativo, partirnos 
de unas estimaciones iniciales para las frecuencias esperadas y mediante sucesivas 
iteraciones vamos a llegar, después de adoptar una regla de parada, a nuestras cs- 
timaciones, en función Gnicamente de las coniiguraciones suficientes. Además, si 
el modelo permite la aplicación del método directo, por ambos métodos se llega- 
rían a las mismas estimaciones. 

Describimos el algoritmo de1 metodo para el caso general. Sean las varia- 
bles en el estudio y tengamos un modelo con configuraciones suficientes Ccpl, ...., 
Cqr. Partimos de unas estimaciones iniciales, para las frecuencias esperadas. 

cP 
El procedimiento consta de sucesivos ciclos y cada ciclo tiene r etapas, una para 
ajustar a cada una de las r configuraciones suficientes. En la etapa i (correspon- 

diente a Cqi) del ciclo s-t-1 calcularemos las estimaciones A G*i) en función de las 
"9 

mh*'-') de la etapa anterior, segCin la expresión 
V, 

En la práctica, se recomienda tomar siempre como estimación inicial 

m:)=l. Con ello, el procedimiento siempre converge hacia las estimaciones re- 

queridas, esto es, las estimaciones que vamos consiguiendo en cada etapa van 
siendo cada vez más precisas. En este sentido, es obvio que debemos buscar una 
regla que nos permita detener el proceso iterativo cuando hayamos alcanzado la 
precisión deseada. Como regla de parada podemos utilizar la siguiente: Detener el 
proceso al final. del ciclo ti-1 para el que se cumpla que para todas las casillas de la 
tabla 

donde 6 es un valor pequeño ( 6=0,1; 6=0,01; ...) prefijado por nosotros en 
funci6n de la precisión que desecmos. Mientras más pequeño sea d mayor número 
de ciclos necesitaremos realizar, pero las estimaciones que obtendremos al final 
se rh  más precisas. 



El problema multivariante de la asociación con variables caten6ricas 163 

A título ilustrativo, describimos el método para el caso de tres variables, 
utilizando el modelo (8) cuyas configuraciones suficientes son C12, C13 y (223. En 
cada ciclo tendremos tres etapas. Para el primer ciclo tendríamos, para todas las 
casilla ijk: 

la etapa O) a (01 'ij+ 
rnijk = rnijk . - 

(3) 
La primera etapa del segundo ciclo partiría de las estimaciones mi$. Así 

seguiríamos ciclo tras ciclo hasta dctencr el proceso al final del ciclo t+l en el 
que se cumpla para toda casilla ijk. 

(3t+3) Las estimaciones buscadas serían, pucs, mi$ . 

Aunque el metodo proporcional iterativo es satisfactorio, no cabe duda que 
siempre que podamos aplicar el método directo lo aplicaremos. Por ello, conviene 
saber para qub modelos podemos aplicar el método directo. A continuación vamos 
a establecer una regla práctica para determinar si para un modelo, con sus corres- 
pondientes configuraciones suficientes, existe estimacidn directa. Sobre dichas 
configuraciones se llevan a cabo los siguientes pasos: 

a) Reetiquetar como una nueva variable cualquier conjunto de variables que 
siempre aparezcan juntas. 

b) Eliminar las variables quc aparezcan en todas las configuraciones sufi- 
cientes. 

c) Eliminar cualquier variable que solamente aparezca en una configuración 
suficiente. 

d) Eliminar las configuraciones suficientes que sean rcdundanres (aqu61Ias 
que sus variables sean un subconjunto de las variables de otra configuración sufi- 
ciente). 



e)  Repetir los pasos a) al d) hasta que: 

1) Se reduzca el ntimero de configuraciones suficientes a sólo dos, en 
cuyo caso existe estimación directa, 

2) No se puede reducir el nGmero de configuraciones suficientes a sÓ10 
dos, en cuyo caso no existe estimación directa y tenemos que aplicar el método 
proporcional iterativo. 

Los siguientes ejemplos ilustran la regla. En cada uno de ellos se parte de 
las configuraciones suficientes del modelo. 

Existe estimación directa. 

-+ C2+, CZ4, C45. NO existe estimación directa 

4.- BONDAD DE AJUSTE Y ELECCION DE MODELOS 

Entre otras varias cuestiones, nos interesa abordar ahora las siguientes: 

a) Seleccionar un modelo log-lineal jerarquizado que describa adecuadamente 
a los datos. Este nos pondrá de manifiesto las relaciones o asociaciones existentes 
entre las variables. Cuando ajustemos el modelo, las frecuencias esperadas de las 
casillas nos proporcionarán una descripcidn suavizada de los datos, ya que son eli- 
minadas las fluctuaciones aleatorias, aun manteniendo la estructura de los datos y 
las principales relaciones entre las variables. 

b) Contrastar si dos variables específicas de nuestro estudio están asociadas 
o no y evaluar la magnitud de tal asociación. Y, en general, evaluar la magnitud de 
cualquier término de interacción entre variables. 

Sea cual sea nuestro propósito, lo que parece evidente es que necesitamos 
una medida de la bondad de ajuste del modelo log-lineal considerado a los datos. 
Hay varias medidas con tal fin, pero Ia más conocida y utilizada es la de Chi- 
Cuadrado de Pearson, definida como 
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donde las m son las frecuencias esperadas estimadas bajo el modelo del que se 
quiere medir su ajuste a los datos o frecuencias observadas xQ . Para el caso más 
simple de dos variables, será 

Según se desprende de la definicián ~ 2 ,  el ajuste del modelo a los datos será 
tanto mejor cuanto menor sea el valor de ~ 2 .  

Ahora, una cuestión de fundamental importancia es determinar el número de 
grados de libertad que le conesponde al modelo que estamos considerando para la 
estimación de las frecuencias esperadas. Este número lo podemos obtener mediante 
la expresión V = Te - Tp, donde Te es número total de casillas de la tabla y Tp es 
e l  número total de parámetros independientes de todos los terminos del modelo. 
Por ejemplo, para el modelo (6 )  los grados de libertad serían 

y para el modelo (9) serían 

V = IJK - (1 + (1-1) + (J -1) + (K-1) + (1-1) (K-1) + (J-1) (K-1) = 
= K (1-l)(J-1) 

Esta regla se aplica sin problemas en los casos en que ninguna frecuencia 
esperada estimada sea 0, cosa que ocurre en la mayoría de las aplicaciones prácti- 
cas. En caso contrario, el cálculo de los grados de libertad es más complejo (Bi- 
shop, Fienberg and Holland (1 980). 

4.1.- Tests de hipótesis para contrastar una asociacicín 

Si nuestro interés son cuestiones del tipo de las expresadas en el apartado 
b) anterior, habremos de realizar tests de hipótesis estadísticos, para llegar a la 



conclusión de si la asociaci6n entre las variables de interés es estadísticamente 
significativa, esto es, si podemos afirmar, bajo un nivel de error prefijado, que 
exista tal asociación. Para ello se habrá de obtener un valor experimental (esta- 
dístico de contraste) en función de las frecuencias observadas y de las esperadas 
estimadas y un valor teórico obtenido a partir de la distribución de probabilidad 
Chi-Cuadrado con un determinado número de grados de libertad, que vendrá espe- 
cificado según la test que se esté realizando. De la comparación de ambos valores 
llegaremos a una conc~usión sobre si tal asociación es significativa o no. (Para 
las nociones básicas sobre tests de hipótesis, ver cualquier texto sobre Estadística 
Inferencial) . 

Para probar si un término de interacción u que incluya un determinado nú- 
mero de variables (que representará la magnitud de la asociación conjunta entre 
esas variables) es estadísticamente significativo o no, ajustamos primeramente un 
modelo que incluya dicho término, pero que no incluya ningún término que 
contenga todas las variables del término que estamos probando, al que llamaremos 
modelo (a), y calcularemos la correspondiente medida de bondad de ajuste, que 
representaremos por %2(a). Después ajustaremos un segundo modelo, que sólo se 
diferencia del anterior en que no contenga el término de interacción que estamos 
probando y le llamaremos modelo (b). Calculamos, igualmente, su medida de 
bondad de ajuste X2(b). Entonces, el valor experimental del test lo calculamos co- 
mo la diferencia X2(b) - %2(a) y el valor teórico lo obtenemos de la distribución 
Chi-Cuadrado vb -va grados de libertad, donde vb y va son los grados de libertad 
que correspondc a los modelos (b) y (a), respectivamente. En general, el par de 
modelos (b) y (a) tal como lo heinos definido no es único. En este sentido y para 
realizar esta prucba de hipótesis, se recomienda tomar un par, de tal forma que uno 
de los modelos del par se ajuste bien a los datos. 

Un caso particular del test anterior es la clásica prueba de Chi-Cuadrado 
para probar la asociación entre dos variables, a partir de la tabla 1. En este caso el 
modelo (a) sería el modelo (2) con O grados de libertad y el modelo (b) sería el 
modelo (6) con (1-1) (J-1) grados de libertad. Además, en este caso podemos vcr 
que X2(a)=0, con lo que el valor experimental del test es el clásico estadístico Chi- 
Cuadrado (12), donde se sustituyen las mij por su valor para el modelo (6), dado en 
la expresión (11). El valor teórico se obtiene de la Chi-Cuadrado con (1-l)(J-1) 
grados de libertad. 

Cuando tenemos una tabla multidimensional (más de dos variables) y 
queremos probar la significacián estadística de la asociación entre dos variables 
dicotómicas (~610 tienen dos categorías), aunque se puede utilizar cl procedimiento 
general anterior, es más cijmodo y habitual en la práctica utilizar el test de 
Mantel-Haenszel (Mantel and Haenszcl, 1959) y Mantel, 1963). 

Por último, siempre podemos probar l a  significación estadística de un 
modelo concreto, de tal forma que si el test dc hip6tesis resulta significativo (para 
un determinado nivel preestablecido) concluiremos quc el modelo no se ajusta bien 
a los datos (esto ocurrirá cuando su ~2 sea suficientemente grande). En caso con- 
trario -test no significativo- admitiremos al modelo como adecuado para nuestros 
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datos (su ~2 será en este caso pequeña). La prueba se realiza tomando como valor 
experimental la ~2 calculada para ese modelo y como valor teórico el obtenido de 
la distribución Chi-Cuadrado con los grados de libertad que correspondan a dicho 
modelo. 

4.2.- Elección del modelo 

En principio el modelo a elegir habría de ser el que mejor se ajuste o des- 
criba a los datos, según un criterio establecido. El criterio comúnmente adoptado 
es el de la bondad del ajuste, dado por ~ 2 .  Así, habría que calcular la bondad de 
ajuste para todos los posibles modelos jerarquizados y elegir el de mejor ajuste. 
Pero esto es muy costoso, sobre todo si el número de variables no es pequeño 
(para cuatro variables tenemos 113 posibles modelos jerarquizados y conforme 
aumentamos el número de variables, el número de modelos se dispara). 

Necesitamos, pues, una estrategia que nos permita llegar a seleccionar un 
modelo adecuado con un mínimo de c4lculos. Se han propuesto varias estrategias, 
sin que pueda decirse que una es siempre mejor que las demás. Veremos, aquí, dos 
de ellas. 

Estrategia 1 

La motivación de esta estrategia es tratar de cubrir todos los posibles mo- 
delos. Para ello, en un primera etapa se ajusta un subconjunto de modelos, cada 
uno de ellos con términos de orden uniforme. Esto es, para s variables serían: 

mod. 1. No posee tbrmino u de orden 2. 
mod. 2. Posee todos los tbrminos de orden 2, pero ninguno de orden 3. 
....... *....................................... 
mod. (S-1). Posee todos los términos de orden 2-1 pero no el de orden s. 

Examinamos la bondad de ajuste de estos modelos y nos quedamos con el 
par de modelos consecutivos, mod. r-1 y mod. r, tal que el mod. r-1 ajuste pobre- 
mente y el mod. r ajuste bien a los datos. Entonces el próximo paso es investigar 
los modelos intermedios entre los dos del par y se elegirá el más apropiado. Una 
forma de llevar a cabo esto es la conocida como selección adelantada. Se parte del 
mod. r-1 como modelo base y se le añade-el término u de orden r que proporcione 
el mayor aumento en bondad de ajuste, siempre que el término u añadido sea esla- 
dísticamente significativo scgún vimos en 4.1. Es te será nuestro nuevo modelo 
base y seguimos el proceso con los restantes términos u de orden r, hasta que nin- 
guno de los posibles terminos u de orden r a añadir sea estadísticamente significa- 
tivo (ninguno de ellos aportaría un aumento significativo de la bondad de ajuste). 
El modelo conseguido de esta manera será el elegido. 



Estrategia 2 

Un modelo de asociación parcial es aquel al que sólo le falta un término de 
interacción de orden 2 y, lógicamente, todos los de orden superior que no puedan 
estar por el principio de jerarquización. Un modelo de este tipo tiene siempre sólo 
dos configuraciones suficientes, con lo que se puede aplicar el método de estima- 
ción directa y, por tanto, es facil obtener su bondad de ajuste. 

Así, en una primera etapa, podemos ajustar todos los modelos de asocia- 
ción parcial y probar su significación estadística (como se vio en 4.1.). Natural- 
mente, si para uno de estos modelos nos sale significativo quiere decir que el Úni- 
co término de orden 2 que no posee debería figurar en nuestro modelo y lo con- 
trario si nos sale no significativo. De esta mancra, podemos determinar qué térmi- 
nos de orden 2 deben figurar realmente en nuestro modelo y los incluimos en él. 

En una segunda etapa, inspeccionamos todos los posibles términos de or- 
den 3 que, según el principio de jerarquización, puedan estar presentes en nuestro 
modelo e incluiremos en él todos los que sean estadísticamente significativos, se- 
gún vimos en 4.1. Por este procedimiento constniimos un modelo que será el que 
elegiremos para nuestros datos. 

En cualquiera de las estrategias y como último paso, siempre podemos ins- 
peccionar algunos modelos adyacentes al elegido (que se diferencia de él en un so- 
lo término), para ver si mejoran signiFicativamente la bondad del ajuste. 

En la práctica, el concepto de "mejor modelo" no es tan fácil de definir. 
Deberíamos tener en cuenta otros factores además de la bondad del ajuste. Si calcu- 
lamos la bondad de ajuste para todos los posibles modelos y seleccionamos el de 
mejor ajuste, en la práctica, ¿es éste el "mejor modelo"? Puede ocurrir que este mo- 
delo tenga conjuntos dc términos y que no sean fáciles de interpretar en la práctica 
y, en cambio, es probable que exista otro modelo cuya diferencia con el anterior 
no sea estadísticamente significativa (en el sentido de 4.1.) y sea mucho más fácil 
de interpretar. Parece razonable elegir a este último. 

4.3.- Medidas de asociación 

Tratamos, ahora, de dar una medida del grado de asociación entre dos varia- 
bles categóricas que sean de inter6s. Para ello, partiremos de una tabla bidimensio- 
nal, del tipo de la tabla 1, para ambas variables y, por coherencia, habremos 
probado previamente que el término ~ 1 2 ( i j )  del modelo (2) es estadísticamente 
significativo. Se  han dado bastantes medidas a tal fin. Según sea nuestro propósi- 
to y matización que queramos darle al concepto de asociación, elegiremos una u 
otra medida. 

Si entendemos o interpretamos la asociación como el grado en el que se 
apartan de la independencia las variables, podemos utilizarccomo medida de asocia- 
ción una función del grado de ajuste ~2 del modelo de independencia ( 6 )  para 
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ambas variables. En este sentido, se han definido varias medidas, entre otras, el 
coeficiente de contingencia de Pearson 

1_11 

que puede variar entre 4 (9-111 q (q=min (1, J)). Mientras mayor sea C mayor es 
el grado de la asociación y mientras más próximo a O más cerca estaremos de la 
independencia entre las dos variables. 

Una medida similar, pero normalizada, es la dada por Cramer, 

~ " l n  
min ((1-1) , (J-1)) 

que varía entre O (caso de independencia ) y 1 (caso de máxima asociación). 

Por otra parte, si nos interesa estudiar la asociación con el objetivo de tra- 
tar de predecir una variable en fución de la otra, parece razonable matizar o enten- 
der el concepto de asociación como grado de información que nos proporciona una 
variable para predecir la otra. Podemos hacer la predicción bajo dos supuestos dis- 
tintos: (a) ambas variables son independientes y (b) una variable es función de la 
otra. Naturalmente, al hacer la predicción la probabilidad de error en (a) es mayor 
que en (b). En esta situación, nos puede servir como medida de la asociación la 
reducción proporcional en el error, esto es, 

Prob. de error en (a) - Prob. de error en (b) 
......................................................... 

Prob. de error en (a) 

En este sentido, Goodman y Kruskal han definido la medida ~ B / A  para 
evaluar la reducci6n proporcional en el error cuando se predice B en Eunción de A: 

donde x, =max (xil ,....., xil) y X+m =max ( x + ~ ,  ....., x+3 



Esta medida varía entre O y 1, indicándonos el valor O que la variable A no nos 
proporciona ninguna información para predecir B y el valor 1 nos dice que la pro- 
babilidad de error al predecir B en función de A es nula. 

También podemos entender la asociación, con fines de predicción, como el 
porcentaje de la variación de una variable que es explicada por la otra. Con este 
propósito y basado en el concepto de variación de Gini, podemos definir la si- 
guiente medida de asociación, .i;B/A, que varia entre O y l y que si la multiplicamos 
por 100 nos dará el porcentaje de la variación de B que es debida a A. 

Para el caso particular de tablas 2x2, además de la particularización de las 
anteriores, se 'han definido obras medidas. En función de ~2 se ha definido el coefi- 
ciente 

que varía entre -1 y 1, tomando estos valores para cuando el grado de asociación 
es máximo y el valor O para el caso de independencia. Y en función de la razón de 
productos cruzados o: se han definido varias medidas, una de ellas es la medida de 
asociación de Yule 

Xll ' X22- X12. XL1 
Q= 

X1 1 ' X22+ X12 mx21 

con el mismo rango de variabilidad y similar interpretación que @. Otros tipos de 
medidas de asociación han sido dadas por Altharn (1970) y extensiones para el 
caso de más de dos variables categctiricas han sido estudiadas por Davis (1971). 
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