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RESUMEN

En este trabajo se presenta un modelo generalizado de la esfera de Poincaré, que se aplica al
andlisis de los efectos que producen medios materiales como retardadores y polarizadores sobre
la polarizacion de la luz que interacciona con ellos.

Palabras clave: esfera de Poincaré, luz polarizada.

A generalized model of the Poincaré sphere, that is applyed to the analysis of the effects
produced by some material media as retarders and polarizers on the light polarization, is pre-
sented.
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0. INTRODUCCION

El estudio de los efectos que producen los medios materiales sobre la polarizaci6n de la
luz que interacciona con ellos, presenta un importante interés por sus aplicaciones en
diferentes campos de la Fisica.

Uno de los procedimientos para estudiar los citados efectos fue propuesto por Poincaré
(1892) y consiste en representar los diferentes estados de polarizacién de la luz en una es-
fera, llamada esfera de Poincaré.

En este trabajo se hace un estudio detallado de las transformaciones correspondientes a
retardadores y polarizadores. Ello permite abordar complejos problemas en los que inter-
vienen combinaciones de diferentes tipos de medios Gpticos, ya que tales problemas pue-
den reducirse siempre al andlisis de una determinada sucesién de polarizadores y retardado-
res que producen, globalmente, el mismo efecto.
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1. ELIPSE DE POLARIZACION

Dado un haz de luz, el estado de polarizacién més general es la polarizacién eliptica, la
cual se representa por la llamada elipse de polarizacion. Esta elipse estd caracterizada por
tres pardmetros independientes, las dos amplitudes Ay, Ay de las componentes del campo
eléctrico y su diferencia de fase 8, o bien por las longitudes de sus semiejes mayor y me-
nor (a y b respectivamente) y por el 4ngulo ¢ (azimut), que es el dngulo formado por el
eje mayor de la elipse con el eje OX de referencia.

La caracterizacién completa de la elipse de polarizaci6n, requiere conocer el sentido de
giro del vector campo eléctrico E, cuando describe la elipse. Se dice que la polarizacion
eliptica es dextrégira si: 0° < § < 180°, andlogamente se dice que la polarizaci6n eliptica
es levégira si: 180° < § < 360°.

Introduciendo el 4dngulo @ (elipticidad), como tg @ ==+ b/a y donde el signo indica el
sentido de giro del vector campo eléctrico, se puede demostrar que si: 0° < § < 180°
entonces 0° < o < 45°y que si 180° < § < 360° entonces -45° < w < 0°.

En algunos problemas relativos al paso de un haz de luz a través de una sucesién de
medios dpticos, no es necesario tener en cuenta el valor absoluto de la intensidad de la luz.
Dicho valor viene dado por:

I=a? +b2=A2 + A2 )

En los casos en los que interesa la evolucién de la forma de la elipse de polarizacidn y
no su tamafio, la intensidad de la luz (de la parte polarizada mds la de la parte no polari-
zada) puede tomarse igual a la unidad

I=a2+b2=A2 +A2=1 ¥))

Para describir la forma de la elipse de polarizacién, pueden utilizarse dos pardmetros: el
dngulo o, ya definido y que toma valores: -45° < @ <45, y el 4ngulo ¢, también definido
y que toma valores: 0° < ¢ < 180°.

2. REPRESENTACIONES EN LA ESFERA DE POINCARE

La esfera de Poincaré constituye
un modelo adecuado para la represen- I\
tacién de estados de polarizacién de la
luz, asf como de la accidén de los me-
dios materiales sobre la luz polarizada. ~<\p
Cada posible estado de polarizacién h
estd representado por un punto en la /
esfera, con unas coordenadas 2¢ y 2. ’
Reciprocamente, cada punto de la es-
fera de longitud 2¢ y latitud 2e repre- ol 20 8
senta un estado de polarizacién, cuya S / - Y
elipse tiene un azimut ¢ y una elipti- [ Yalinka "“L;
cidad o. 2

El convenio establecido para fijar
los ejes de referencia y el sentido de
los dngulos 2¢ y 2w es el que se in-
dica en la (Fig. 1).

(Fig. 1)
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De acuerdo con lo anterior, los distintos estados de polarizacién quedan representados
del siguiente modo:

* Valores positivos de o, representan estados de polarizacién eliptica dextrégira. En la
esfera de Poincaré se representan por puntos del hemisferio superior (0° < 2o < 90°).

* Valores negativos de , representan estados de polarizacién eliptica levégira. En la
esfera de Poincaré se representan por puntos del hemisferio inferior (90° < 2w < 0°).

* Puntos del ecuador (0° £ 2¢ < 360° y w = 0), representan estados de polarizacién li-
neal. En particular, los puntos que estdn sobre la parte positiva del eje OX, representan
estados de polarizacién horizontal (¢ = 0), mientras que los puntos que estédn sobre la parte
negativa del eje OX, representan estados de polarizacidn vertical (¢ = 90°).

* El polo norte de la esfera, representa un estado de polarizacién circular dextrégira,
mientras que el polo sur, representa un estado de polarizacién circular levdgira. En los dos
casos (o = 45°).

* Puntos del hemisferio norte, representan estados de polarizacién eliptica dextrégira.
Mientras que los puntos del hemisferio sur, representan estados de polarizacién eliptica
levégira. Ademds, la mitad del valor de la longitud (2¢) y de la latitud (2w) de cada punto
de la esfera, define el azimut ¢ y la elipticidad o de la correspondiente elipse de polariza-
cién.

* Puntos en el mismo meridiano (¢ = constante), representan estados de polarizacién
tales que sus elipses de polarizacién tienen la misma orientacién. Mientras que puntos en
el mismo paralelo (@ = constante), representan estados de polarizacién tales que sus elip-
ses de polarizacidn tienen la misma elipticidad.

* Puntos de la superficie de la esfera, representan luz totalmente polarizada.

* Puntos interiores de la esfera, representan luz parcialmente polarizada. En este caso
la distancia del punto al centro es:
r = Intensidad parte totalmente polarizada / Intensidad total = G (grado de polarizacién).
* Bl centro de la esfera, representa luz no polarizada, la cual puede interpretarse como
una mezcla incoherente de todos los estados de polarizacién posibles (r = 0 = G).

Cada punto de la esfera de Poincaré viene dado por r y dos coordenadas angulares
esféricas 2¢ y 2w. Por tanto las coordenadas cartesianas X, Y, Z de un punto cualquiera de
la esfera de Poincaré son:

X=rcos2wcos2¢o
Y=rcos2wsen2o
Z=rsen2 o 3)

Las componentes de los vectores de Sokes, pueden expresarse en funcién del azimut @
y la elipticidad ® de la siguiente forma:
S;=83Gcos2wcos2
Sp=SpGcos2mwsen2 ¢
S3=S8yGsen2 w 4
Esto nos permite representar un vector de Stokes, por un punto de la esfera de Poincaré
cuyas coordenadas X, Y, Z son respectivamente S/Sg, S2/Sp, Sa/Sg.

Es conocido el hecho de que los efectos que produce un medio material sobre la polari-
zacién de la luz que interacciona con él, equivale a los que producirfa una determinada
combinacién de polarizadores y retardadores, Jones (1941). Por ello es de especial interés
analizar la accién de dichos medios sobre la esfera de Poincaré.
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Los polarizadores se caracterizan por producir una absorcién o reflexién selectiva de 1a luz
que incide sobre ellos, mientras que los retardadores le producen un determinado retardo Sptico.

Tanto Jos retardadores como los polarizadores (parciales o totales), pueden ser lineales,
circulares o elipticos, segiin el tipo de autoestados de polarizacién que dejen invariantes.

Si consideramos un haz de luz de vector de Stokes S, que incide sobre un medio mate-
rial, el vector de Stokes S del haz emergente viene dado por §” = MS, donde M es la
matriz de Mueller asociada al citado medio material. En la esfera de Poincaré, los estados
de polarizacién de los haces de luz incidente y emergente vienen dados por los puntos, que
representan a sus respectivos vectores de Stokes, cuyas coordenadas se obtienen de (4).

3. RETARDADORES

En este apartado analizamos, desde el punto de vista geométrico, el modo en que los
retardadores transforman la polarizacién de la luz que interacciona con ellos,

En primer lugar consideraremos el caso de retardadores lineales, lo que permite abordar
después el caso de retardadores elipticos y circulares.

Un retardador estd caracterizado por el 4ngulo 6 que forma el eje rdpido del retardador
con el eje OX y el retardo 8.

Para concretar, consideremos el caso particular de un haz de luz linealmente polarizada,
de azimut A respecto del eje de referencia OX, que incide sobre un retardador lineal cuyos
ejes rdpido y lento coinciden con los ejes OX y OY respectivamente (0 = 0).

Si la intensidad de la luz incidente es la unidad, entonces los semiejes de la elipse de
polarizacién del haz de luz emergente serdn a = cos @ y b = sen . Descomponiendo el
campo eléctrico en la direccién de los ejes OX y OY respectivamente, se obtienen las am-
plitudes del haz emergente:

Ax = | cosw cosp + i senwm seno |

Ay =1 coso seng - i senw cosg | s)
Teniendo en cuenta que:

Ax = cosA, Ay = seni 6)
obtenemos:

cos? & =cos? o cos? g + sen? o sen? ¢

sen? A = cos? o sen? ¢ + sen? @ cos? ¢ Q)
y por tanto:

cos 2A = cos 2w cos 2¢ : &)

El valor de la diferencia de fase entre las dos componentes del haz emergente coincide,
en este caso, con el retardo § introducido por el retardador. La relacién entre 3,  y ¢ viene
dada por:

tan & = tan 2w/ sen 2¢ ©

Si representamos en la esfera de Poincaré (Fig. 2) el haz incidente de luz polarizada Li-
nealmente por Py, el vector propio répido del retardador lineal por F, y el haz de luz emer-
gente por P vemos que:

FPp=2%, FA=20 y AP=20

Observando los tridngulos esféricos FAP, FPP y teniendo en cuenta (8) y (9) se de-
duce que:

FP = FPO y PF‘PO =38 (10)
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Es decir, el punto P que representa la luz emergente se puede obtener como una rota-
cién de eje FS y dngulo §, del punto P que representa la luz incidente.

Es de sefialar que FS es el eje que une los puntos que representan los estados de
polarizacién de los vectores propios rdpido y lento del retardador lineal y 3 es el retardo
introducido por el retardador. La rotacién de la esfera es de sentido contrario al de las agu-
jas del reloj para un observador que mira de Fa S, '

Los puntos F y S, diametralmente opuestos, representan estados de polarizacion orto-
gonales entre sf.

Teniendo en cuenta que la especificacién de los ejes OX y OY en el plano perpendicular a
OZ es arbitraria y que todos los puntos del ecuador representan estados de polarizacién lineal,
el resultado anterior es ficilmente generalizable a los casos en que el retardador es eliptico.

Para estudiar el efecto producido
por un retardador (en general elfp-
tico) sobre un haz incidente de luz
polarizada, se produce de la siguiente
forma (Fig. 3):

1. Se marcan en la esfera, tanto el
punto Py que representa la polariza-
cién del haz incidente, como los pun-
tos Fy S que representan los vectores
propios de los del retardador (ejes ra-
pido y lento respectivamente),

2. Se realiza una rotacién de eje
FS y 4ngulo igual al retardo 8 in- x
troducido por el retardador. El sentido
de la rotacién es contrario al de las F
agujas del reloj para un observador
que mira desde Fa S.

(Fig. 3)
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3. El punto P, que corresponde a la posicién que tendrfa Py tras la rotacidn, representa

la polarizacién del haz emergente.
Es importante observar que el proce-
Z dimiento indicado es también aplicable al
A caso en que la luz incidente sea parcial-
mente polarizada, ya que el retardador

N sélo afecta a la parte de luz totalmente po-
larizada, y deja invariante la parte de luz
5 no polarizada. En consecuencia, la rota-

cién afecta tanto a los puntos de la super-
ficie de la esfera como a los interiores.

Un caso de especial interes es el de

- v unretardador circular (rotor), es decir, un
retardador cuyos vectores propios son de
polarizacién circular dextro y levo res-
pectivamente.

Un retardador circular actia, como
indica la Fig. 4, produciendo un giro de
la esfera en torno al eje NS, por lo que

X 5 transforma un vector incidente, en otro
(Fig. 4) con la misma elipticidad y con un
azimut incrementado en 8. :

La accién de un retardador lineal de cuarto de onda (d = p/2), estd representada en la
Fig. 5, donde se indica la transformacién de un estado de polarizacién circular (N = Py) en
otro de polarizacién lineal P,

La transformacién inversa muestra que no todo estado de polarizacién lineal, es
convertido en otro de polarizacién circular.

LaPFig. 6 muestra la accién de un retardador eliptico de media onda (8 = n).

Si se traza el circulo médximo que pasa por el punto de entrada Py y por el de salida P,
entonces la bisectriz del dngulo entre dichos puntos, determina los vectores propios del
retardador.

P

o

(Fig. 6)
(Fig. 5)

14



EL MODELO DE LA ESFERA DE POINCARE: REPRESENTACION DE MEDIOS MATERIALES

La Fig. 7 muestra cémo un retardador lineal de media onda, transforma estados.de po-
larizacién lineal en otros estados de polarizaci6n lineal, lo que equivale a una rotacién del
plano de vibracién del vector campo eléctrico de la luz (rotor transcendente). .

De forma general, si consideramos una sucesién de retardadores, un estado de polariza-
cién incidente evoluciona por medio de la composicién sucesiva de los correspondientes
giros, de forma que la trayectoria en la esfera de Poincaré se realiza manteniendo constante
la distancia r al centro (Fig. 8).

Z Z
‘\ ‘\
l')0
5=n
ol
o Sy m P
P
po § 1
X
X .
(Fig. 7) (Fig. 8)

Puesto que para cualquier combinacién de rotaciones sucesivas, existe una \nica rota-
cidn que produce el mismo efecto, una serie de retardadores equivale a un dnico retardador
en cuanto a sus efectos sobre la polarizacién de la luz.

4. POLARIZADORES

Consideremos en primer lugar un polarizador lineal total. Su vector propio de
polarizacién forma un 4ngulo 8 con el eje OX. Para un haz de luz incidente, de intensidad
unidad, cuya elipse de polarizacién tiene azimut y y semiejes a y b, la intensidad del haz
de luz emergente viene dado por:

I = a2 cos? (8 - y) + b2 sen? (0 - y) ¢8))
Teniendo en cuenta que:

a=Cos 0 y b=sen w (12)
la ecuacion (11) puede escribirse:

I=1/2 +1/2 cos 20 cos 2(y - 8) 13

En la Fig. 9 se representa el vector propio del polarizador lineal (P), el estado de
polarizaci6n del haz incidente (A) con azimut y y elipticidad o.
Del tridngulo esférico NPA se sigue:

cos AP = cos 20 cos 2(y - 0) (14
entonces (13) se puede expresar como:
I=cos?2 AP/2 ’ (15)

15
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Z 2(y-8)
An
A
20
)
20 =~
29 p
X (Fig. 9)

El resultado es vilido incluso cuando el polarizador es elfptico. En este caso el vector
nulo del polarizador se representa por un punto P (26,2¢) que no estd en el ecuador de la
esfera (Fig. 10).
Otra consecuencia importante de la relacién (15) es que, en la esfera de Poincaré, el lu-
gar geométrico de los estados de polarizacién que emergen del polarizador lineal con la
misma intensidad (para un mismo vector incidente), es una circunferencia cuyo centro estd
en el eje que une el centro de la esfera con el punto que representa el vector propio del po-
larizador (Fig. 11).

(Fig. 10)

C

(Fig.11)
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