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correlacionado con la respuesta . Sea éste x;. En la direccidn de este
predictor se realiza el mayor salfo posible hasta que otro predictor,
X», presente una correlacion parecida a la anterior, con los residuos
del modelo anteriormente resultante. En este punto, en lugar de
seguir en la direccion del x,, LARS procede en una direccion equian -
gular entre ambos predictores, hasta que una tercera variable x;entre
en el circulo de los regresores mds correlacionados, en cuyo caso,
LARS busca la direccidon equiangular entre x;,x.xs es decir, la
direccion least angle hasta que una cuarta variable x.entra en el cir-
culo o conjunto de los mads correlacionados. Y asi sucesivamente,
hasta agotar el nimero de regresores disponible.

De esta manera, LARS va construyendo y =X/ en sucesivas
etapas, afadiendo una variable mas cada vez. Y, en consecuencia,
tras k etapas, solo hay k coeficientes de los ,3 distintos de cero en el
modelo.

IX. GRADOS DE LIBERTAD DE LARS Y EL
ESTADISTICO C,

Para determinar el nimero de coeficientes, y por tanto, de varia-
bles a incluir en un modelo, es necesario un criterio de seleccion. En
nuestro caso va a ser del tipo C, de Mallows (1973).

Un modelo bueno deberia predecir bien. Por tanto el error cua-
dratico medio de la prediccidon puede ser un criterio a tener presente
a la hora de juzgar la idoneidad de un modelo.

Tenemos asi el estadistico C,. Este estadistico fue ideado por
Colin Mallows y Cuthbert Daniel en 1973, de forma que tuviera
pequenos valores enteros como resultado.

La definicion original de C, es la siguiente:

RSSP
Cp: =3 +2p—n [10]

siendo RSS, la suma de residuos al cuadrado del modelo con p
regresores; 6C2 el estimador de la varianza del término de error del
modelo completo (el modelo con todos los posibles regresores); p el
nimero de regresores del modelo en consideracion, y n el nimero de
observaciones por predictor.
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Si un modelo predice bien, entonces C, = p. Si un modelo predice
mal, C, serd mucho mayor que p. En definitiva, el modelo a tener en
cuenta es el que tenga un p pequefio, y un valor de p en torno o por
debajo de p.

Vengamos a nuestro caso.

Sea V= jiv}.¥ x.X.,...X_, unconjunto de m predictores,
fijados en sus valores observados. Supondremos que la y es homosce-
dastica y generada por el modelo y ~ | £ yv}.¢7 f}, lo que significa
que los valores de la estan incorrelacionados, con media E(y) y
varianza =,

Efron et al. (2004, p. 423), demuestran que los grados de libertad
(gl) del estimador _f- - _.r'[_L-] , pueden escribirse como

ol =¥ eovi§ o p e [11]
y la férmula del estadistico tipo riesgo Cp pasa a ser
- v— i’
C (¥)=—————-n+2{zl) [12]
' (o3

Si 7"y los gl fueran conocidos, entonces " (V) serfa un estima-
dor insesgado del verdader riesgo.

Tratandose de un estimador lineal " — Ay, los grados de libertad
coinciden con el valor de la traza de la matriz M, por lo que los gra-
dos de libertad coinciden con los de la estimacion por minimos cua-
drados ordinarios, y, a la vez, con la propuesta de Mallows (1973)
sobre C,.

La aplicacion de C, requiere la estimacion previade 1, & y de
los gl. La importante conclusion es que

gl(7)= & [13]

lo que permite escribir

c = WM Lo [14]
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formula que coincide con el estimador C, en la estimacidén mini-
mo cuadrética, sobre la base de k predictores, y con la gran ventaja
de que LARS no necesita de calculos adicionales.

Efron et al. (2004) recalcan que la formula del C, anterior s6lo es
aplicable a LARS, no a Lasso ni a Stagewise, salvo que se cumpla la
condicion de que la matriz M de predictores sea ortogonal (condi-
cion del cono positivo).

X. GRADOS DE LIBERTAD EN LASSO

En la ya mencionada investigacion de Zuo, Hastie y Tibshrani
(2004), no publicada pero disponible en la WEB, se profundiza en
los grados de libertad de este algoritmo, en el sentido de extender y
fundamentar lo que en Efron et al. (2004) se formulaba como una
conjetura. Aqui se muestra que el nimero de coeficientes distintos de
cero es un estimador insesgado de los grados de libertad del procedi-
miento Lasso.

Asi mismo, se pasa revista a otros criterios de seleccion de varia-
bles como son: el C,, ya mencionado, el AIC (Akaike Information
Criterion) y el BIC (Bayesian Information Criterion). La utilizacioén
de estos criterios dentro del algoritmo LARS, proporcionan unos
estadisticos eficientes para la seleccion de modelos. Un resultado
importante en este trabajo, es la propuesta del BIC-Lasso como el
principal criterio de seleccion de variables.

A la luz de esta investigacion, las férmulas para el AIC y el BIC
son las siguientes:

Arcriy =L L= gy [15]
er” "
y L.
e v—1l7 Tog(n) ..
M vy=-— — — [ V)
- HeT 2 T [16]

y como el estimador de los grados de libertad:- x/i ¥}, es el nime-
ro de predictores en el modelo: &, basta con sustituir este valor en las
formulas anteriores para obtener el valor de los respectivos estadisti-
cos.
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Como se recuerda en el trabajo, AIC y BIC poseen diferentes pro-
piedades asintoticas. Si el verdadero modelo de regresion no esta
entre el conjunto de modelos candidatos, el criterio AIC, en el limite,
alcanza el menor error cuadratico medio entre los modelos candida-
tos, y el estimador del AIC converge a la tasa 6ptima en el sentido
del minimax, tanto si el el verdadero modelo esta o no esta entre los
candidatos. Por otro lado, el criterio BIC selecciona el verdadero
modelo de una manera consistente. Si el verdadero modelo esta entre
el conjunto de modelos candidatos, la probabilidad de seleccionar el
verdadero modelo segin BIC se acerca a la unidad al aumentar el
tamafo de la muestra: ;# — .

Desde el punto de vista de la supresion de coeficientes, el AIC-
lasso tiende a incluir mas coeficientes no-cero de los verdaderos,
mientras que el BIC-lasso is méas preciso cuando se trata de estable-
cer el nimero de variables a incluir en el modelo. Zuo et al., (2004),
paginas 17 y 18.

Otro resultado al que se llega en Zuo et al. (2004) es el reconoci-
miento de que el establecimiento de un criterio que combinara las
habilidades del AIC y BIC no es viable. Es decir, un criterio de selec-
cion que sea a la vez consistente y Optimo, cuando el estadistico de
referencia es el error cuadratico medio, no es factible: el criterio de
seleccion tiene que optar entre el dptimo en la prediccion y la con-
sistencia, al elegir el modelo.

XI. LARS EN ACCION

Vamos a presentar de un modo practico el comportamiento de
LARS. Lo haremos utilizando un conjunto de datos famoso por la
alta correlacion presente entre sus variables. Nos referimos a los
datos de Longley.

Una de las razones para considerar estos datos se debe al hecho
de que en una obra reciente de Heiberger y Holland: Statistical
Analysis and Data Display (2004), los datos de Longley son utiliza-
dos para ilustrar el proceso de seleccion de variables en un modelo.
Heiberger y Holland primero realizan una seleccion manual del
modelo, y luego presentan el procedimiento de seleccion automatica
forward, con ayuda de los programas estadisticos S-PLUS y SAS. El
modelo seleccionado automéaticamente no les satisface, y ello les
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sirve de motivo para destacar la superioridad del procedimiento
manual sobre el automatico.

Nosotros utilizamos el paquete LARS, implementado en el pro-
grama estadistico R, para la determinacion del modelo mas apropia-
do a estos datos, que completamos manualmente, para llegar a un
modelo que no coincide con el de Heiberger y Holland, pero que
tiene mayor contenido econdomico que el propuesto por ellos.

XII. LoS DATOS DE LONGLEY

Longley public6 su muestra de datos en 1967. Las variables reco-
gen datos de la economia norteamericana referentes al PIB, al defla-
tor del PIB (1954=100), a la cifra de desempleados, a los trabajado-
res en las Fuerzas Armadas, a la poblacion, a las cifras de personas
empleadas, y al nimero de anos: 1947-1962, un total de 16 afios. El
modelo a estimar relaciona la cifra de personas empleadas con el
resto de las variables.

Para simplificar la presentacion de resultados, renombramos las
variables de la muestra original como sigue:

1. GNP deflator: x.

2. GNP:x.

3. Unemployment: x
4.  Armed.Forces: x.
5. Population: x;

6. Year: x

7. Employed: y.

El modelo lineal con la variable y como respuesta, e incluyendo
todas las variables, el modelo 1, es ahora:

v, B B, Fe, 0 B B R Ta

siendo y, el término de error del modelo.
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El modelo estimado da los resultados siguientes.
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Las estimaciones muestran claramente las consecuencias de la
multicolinealidad presente, enfatizadas por el alto valor del vif:
variance inflation factor, de las variables.

Invocamos LARS, y como resultado obtenemos:

R—nmguarod: 11,995
Sequence ol TAR

x ol owd xe ol =0
var 201 4 6 1

Step L 207 405

Mrves 2

[
3
3
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Esta tabla nos muestra el orden en el que LARS ha incluido las
variables en el modelo lineal. Es decir, el orden en que los coeficien-
tes de las mismas han dejado de valer cero.

La evoluciodn grafica del proceso, viene recogida en la figura I.
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Para mejor interpretar esta figura, conviene recordar que Df:
degrees of freedom, coincide y representa el nimero de etapas.

Veamos los valores de los estadisticos , AIC y BIC:
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Dado que los tres estadisticos coinciden en alcanzar el valor
minimo en la quinta etapa, establezcamos el siguiente modelo de
regresion, incluyendo en €l las cinco primeras variables selecciona-

das por LARS. Es decir:

Y, =B+ B+ o, + fix, + Bix, + B

Es el modelo 2. Al estimarlo por minimos cuadrados ordinarios,

obtenemos:
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Estos resultados muestran que este segundo modelo tampoco es
satisfactorio. Eliminemos la variable xg dado el alto valor de su vif, y
la correlacion negativa perfecta de su coeficiente con el término
constante del modelo, ademas de la alta correlacion con otros coefi-
cientes.

El nuevo modelo, modelo 3, pasa a ser:

M= aHu J'rf| Cap | JH_- Ty | .'erl.- ' :'IIJ"I L, 1M,

Su estimacion presenta el siguiente resultado:
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Aunque los resultados han mejorado, sigue siendo muy alto el vif
de x,. Al eliminarla, tenemos el modelo 4:

¥, =0 B v e b B

Al estimarlo, obtenemos:
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Ahora, los resultados de esta estimacion son aceptables. El Giltimo
paso para la validacion de este modelo, es el analisis de los residuos,
que presentan un comportamiento estadisticamente aceptable: tienen
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distribucion normal son homoscedasticos y estan incorrelacionados.
Por razones de espacio, no se reproducen.

XIII. CONCLUSIONES

El estudio de los datos de Longley ha venido motivado, en parte,
por el reciente analisis de Heiberger y Holland (2004), antes aludido.
Ellos llegan, manualmente, cf. pagina 247, a seleccionar el modelo:

1797221 O005c, OMEx, 1 0956k, B° (L4993
(0E.042) (002)  (0.002)  (0L036)

entre paréntesis, los errores estandar de los coeficientes estima-
dos. Los estadisticos vif para las variables de este modelo son: 3.318,
2.223 y 3.89, respectivamente.

Utilizando el procedimiento automatico forward selection, el
modelo al que Heiberger y Holland llegan, relaciona el nimero de
empleados con el PIB, con el nimero de desempleados, con el
niimero de empleados en las Fuerzas Armadas y con el niimero de
anos, modelo que no agrada a dichos autores por varias razones de
caracter estadistico, y, ademas, por la relacion que este modelo esta-
blece entre el nimero de empleados y el PIB, que es negativa, en
contra de toda logica.

El modelo al que hemos llegado en nuestro estudio, relaciona el
nimero de empleados con el PIB, de una manera positiva, y negati-
vamente con el nimero de desempleados y con los empleados en las
Fuerzas Armadas, algo 16gicamente correcto.

Es decir, nuestro modelo final es:

= 53.30646 +0.04079x,, — 0.00797x,, — 0.00483x, ;R = 0.985
(0.T163)  (0.0022)  (D.0021)  (0.0026)

entre paréntesis, los errores estandar de los coeficientes estimados.
Este modelo final es consecuencia de un proceso automatico, comple-
tado manualmente. Conviene poner de relieve que, de esta manera, la
seleccion del mejor modelo no ha resultado ajena al objetivo de esta-
blecer un modelo, con sentido econdmico, a los datos de Longley.
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Se corrobora as{ una de las conclusiones del debate que se repro-
duce en Efron et al. (2004), y que manifiestan los Autores en su con-
testacion final a los argumentos de los participantes, a saber, que los
procedimientos automaticos permiten una «honesta evaluacion del
error de la estimacion», y son un primer acercamiento y un paso
positivo en la bisqueda de un modelo apropiado, dada la masa
ingente de informacion disponible.
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