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RESUMEN

En este trabajo se constata cémo el fracaso de los cambios curriculares, realizados durante las dltimas
décadas en la Geometria escolar, y el desarrollo de la investigacién en el campo de la Educacién Matemdtica
han llevado a elaborar un nuevo curriculum de Geometria para la ESO. Se incide en una serie de
caracteristicas esenciales que deben estar presentes en el momento de elaborar secuencias de aprendizaje de
contenidos geométricos. Asimismo, presentamos a modo de ejemplo algunas actividades adecuadas para
alumnos de 15-16 afios que pueden constituir una buena muestra de las caracteristicas mencionadas.

ABSTRACT

In this paper we try to prove that the failure of the curriculum changes made during the last decades in
school Geometry and the research in the field of Mathematical Education have led to the ellaboration of a new
curriculum of Geometry for the Secondary Compulsory Education. A number of essential characteristics are
stressed in this paper, the ones we consider must be present when ellaborating of geometrical content learning.
In the same way, we introduce some activities for 15-16 year-old students that can illustrate the above
mentioned characteristics.
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1. ANTECEDENTES

Comenzaremos haciendo una breve resefia histérica sobre la ensefianza de la
Geometria con el objetivo de destacar la diferencia entre los nuevos planteamientos
did4cticos que aparecen en el curriculum de Geometria correspondiente a la Ensefianza
Secundaria Obligatoria (ESO), respecto de los que aparecian en los curricula anteriores.

Como es bien sabido, la escuela tradicional relegé la Geometria a los aspectos
métricos (aritmetizacién) y a una introduccién a la Trigonometria, caracterizdndose por una
fuerte tendencia a la resolucién automdtica de problemas. Los intentos de introducir alguna
axiomatica fracasaron al no ser comprendido el sentido de ésta por parte de los alumnos que,
en el mejor de los casos, se limitaban a memorizar axiomas y propiedades. En el aspecto
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.algebraico se puso el énfasis en la resolucién de ecuaciones y sistemas, relegando a un
segundo plano su interés geométrico.

Los cambios importantes de finales del siglo XIX y principios del XX que llevaron
al formalismo matemadtico propiciaron en muchos miembros de la comunidad matemadtica la
idea de que aquello que habia clarificado los problemas de fundamentos debia introducirse en
las Matemadticas escolares, con lo que se conseguiria el deseable acercamiento de la
Matematica Universitaria a la Ensefianza Media.

Asi, en el afio 1959, se celebr6 el conocido Coloquio de Royaumont, convocado por
la Organizacién Europea de Cooperacién Econémica (OECE) con el objeto de promover una
reforma de los contenidos y de los métodos de ensefianza de las Matemadticas. Finalizado
dicho coloquio, la OECE convocé a unos expertos que elaboraron el denominado Programa
Moderno de Matemdticas para la Ensefianza Secundaria, manifiesto ideolégico de los
defensores del movimiento de la Matemdtica Moderna, guiados por el lema atribuido a J.
Dieudonné de Abajo Euclides, que proponia la inclusién de la Teoria de Conjuntos y el
Algebra en la ensefianza elemental, en detrimento de la Geometria Axiomitica (Euclidea)
que hasta e] momento representaba una gran parte de la Matematica Elemental.

Las estructuras algebraicas, las transformaciones isoméricas y las relaciones de
equivalencia, que constituian el lenguaje y los métodos de la Matemdtica actual ocuparon un
lugar en la Matemadtica de la Secundaria (Papy, 1966). Debe sefialarse que el propio
Dieudonné se pronuncié a favor de los cursos de Geometria Intuitiva "con tal de que no se
ponga el énfasis en juguetes artificiales como tridngulos, sino en nociones bdsicas como la
Geometria de las transformaciones", propugnada por F. Klein en su programa de Erlangen
de 1872. Para los seguidores de la Matemdtica Moderna, ¢l lenguaje matemaético, las
notaciones y el formalismo debian ser introducidos 1o mas pronto posible.

Para Nurzia (1986), Dieudonné, de una parte, no comparte la idea de una estrecha
conexién entre las teorias matemadticas y la realidad; y de otra, identifica la Geometria
Euclidiana con el Algebra Lineal.

Para el gran educador matemético H. Freudenthal (1973), el factor determinante para
que se produjera el declinar de la Geometria en la enseifianza de las Matemadticas seria el
haber descuidado los lazos de 1a Geometria con la realidad. Y afiade:

"La estructura deductiva de la Geometria tradicional no ha constituido nunca un éxito
did4ctico convincente. La gente hoy piensa que la Geometria fall6 porque no era lo
suficientemente deductiva; en mi parecer, fallé porque no podia ser reinventada por el estudiante,
sino s6lo impuesta”.

Freudenthal (1973) critica tanto la inclusién de la Geometria en el Algebra Lineal
como su presentaciéon como un rigido esquema axiomdtico, dado que tales formas de
ensefianza sélo pueden sofocar la Geometria, mientras que una didéctica satisfactoria
permitiria

"ensefiar a organizar un contenido, y lo que es organizacién; ensefiar a conceptualizar, y
lo que es un concepto; ensefiar a deducir, y lo que es una deduccién; ensefiar a definir, y lo que es
una definicién; distinguir por qué algunas organizaciones, deducciones, definiciones, son
mejores que otras".
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En nuestro pais, la Ley General de Educacién de 1971, presenté unos programas de
Matematicas en los que se incluian los distintos aspectos propios de aquella Matemadtica
Moderna que ya habia sido eliminada en algunos paises europeos, dado el fracaso que su
implantacién en los mismos habia provocado.

En palabras de Miguel de Guzmdn (1983), la Matemdtica Bésica de dichos programas
estaba constituida por

"unos cuantos acertijos aislados cuya relacién con la Matemaética tal vez consista para los
nifios en que se pueden expresar con unas palabras méigicas que ademés tienen su traduccitn
cabalistica en simbolos misteriosos".

En cuanto a la Geometria, las rectas representan conjuntos de puntos, los tridngulos
son intersecciones de tres semiplanos, se habla de isomorfismos entre dngulos y arcos y se
definen los segmentos como clases de equivalencia, etc. Ello motivé que A.Z. Krygowska
manifestara en la XX VIII reunién de la Comisi6n Internacional para el Estudio y Mejora de
la Enseiianza de las Matemdticas (CIEAEM) de 1976 que "la desaparicion de la Geometria de
Euclides, en su forma cldsica, ha eliminado de los programas la mayor parte de los
problemas interesantes”, indicando que “se echa en falta la Geometria que daba la
oportunidad de hacer una verdadera investigacion, desarrollar estrategias y métodos
diferentes”.

De hecho, el papel fundamental que debe jugar la Geometria en la ensefianza de las
Matemiticas ha sido evidenciado por un buen niimero de prestigiosos especialistas. Asi, R.
Thom (1973) considera que en el 4mbito de la ensefianza de las Matematicas, la Geometria
representa una fase esencial que no puede ser suprimida sin riesgo de comprometer el
aprendizaje de la materia completa. Esto deriva principalmente de dos consideraciones:

a) El continuo geométrico representa una nocién primordial que no puede derivarse
de otras nociones.

b) El lenguaje geométrico desempeiia una funcién intermedia entre la del lenguaje
ordinario y la del lenguaje matemético formalizado en el dambito de la elaboracién
conceptual (simulacién) de los procesos del mundo externo.

En relacién con la Geometria Euclidiana, el mismo autor, en (1971), indica que ésta
representa una fase insustituible en el desarrollo de la racionalidad humana, puesto que
constituye un paso obligado en el proceso que, del lenguaje ordinario, conduce al
formalismo matematico en el que

"cada objeto estd reducido a un simbolo y el grupo de las equivalencias estd reducido a la
identidad del simbolo escrito con el simbolo mismo. Desde este punto de vista, el estadio del
pensamiento geométrico puede ser un estadio imposible de omitir en el desarrollo de la actividad
racional del hombre".

Mis adelante, en nuestro pafs, las directrices del MEC dieron lugar a los Programas
Renovados de la Educacién General Basica, promulgados en 1982, que intentaban corregir
timidamente algunos de los errores que aparecian en los programas anteriores. Asi, se
reducian contenidos de la Teoria de Conjuntos y reaparecian contenidos geométricos, si bien
no planteaban elementos realmente renovadores.
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Aln con la implantacién parcial de esta reforma, los contenidos de Geometria
continuaron (y en muchos casos atin siguen) siendo postergados por los profesores de EGB,
limitandose éstos en muchos casos a promover, de forma casi exclusiva, la memorizacién
de férmulas para el célculo de dreas y volimenes de algunas figuras, que los alumnos no
tardan en olvidar. Ello contrasta con el estudio eminentemente analitico que se realiza en el
BUP de elementos geométricos que los alumnos ni siquiera conocen desde un punto de vista
intuitivo.

Desde principios de la década de los 80, con la creacién de Sociedades de Profesores,
celebracién de Congresos, Simposios, etc. sobre Diddctica de las Matematicas, muchos
profesores de Matemiticas de todos los niveles empiezan a tomar en consideracién la
necesidad de modificar no sélo los contenidos, sino también los métodos de ensefianza de las
Matematicas y, por ende, de la Geometria a la que destacados didactas no dudan en atribuir
un valor altamente formativo.

Asi, Krygowska (1980) indica que la Geometria introduce al alumno en un campo
muy extenso de nuevas ideas, le libera la imaginacién y la intuicién y le abre nuevas
perspectivas. La Topologia y las Transformaciones revitalizan el papel de la Geometria en
la educacién. ‘

La moderna ensefianza de las Matemadticas no debe eliminar la Geometria puesto que
los nuevos puntos de vista la hacen més rica que antes. Aclara, al igual que en su momento
lo hiciera Dieudonné, que el grito Abajo Euclides, pronunciado por éste en el citado
Congreso de Royaumont, persegufa no la eliminacién de la Geometria Euclidea, sino la
forma anticuada de enseifiarla (tradicional desde Euclides), que ya no tiene vigencia.

Como matemadtica, dicha autora da una respuesta negativa a la pregunta sobre si tiene
sentido hoy dia considerar una parte independiente de la Matematica que se llama
Geometria,sin embargo, a la pregunta sobre si debemos ensefiar Geometrfa responde
categdricamente que si. -

Por su parte, Lluis (1982), del Instituto de Matematicas de la UNA de México,
considera la Geometrfa como la disciplina més adecuada para desarrollar la capacidad de
razonamiento del alumno y despertar su interés por las Matemadticas en todos los niveles.
Asi, en el nivel més elemental, las simples figuras geométricas ya inspiran en él un
agradable sentido de estética, de simetria, de regularidad y de belleza. En los siguientes
niveles, cuando el alumno ya es capaz de realizar razonamientos 16gicos, la Geometria le
permite aclarar perfectamente el significado de una demostracién matemadtica, al poder
analizar paso a paso los razonamientos seguidos. Mds adelante, los problemas que se
plantean en Geometria proporcionan el mejor medio para que el alumno perfeccione sus
facultades de investigador, es decir, que intuya resultados adn desconocidos para él y los
demuestra con todo rigor.

Aifiade este autor que

"estas excepcionales cualidades de la Geometria se deben esencialmente a la imagen que
nos formamos de los conceptos geométricos, los cuales son una excelente guia, tanto de la forma
de intuir una propiedad, como de la demostracién de la misma". .

Concluye con la conocida frase de Atiyah, pronunciada en el III ICME de 1976,
celebrado en Karlsruhe:
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"Que en todos los niveles se utilice el pensamiento geométrico tan ampliamente como sea
posible".

Laura Nurzia (1986) de la Universidad de Roma, recoge las opiniones expresadas por
Atiyah en el citado Congreso. Para éste, la Geometria estd presente como nunca en la
Matemdtica de este siglo, puesto que muchos de los actuales problemas matematicos son de
naturaleza esencialmente geométrica porque derivan del estudio de problemas de mayores
dimensiones que tienen un origen en el estudio de la Fisica. La Geometria no representa
s6lo una rama de la Matemadtica, sino que es, por encima de todo un modo de pensar,
presente en todos los sectores de ésta. Insiste Atiyah en la importancia de devolver a la
Geometria el papel que le corresponde en la enseiianza, puesto que "la intuicién geométrica
permanece como el canal mds poderoso para la comprension matemdtica”.

En uno de los Simposios a que hemos hecho referencia anteriormente, celebrado en
Madrid en 1984 y titulado La ensefianza de la Matemdtica a debate (véase MEC (1985)), el
prestigioso matemdtico L.A. Santalé, en una: ponencia titulada La Ensefianza de la
Geometria en el Ciclo Secundario (Alumnos de 12 a 16 afios de edad) sefiala que en lo que al
ciclo 12-16 se refiere, la Geometria debe seguir resultando dtil para todos los alumnos,
tanto en su aspecto formativo como en el informativo, para lo que se precisa revisar
periédicamente los contenidos, adaptdndolos a las necesidades de la sociedad. Santalé
propone una serie de postulados fundamentales que deben presidir los contenidos de
Geometria en la Ensefianza Media, con los cuales nos identificamos.

La Geometria debe ser una ayuda para comprender el mundo exterior.

La presentacion axiomdtica de la Geometria no es posible en la Ensefianza Media.
Hay que educar en la solucion de problemas geométricos.

El aprendizaje muchas veces no es lineal, sino que opera a saltos.

Vincular la Geometria con la Aritmética y el Algebra.

No olvidar la Geometria del Espacio.

Aprovechar todos los conocimientos de los alumnos.

N AWN~

De las consideraciones expuestas, se deduce la gran importancia que la Geometria y,
en especial, el pensamiento geométrico, debe jugar en los niveles de la ensefianza
obligatoria. Sin embargo, el debate sobre su didéctica continia abierto.

2. LA INVESTIGACION EN DIDACTICA DE LA GEOMETRIA

Podemos considerar que la tendencia actual de los investigadores y didactas de las
Matemdticas a nivel mundial es la de coordinar los esfuerzos hacia la elaboracién de los
curricula de Matemadticas en la Ensefianza Obligatoria. Asi, se han fomentado y realizado
encuentros entre profesores e investigadores de distintos paises, fruto de los cuales han
surgido diferentes documentos ttiles para el desarrollo de las Matemdticas de los 90: Debate
de Kuwait (Howson-Wilson, 1987); Simposio de Valencia (Alonso y otros, 1987);
Estdndares Curriculares y de Evaluacién para la Educacién Matemdtica (NCTM, 1991c) y en
todos ellos la Geometria ocupa un papel esencial:

"El estudio de la geometria ayuda a que el estudiante represente y le dé sentido al mundo.
Los modelos geométricos proporcionan un punto de vista a partir del cual pueden los estudiantes
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analizar y resolver problemas, y las interpretaciones geométricas pueden contribuir a que se
entienda mejor una representacién abstracta (simbélica)" (NCTM, 1991c).

En el campo de investigacién de Didéctica de la Geometria, el modelo de
razonamiento geométrico de van Hiele ha representado durante los dltimos quince afios -y
" puede seguir haciéndolo- una teoria \til para, por un lado, interpretar las dificultades que
poseen los alumnos cuando aprenden los conceptos geométricos y por otro, utilizarse como
gufa para la elaboracién de disefios instruccionales de Geometria en la Secundaria
Obligatoria. Como es sabido, dicha teoria plantea un modelo educativo para interpretar los
diferentes tipos de pensamiento que van alcanzando los alumnos a medida que se desarrolla
el proceso de aprendizaje, de modo que el nifio se mueve secuencialmente desde el nivel
inicial o basico, donde el espacio es simplemente observado y las propiedades de las figuras
no se reconocen explicitamente, hasta el dltimo nivel relativo a la deduccién de aspectos
formales y abstractos de la Geometria. Los niveles se denominan "visualizacién",

"on

"andlisis", "deduccién informal", "deduccidn formal” y "rigor”.
y ng

Una de las caracteristicas mds importantes de la teoria de los van Hiele es su aspecto
instructivo, en el sentido de que para aquellos alumnos alcancen los diferentes niveles
propuestos, se requiere que éstos superen una serie de fases de aprendizaje (pregunta-
informacién, orientacién dirigida, explicacién o explicitacién, orientacién libre e
integracién) lo que supone una diferencia importante con otras teorias del desarrollo y que
sugiere a su vez una guia util para la construccién de unidades did4cticas de Geometria. En
(Jaime y Gutiérrez, 1990) aparece una descripcién detallada del modelo asi como algunos
ejemplos.

Las investigaciones sobre la teorfa de los van Hiele son relativamente recientes; pese
a que el primer esbozo del modelo data de 1957, no es hasta los afios 70 que comienza su
difusién en el mundo occidental (véase Wirzsup, 1976), aunque ya en la Uni6n Soviética
hubiese sido tomado como base para el disefio del nuevo curriculum de Matematicas
implantado en la década de los 60. En USA, durante los primeros afios de la década de los
80, se desarrollaron tres proyectos de investigacién que han difundido el modelo a nivel
internacional (véase Usiskin, 1982; Fuys y otros, 1988; Burger y otros, 1990).

La importancia de estas investigaciones queda implicitamente reflejada en (NCTM,
1991c¢):

"Hay evidencia de que el desarrollo de ideas geométricas crece en progresién a través de
toda una jerarquia de niveles. Los estudiantes aprenden primero a reconocer formas enteras y
después a analizar las propiedades mds caracteristicas de una figura. M4s tarde llegan a ver las
relaciones entre figuras y elaborar deducciones simples. El proceso de ensefianza-aprendizaje ha
de considerar dicha jerarqufa ya que, aunque pueda darse un aprendizaje en varios niveles de forma
simulténea, el aprendizaje de conceptos y estrategias méds complejas requiere que las destrezas
bésicas estén firmemente aceptadas”,

sugiriéndose en las consideraciones sobre el estdndar 12 para 5-8 (alumnos de 11-14 afios
aproximadamente) que

"Los estudiantes descubren relaciones y adquieren un sentido espacial al construir, dibujar,
medir, visualizar, comparar, transformar y clasificar figuras geométricas. La discusién de ideas,
formulacién de conjeturas y comprobacién de hipGtesis son previas a la adquisicién de
enunciados precisos méas formales. Durante este proceso, adquieren sentido las definiciones, se
entienden las relaciones entre figuras y los alumnos se preparan a utilizar estas ideas para
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desarrollar argumentos informales. La exploracién informal de la Geometria puede resultar
apasionante y mateméticamente productiva para los estudiantes de ciclo medio. A este nivel, la
Geometria debe centrarse en la investigacién y utilizacién de ideas y relaciones geométricas en
lugar de en la memorizacién de definiciones y férmulas” (NCTM, 1991¢),

lo que supone un trabajo, por parte de los alumnos dentro de los tres primeros niveles del
pensamiento geométrico, que a lo sumo supondria un trabajo en el cuarto nivel para
alumnos de 15-18 afios como se desprende de los siguientes parrafos:

"la geometria sintética en la ensefianza secundaria no debe centrarse exclusivamente en el
razonamiento y en la demostracién deductiva. La misma importancia tienen el desarrollo
continuado de las habilidades de percepcién espacial de los estudiantes, la representacién
pictérica y la aplicacién de ideas geométricas para describir y responder a cuestiones sobre
fen6menos naturales, fisicos y sociales”...

“Al considerarlos como conjunto, los dos estdndares sobre Geometria (estandar 7: La
Geometria desde una perspectiva sintética y el estdndar 8. La Geometria desde una
perspectiva algebraica) abogan por un enfoque mds ecléctico de la materia, un enfoque
basado en exploraciones informales y en secuencias axiomdticas cortas. El estudio de la
Geometria debe equipar a los estudiantes con la capacidad para reconocer y aplicar de manera
eficaz los conceptos geométricos y los métodos (sintético, analitico, de transformacion,
vectorial) mds adecuados a una situacion de problemas en particular” (NCTM, 1991c).

Con todas estas consideraciones, algunos de los trabajos posteriores elaborados como
complemento para los estdndares curriculares, se han realizado teniendo como soporte
tedrico diferentes investigaciones sobre los niveles de van Hiele (véase NCTM, 1991a,
1991b).

De la misma manera, en nuestro pafs, la teoria de los van Hiele, deberia representar
en estos momentos una guia itil para la implantacién del curriculum de Geometria en la
Secundaria Obligatoria. En (Gutiérrez, 1991; Jaime, 1994), se hacen serios esfuerzos para
que el modelo sea tenido en cuenta a la hora de establecer disefios instruccionales de
conceptos geométricos para la Secundaria Obligatoria.

3. CONSIDERACIONES DIDACTICAS

Los nuevos planteamientos que se proponen con la Ley de Ordenacién General del
‘Sistema Educativo (LOGSE) intentan recoger en gran parte las aportaciones y experiencias
de otros paises a las que nos referiamos anteriormente, lo que supone un paso adelante en la
recuperacién no sélo de la ensefianza de la Geometria Elemental, sino una metodologia de
trabajo activo como parte importante del curriculum de la Ensefianza Secundaria
Obligatoria. No en vano, dos de los cinco bloques que contempla el Disefio Curricular Base
para esta etapa educativa estdn dedicados a la Geometria:

- Bloque II: Medida, estimacién y célculo de magnitudes.
- Bloque III: Representacién y organizacién del espacio.

El andlisis de los contenidos de ambos bloques (MEC, 1992), apoyado en las
sugerencias propuestas por el modelo de van Hiele como marco tedrico que interpreta la
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evolucién del razonamiento geométrico de los alumnos, nos ha llevado a destacar -entre
otras- las siguientes caracteristicas del curriculum de Geometria en la ESO, que serdn de
utilidad en €l momento de desarrollar unidades did4cticas para los alumnos de 12-16 afios.

Tratamiento més intuitivo que analitico de los conceptos geométricos.
- Integracién de los conceptos geométricos planos y espaciales.

- Reconocimiento de los aspectos lddicos de la Geometria.

- Uso de la historia en la ensefianza de las Matematicas.

- La memorizacién de férmulas no constituye un objetivo a cubrir.

- Conexi6n de la Geometria con la naturaleza, arte y técnica.

En los dltimos afios han surgido en nuestro pais numerosas publicaciones ttiles para
el desarrollo del curriculum de Geometria. Conviene indicar que en (MEC, 1992) aparecen
un gran nimero de referencias que pueden ser ttiles a la hora de trabajar con los alumnos en
el aula. Pensamos que para la elaboracién de las actividades, seria interesante que el
profesorado de Secundaria tuviera en cuenta las consideraciones anteriormente citadas.

Presentamos seguidamente una secuencia de actividades que hemos adaptado con el
objetivo de ejemplificar algunas de las caracteristicas didécticas expuestas.

A) ACTIVIDAD 1: Las teselaciones en el plano
Introducciéon

La actividad propuesta pone de manifiesto la indiscutible relacién entre Geometria y
Arte. Recuérdese la famosa frase: "Con sélo Geometria no seria posible el Arte, pero sin
ella tampoco”.

Se toma como elemento motivador los disefios formados por combinaciones de
figuras que permiten teselar el plano. Estos disefios han sido utilizados a lo largo de la
historia por muchas civilizaciones: egipcia, isldmica, griega y china, entre otras.

La secuencia de actividades se plantea en términos de investigaci6n a realizar por los
alumnos y pretende que éstos adquieran un conocimiento mds amplio de las propiedades de
los poligonos descubriendo cudles de ellos permiten generar mosaicos y cudles no y el
porqué de este hecho. Asimismo, se trabajan los aspectos mds intuitivos de las
transformaciones geométricas planas.

1. Se presentan a los alumnos varios ejemplos de decorados a base de mosaicos,
realizados por civilizaciones antiguas, prestando especial atencién a los que aparecen en la
Alhambra de Granada (véase Pérez, 1993), y se les pide que los observen cuidadosamente,
comentando en grupo lo que haya llamado su atencién.

Posteriormente se introduce el término mosaico, embaldosado o teselacién y se les
pide que realicen bocetos de mosaicos que descubran en edificios, cerdmicas, libros de arte,
etc.

2. Los alumnos deben descubrir por via inductiva la férmula que da la amplitud del
angulo interior de un poligono regular. Una vez obtenida la expresién general o(n) = (1-2/n)
180°, pensamos que tiene gran interés realizar su representacién grafica, promoviendo una
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discusién sobre si tiene o no sentido unir mediante un trazo continuo los puntos de la
gréfica, asi como cudl seré la evolucién de a(n) a medida que n aumenta.

3. Utilizando plantillas de diversos poligonos regulares con el mismo lado, se
propone encontrar todos los mosaicos regulares posibles. ;Por qué hay sélo tres? Indicar
para cada uno de ellos el simbolo de Schlifi. ;Cudl es la definicién de mosaico regular?
(Por qué las abejas realizan sus celdas en forma de hexdgono regular?

4. Con el mismo material, encontrar los ocho mosaicos semirregulares. Escribir el
simbolo de Schlifi para cada uno de ellos. Definir mosaico semirregular.

5. Encontrar otros poligonos (no regulares) que teselen el plano. ;Qué cabe decir de
los cuadrildteros convexos? ;Y de los céncavos? Construir mosaicos de cuadrildteros en
papel punteado de malla cuadrada. ;Qué ocurre con los tridngulos? ;Existen pentdgonos que
permitan hacer embaldosados? ;Qué ocurre con los poliminos?

6. Se presentan a los alumnos diversos mosaicos "tipo Escher" para que comenten
sus caracteristicas. Una vez que se les muestra la forma de generarlos (sistema modular)
mediante las transformaciones de traslacién paralela, giro a partir de un lado y giro a partir
de un vértice (véase Salguero, 1994) se les pide que realicen mosaicos de este tipo. Puede
usarse o no papel punteado.

7. Generar mosaicos mediante la superposicién de dos transparencias en las que
aparecen dos tramas iguales de hexdgonos, cuadrilateros, lineas quebradas, etc. Prestar
atencién al efecto visual (transformacién por continuidad) que se consigue al mover una de
ellas, permaneciendo fija la otra.

B) ACTIVIDAD 2: La seccién aurea
Introduccion

El alemdn Zeysing, alrededor de 1895, enunci6 su Ley de las Proporciones
(Proportional Gesetz), segin la cual "para que un todo, dividido en partes desiguales, parezca
hermoso desde el punto de vista de la forma, debe haber entre la parte menor y la mayor la
misma razon que la existente entre la mayor y el todo”. Declara que se cumple en las
proporciones del cuerpo humano, en las especies animales que se distinguen por la elegancia
de sus formas, en ciertos templos griegos, en arquitectura, en Botdnica y hasta en Musica.
(Véase Ghyka, 1983).

Dada la importancia que se concede a la proporcionalidad en la ESO, pensamos que la
Seccién Aurea proporciona un sugerente centro de interés desde el que abordar la presencia de
las Matemdticas en la naturaleza.

1. Una vez que los alumnos han visto el video titulado Donald en el Pais de las
Matemadticas, de 25 minutos de duraci6n, podemos utilizar éste como punto de partida para
promover una investigacién por equipos, utilizando la bibliografia disponible.

Algunas preguntas que suelen surgir de los alumnos (véase Rio, 1988) que pueden
servir para dicha investigaci6n, son:
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;Como surgié el rectdngulo dureo? ;Qué significé el pentagrama y el rectdngulo
dureo para los antiguos? ;C6omo surge la espiral a partir de los rectdngulos dureos? ;Cémo
se pueden construir rectdngulos dureos a partir del pentagrama?, etc.

2. Buscar el rectdngulo dureo en objetos comunes, tales como cubiertas de libros,
tarjetas de crédito, marcos de cuadros, etc.

3. Observar el Canon de Leonardo da Vinci y, a partir de él, comprobar las
proporciones en los cuerpos de los compaiieros. Buscar otras razones dureas en el cuerpo
humano (manos, rostro, etc.).

4. Encontrar la sucesién que resulta del "problema de la reproduccion de los conejos”
(Fibonacci). ;Qué relacién guarda esta sucesién con el nimero de oro? Idem con la
reproduccidn de las abejas. (Véase Ruiz, 1984 y 1986).

C) ACTIVIDAD 3: Independencia de los conceptos de area y perimetro de
las figuras planas

Introduccion

Como es sabido, los alumnos de Secundaria confunden muy a menudo los conceptos
de drea y perimetro (NCTM, 1981; Camacho, M. 1985) lo que se debe principalmente,
como sefiala Castelnuovo (1975), al hecho de que la atencién del alumno ante una figura se
fija en el contorno y no sobre el interior.

La secuencia de actividades que sigue pretende lograr que los alumnos relacionen y
disocien ambos conceptos mediante un trabajo de investigacién en clase que requiere la
utilizacién de material (pentaminos, geoplano, papel punteado, dispositivos méviles, y
otros), y que desde el punto de vista diddctico permite tratar conjuntamente ambos conceptos
(véase Camacho y otros, 1986).

1. Tomar los doce pentaminos e indicar para cada uno de ellos su drea y su
perimetro. ;Son todos los pentaminos figuras equivalentes? ;E isoperimétricas?.

2. Tomar solamente cuatro pentaminos y, sobre una cuadricula representar todos los
rectangulos posibles. ;Cudntos hay? Calcular el drea y el perimetro de cada uno. Hacer lo
é
mismo con dos, tres y cinco pentaminos.

3. Construir en el geoplano poligonos que tengan 10 u? de 4rea. ;Son isoperimé-
tricos?

4. Calcular el 4drea de diferentes poligonos (convexos y céncavos) construidos en el
papel punteado, indicando cudles son equivalentes y cudles isoperimétricos.

5. {Co6mo podria calcularse el drea de una serie de rectdngulos construidos en el
papel punteado sin tener que contar todos los cuadrados que los componen? Escribir una
férmula general que permita calcular el 4rea de cualquier rectangulo.

6. Tomar una cuerda de 32 cm. de longitud con sus extremos unidos y formar un
rectingulo sosteniéndola entre el pulgar y el indice de las dos manos. Al separar o unir los



EL CURRICULUM DE GEOMETRIA EN LA ENSENANZA SECUNDARIA OBLIGATORIA 93

dedos a la vez que se formardn diferentes rectdngulos. ;Son isoperimétricos? ;Son
equivalentes? ;Por qué?

7. Construir en cartulina diferentes rectingulos de perimetro 36 cm. y recortarlos
disponiéndolos como las hojas de una libreta, sobre un folio. Si se unen los vértices libres
de los rectdngulos, ;qué linea se obtiene? Construir una tabla con los valores del largo (x),
el ancho (y) y el semiperimetro (p). de los rectadngulos recortados. ;Qué relacién existe entre
X, y, p?. Escribirla. Representar la relacién sobre unos ejes coordenados. ;Qué se observa?

8. Construir con cartulina diferentes rectdngulos que tengan de drea 36 cm2. ;Son
isoperimétricos? ;Son equivalentes? ;Cudl es el que tiene menor perimetro? ;Por qué?
Disponiendo los rectdngulos sobre un folio, como las hojas de una libreta, y uniendo los
vértices libres con un ldpiz, ;qué linea se obtiene? Construir una tabla con los valores del
largo (x), y el ancho (y) y el drea (A). de los rectdngulos recortados ;Qué relacién existe
entre x, y, A?. Escribirla. Representar la relacién sobre unos ejes coordenados. ;Hay una
férmula general que corresponda a una hipérbola cualquiera?

9. Construir en el geoplano diversos tridngulos acutdngulos y rectdngulos con un
lado (base) horizontal. Comparar el drea de cada uno con la del rectdngulo de igual base y
altura. Repetir lo mismo con tridngulos obtusdngulos. Escribir una férmula general para
cualquier tridngulo.

10. Se presenta al alumno el dispositivo mévil sugerido en Castelnuovo (1975, 195)
y se pregunta:

{Qué tienen en comiin todos los tridngulos que pueden formarse al deslizar la anilla a
lo largo de la varilla horizontal? ;Son equivalentes? ;Por qué? ;Son isoperimétricos? ;Por
qué? ;Cudl es el que tiene menor perimetro? Escribir las conclusiones obtenidas.

11. ;Cémo habria que modificar el dispositivo anterior para vnsuahzar paralelo-
gramos equivalentes? ;Y para visualizar trapecios equnvalentes"

12. Construir la elipse por el método del jardinero. Si ralentizamos la construccién:
de la figura, van apareciendo muchos tridngulos. ;Qué le ocurre a sus dreas? ;Qué tridngulo
es el de drea mdxima? ;Cudl es el de drea minima? ;Qué le ocurre a sus perimetros?

4. CONSIDERACIONES FINALES

Tal como hemos procurado reflejar a lo largo de este articulo, la evolucién del
curriculum de Matemiéticas para la Educacién Secundaria ha llevado consigo una
revalorizaci6én de 1a Geometria como parte esencial del mismo.

Abhora bien, la ensefianza de la Geometria en este nivel educativo no debe basarse en
la utilizaci6én exclusiva de la axiomdtica euclidiana ni en planteamientos que pongan de
relieve los aspectos puramente algebraicos, sino que debe estar guiada por un conjunto de
caracteristicas que hemos considerado en el apartado anterior y que se fundamenta, tanto en
los trabajos de investigacién en este campo de la Educacién Matemdtica, como en las
recomendaciones hechas por los distintos grupos y organizaciones de profesionales de la
ensefianza de Las Matemadticas.
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Pensamos que es importante que el profesorado de Secundaria tome conciencia de la
necesidad de plantear la ensefianza de la Geometria en términos de investigacién por parte de
los alumnos de las cuestiones planteadas; s6lo asi se conseguird que el aprendizaje resulte
verdaderamente significativo. Las actividades mostradas en este articulo pueden ser un
ejemplo del tipo de trabajo que proponemos.
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