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UNA PROPIEDAD DE LOS PLANOS ISOCLINOS DE ]R4

W. Reyes
Instituto Profesional de Chillan (Chile)

En el presente trabajo establecemos una isometria entre los planos

iséclinos con un plano fijo y la esfera Sz.

1. Considérese Ra referido a su base candnica {e1,e2,e3,e4} y

dotado de la orientacidn €123, 8 A€y REzRE, -

4 4
Al plano P=[u,v] engendrado por u= i§1 uje, Yy V= i§1 vie;
asociamos el bivector
wp = UAV = iZ‘ aijeij y eij =e.n ej , aij = uivj— Ujvi R
J .
mientras al complemento ortogonal PL de P asociamos
X, - - * -
wp TwpL T L oa;i¥eis e nYe s = eqng,
i<j
La identidad
wy = = {0 —*w)+l(w + *wg )
P~ 2P P 2 P P
permite identificar la grassmanniana Gg de los 2-planos de Ra con

un producto de esferas SE xSE .

4

2. Dos planos P , Q@ de Gz determinan dos angulos a4y, @, por

medio de las fdrmulas

Wy y WA M<Wp 5 ¥W >
cos(a1-a2) ot P’ q ’
llwp Il llwgl
LW y W= <Wp y *¥WA>
cos(a1+a2) S w— ¥ .
o 1 Tog |

Py Q se dicen iséclinos si a 6 si ay= -0, . Es decir,si

17 %
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g | g 1= <atp g+ *0g> 5 0 81 [l | o= < - 7> -

Por ejemplo, son iséclinos 0= [e1,ez] y O = [ej,eal con

con a, =a, = % (véase [G.W]).

3. Gracias al anterior criterio se demuestra que:
(i) Los planos de ecuacién
a -b
(xgy%,) = (x75%) b
a

conjuntamente con el plano 0 son iséclinos entre si y constituyen una

subvariedad F de Ga .
+ 2

(ii) Los planos de ecuacién

a b
(gaxy) = Oxgaxg) (
b -a

conjuntamente con el plano 0 son isdclinos entre si y constituyen una
4
2

subvariedad F_ de G
(iii) F NF_= {o,0%} .
(Ver [W1]).

4. Razonamos scbre F+ ya que para F_ valen resultados analogos

que se obtienen con s6lo hacer las modificaciones obvias.

, : a -b a' -b'
Sean P y P' dos puntos de F_ de matrices (b 7 a) y (b' a')
y sea a el angulo comin. La férmula 2 permite calcular:
2 2
-n! ~h!
(1) sinlq = (aza % + (b g ) 5 3
(1+a”+b") (1+a' “+b' ")

para P y P' infinitamente prdximos esta fdérmula da la distancia rie-

r cos &)
r sin &
La cual no es otra que la métrica de WOngl[wzllde Gg :

manniana:

2 _ _da’+db?  _ drler’ds’ ,<
(1+az+b2)2 (1+r2)2

a

(ii) ds
b

2

(iii)  ds? = Te(rexB0Tax(+t0 et L, x = (2 79

a
b a
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Al planc P de F+ corresponde segin 1.
. 2 .2
(iv) wp = (1,b,a,-a,b,a"+b") .

Pero este bivector se proyecta en el punto

(v) ((1-a%-b%,2b,2a), (1+a+b%,0,0)) € 52 x 52
Al normalizar se tiene el punto
o~ 1-a’b® 2 2a 1-r® 2r sin$ 2r cos §
i) wp= (——=, —5—, —5 )= (—7, z 7 )=
1+a"+b 1+a"+b 1+a"+b 1+r 1+r 1+r

= (cos @,sin @ sin $,sin ¢ cos $)€ 52

(a=z=rcos$, b=rsin®, p=2arctgr).

Tenemos pues la aplicacién:
{vii) F—5%" , P—uw

Esta es una isometria, puesto que la métrica de 52 , dszz d¢2+
+ sinzw d«‘)-2 , se escribe por medio de transformaciones ¢=2arctgr ,
en la forma
2 _ dr2+1‘2d«‘)-2
ds” = 47
(1+17)

que no es otra, salvo el factor 4, que (ii). Resumiendo tenemos el si-

guiente:

Teorema: F, estd immensa Lsométrnicamente en 52 .

Referencias

[G-W] H. Gluck, F. Warner - Great circle fibrations of the threesphere.
Duke Math. Jornal, Vol. 50, n2 1, 1983.

[w1] Wong, Y.C. - Linean Geometrny in Euclidean 4-space. S.E.A.M.S.,
1977.

[wz] Wong, Y.C. - Differential Geometry of Grassmann manifolds. N.A.S.
Proceedings 57, 589-594 (1967).



