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Si T,0) est un groupoide symplectique ([CDW]), D’espace des unités
I'0 est muni d’une structure de Poisson canonique A0 qui fait de Iappli-
cation source o (resp. but B) un morphisme (resp. un antimorphisme) de
Poisson ([CDW]). Alors T*(r‘o) muni de la structure d’algébroide de Lie
associée a AO cst*isomorphe a I’algébroide du groupoide I' ([(CDW]).

Le dual 6 d'une algebre de Lie © est une variété de Poisson, dont
le crochet est induit par celui de 6 Si G est un groupe d’algtbre de

Lie 6, l’action a droite (resp. a2 gauche) de G sur T*(G)=G><G* est hamil-
o
tonienne de moment a:(g,E)—E (resp. B:(g,ﬁ)—md;é). Alors T*(G) ? 6

devient un groupoide symplectique d’unités 5*. Le 3&me théoréme de Lic
exprime donc le fait que dans le cas linéaire une variété de Poisson est
toujours I’espace des unités d’un groupoide symplectique.

L’extension du 3eme théoreme de Lie au cas non linéaire se réduit
donc au probléme de la réalisation symplectique ([W]): étant donnée une
variét€ de Poisson (M,A), on cherche i construire un groupoide sympléc-
tique (I,0) d’unités (M,A). La réalisation d’une variété de Poisson par
un groupoide symplectique local a été démontrée dans [CDW]. Par contre,
il existe des obstructons A la réalisaion symplectique globale ([D]).
Enfin dans [DHL] on a construit une réalisadon symplectique globale de
certaines variétés de Poisson régulitres de dimension 3.

Une variété de Poisson (M,A) réguliere ([L]) est dite riemanniefine
si le feuilletage caractéristique ¥ A est riemannien (dont la diménsion
sera appelée la dimension symplectique de (M,A). Dans [A] on démontre un
3¢me théoréme de Lie pour une large classe de variétés de Poisson rieman-
niennes de dimension symplectique 2. Remarquons enfin que tous les
groupoides considérés dans la suite seront supposés a a-fibres connexes
et toutes les structures seront de classe C™.

1. Le groupoide d’homotopie d’un feuilletage riemannien.-

o
Soit (M,¥) une variété feuilletée. Un groupoide de Lie I :B:’ I =M
est unc réalisation de ¥ si l'image de (B,o):>MxM est la relation
d’équivalence R définie par ¥. Il est bien connu que ¥ est réalis€ par
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le groupoide d’holonomie Hol(¥). En procédant comme dans la construction
de Hol(¥), le quotient Hl(?) de D’espace des chemins tangents 3 ¥ (muni
de la topologie compacte-ouverte) par la relation d’homotopie tangente a
¥ est muni d’une structure de groupoide. Alors on définit ([P]) une
structure de variété sur le groupdide d’homotopie Hl(s) qui en fait une
réalisation de ¥ de dimension n+m 2 o-fibres simplement connexes immer-
gée dans MxM, ou n=dim¥ et m=dimM (cf. [A]). De plus les o-fibres étant
simplement connexes, cette réalisation devient universelle (cf. [A]).

o
Un groupoide de Lie I' =3 T, est localement trivial (LT) de fibre F
si o (et donc PB) est un fibré localement trivial de fibre F.

Exemples ([A]).- (1) Le groupoide d’homotopie l'Il(M) d’une variété M est
LT de fibre M le revétement universel de M.

(2) L’action d’un groupe G opérant sur (M,¥) comme groupe d’automorphis-
mes induit naturellement une action de G sur III(SF). Si Paction sur M
est libre et proprement discontinue, il en est de méme pour I’action
induite sur Hl(?) et D’espace d’orbites Hl(:?)/G est muni d’une structure
de groupoide de Lie d’unités M/G. Alors si I'I‘(&!) est LT, Hl(s)/G est LT
de méme fibre.

(3) Si F—M-"5B est une fibration localement trivial, II(m) est LT de
fibre ¥ le revétement universel de F.

Les considérations précédentes sont appliquées pour démontrer le
théoréme ci-dessous par le biais des résultats de P. Molino ([M]) sur
les feuilletages riemanniens:

Théoréme 1.- Si F est un feuilletage riemannien sur une variété’ compacte
M, T1 (%) est LT de fibre L le revétement universel des feuilles de ¥. o

2. Réalisation symplectique de variétés de Poisson riemanniennes.-

Remarquons que pour tout feuilletage orientable ¥ de dimension 2
sur une variété M, il existe une structure de Poisson A telle que ¥ A=F-
En effet, soit ¢ la forme de volume des feuilles relative 2 une métrique
ricmannienne sur M. Alors o est une forme symplectique en restriction 2
chaque feuille de ¥, ce qui permet de définir une structure de Poisson A
telle que ¥ A=F Inversement, si (M,A) est une variété de Poisson régu-
litre de dimension symplectique 2, ¥ A st un feuilletage orientable de
dimension 2. Une fois choisi un supplémentaire de T(¥ A)» on peut définir
une 2-forme o de type (0,2) dont la restricion a chaque feuille de ¥ A
est la forme symplectique canonique. On dira que la 2-forme G représente
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la structure de Poisson A.

Soit A une structure de Poisson riemannienne de dimension symplec-
tique 2 sur une variété compacte M. Si on note -M=(M,-A), l'image de
(B,a):l'll(s A)—)(-M)xM est saturée par le feuilletage caractéristique de
(-M)xM, ce qui permet de munir I'Il(9 A) d’une structure de Poisson A qui
en fait un groupdide de Poisson au sens de [DHL], le feuilletage carac-
téristique ¥ de A étant le feuilletage image réciproque a*f'f A=B*3‘ A
D’aprés le théoréme de stabilité de Reeb, ¥ A est soit asphérique (i.e.,
toutes les feuilles de ¥ A sont asphériques), soit un fibré en spheres.

D’aprés le théoréme 1, on a donc deux cas possibles:
@ T (¥,) est LT de fibre K,
() ¥ A st un fibré en sphéres.

Dans le cas (i), (II(¥ A),K) est exact ([DHL]), ie, A est définie par
une forme exacte dA. Alors le fibré conormal

N'®.8) I, m (FDR 53 T M,A)

est une réahsanon symplectique de (M,A), ol G est la forme ic*dl+i*dL,
L est la forme de Liouville sur T‘(I'II(SV A)) et 1.N*(9)—>T*(I'Il(‘:‘& A)).

En résumé on a le théoréme suivant dont la partie (ii) caractérise
I’obstruction de [D] lorsque ¥ A est un fibré en spheres:

Théoréme 2.- Soit A une structure de Poisson riemannienne de dimension
symplectique 2 sur une variété compacte M. Alors,

i) Si ¥ A €5t asphérique, il existe une réalisation symplectique de (M,A).

i) Si ¥ A est un fibré en spheres, il existe une réalisation symplecti-
que de (M,A) si et seulement  si I'intégrale le long des fibres ][ o
d’une 2-forme ¢ représentant A estconstante. o
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