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INTRODUCTION

Dans cet article, nous étudions essentiellement le comportement de la
solution u, du probléme perturbé:

—eAu, +0u/Oy+u =f dans
(P

Uor =0 I'=0q,
ou f est un élément de l’espace L2(Q) et Q=1]0,7[x]0,1][.

Dans la premiére partie, nous construisons un développement asymptotique
de la solution d’un probléme de perturbation en une dimension. Dans la deuxiéme
partie, nous montrons la convergence forte de la solution u, du probléme (P.)(f)
dans P’espace L2(Q).

Dans tout ce qui suit © désigne 'ouvert ]0,7{x]0,1] de R2. On considére le
probleme perturbé (P.)(f) et on pose:

(1) ¢n(z)= [i—]%sin nz.
LEMME 1. "Soit f un élement de L2(Y) donné par:
(2) f(zzy):2n>l fn(y) ¢n(z) ; z:n>1 ”fn“iz(](),l[) <H00.

Le probleme (P)(f) admet une solution donnée sous la forme:

(3) ’Ug(I,y)=):n>] bn((y)¢n(z) avec 2n>l ”anHEZ(]O’lD <+0Q,

ot by, est la solution du probleme:

! Je dedie ce papier 3 B. Badr.
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- eb,(lf) +b,(li) +(1+en?) b, =f, 0O0<y<l
(Pne)
bne(o)z bne(l)zo'

Preuve. On multiplie ’équation (P.)(f) par ¢, et on intégre par rapport

a ¢ entre 0 et 7, on obtient alors:

(4) —c [ 0%u /02 g,(z) dz— € [T 020/ By2 bu(z) dz+ [ Bu/ By da(z) dz+

+ [ uel(2y) $a(z) dz = [ f(z,y) ¢a(z) dz.

* L[ f(29) $a(z) dz = fa(9)-
*  Aprés deux intégrations par partie et comme u/(0,y)=1u/(7,y)=0, on
a:
(5) S 9%/ 0% ¢o(z) dz =12 [ " u(2.y) $a(z) dz,
(car ¢n(z)=—n?¢,(z)).
* J7 0%l y26u(z) da= L | [ w(zy) 6(2) d].
Donc en posant:
(6) bc¥) =7 [ u(n,y) $a(z) dz
on obtient:
(7) Lebne=—eb{2 + 080 4 (14 en?) by = .

D’autre part comme u(z,0)=u(z,1)=0, alors:

(8) bne(o):bne(l)zoz
i.e., b, est la solution du }Jrobléme (Pre)-

Puis on multiplie I’équation (7) par b,. on intégre par rapport a y entre 0
et 1, on obtient, en tenant compte de (8), alors:

(9) s 200 10 + 1080 20,1 = S Eael¥) falv) dy.
Donc:
||b"€"L2(]0,1[) < "fn”L2()0’1[);

par conséquent:
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Lot Ilbm“I,z(]O,l[) <+00. 1

LEMME 2. La solution b, du probleme (p,.) converge vers b,y dans
L2(]0,1[) o b, est la solution du probleme:

{brg(l))‘*bno:fn 0<y<1
bnO(O):O'

(4)

Preuve: Le probléme (p,.) est régulier au sens de W. Wason [4, Chp. 10,
p. 226], son probléme limite est (4).

Il y a donc une perte de condition aux limites au voisinage de 1, donc b,
s*écrit sous la forme: ' '

(10) bne(y)zvn(y:f)+wn(ylf)
= v(y,€) + ka(y ) exp((y—1)/€),
w, étant des fonctions de phénoméne des couches limites en 1.
Pour détérminer le développement de wv,, on utilise la relation recurrente
exposée par A. Nayfeh [3]:

(11) Un(y;€)=vn0(y)+Evnl(y)+62vn2(y)+m
Reportons ce développement dans (p,.) et groupons les termes en e:
1
(12) Ur(lo) +v0=/n
&
(13) v,(l}c) +vnk=v,(£zl—n2vnk_l pour k>1.

Puis on impose & u,; la condition:

(14) Ut(0)=0 pour k>0.

Pour déterminer w,, on utilise la méthode introduite par M.I. Visik, L.A.
Lyusternik [5]:

(15) Un(9,€) = wno(9,€) + €wn1(y,€) + wnp(y,6) + ..

w, n’intervient que prés de 1, il est donc naturel de la chercher comme fonction
de variable dilatée, on cherchera donc wp:

(16) wnk(yze)zwnk(t) avec t':(l—y)/E

par ce changement L. devient:
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(17) Le=—1(8%/82+8/0t)+1+ en?l

ou I est l’opérateur identité.
On reporte donc le développement de w, dans:

(18) [%(62/3t2+ d/at)+1+ enzl] [wno(t)+ ewy; () + 2wpo(t) + ] =0

et on regroupe les termes en ¢:

(19) (02/ 02+ 3] 0t )wyg=0
(20) (02/02+ 8]t )wy; = wpo
&
(21) (02) 082+ 0] 0t Ywpp = Wp_1 + €nwpg_o  pour k>2.

Pour que wu, vérifie u (1)=0, il faut que:
Wno(t)i=0 + ao(1)=0
ie.
(22) wno(t) = (=no(1))exp (1) = (—0(1)) exp((y—1)/€).
Par conséquent:
(23) bne_ n0:wn0+f(vnl+wnl)+“'
ou v, est la solution du probléme (12)& (14), i.e., le probléme (;), donc:
(24) d}nOZ bno-

D’autre part, on multiplie I’équation (12) par f,, on intégre par rapport a y
entre 0 et 1, on obtient:

(25) ”fn"i2(]0’1[) = ”’%0”22(]011[) + ”%(1(1))”22(]0)1[) + (vnO(l))2-
Donc:
(26) IvnO(l)‘ g"fn”L2(]0’1[) )

ce qui prouve, d’apres (23):
(27) ”bne - vHOHLZ(]O,l[) < Ce ”f""L2(]0,l[)

ou C est une constante indépendante de ¢ et de n, ce qui donne lestimation
voulue. 1

THEOREME 3. Pour f un élement de L2%(Q), la solution du probleme
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(PI(f) converge dans L2(2) wvers la solution u du probleme:
Oufdy+u=f dans Q

(L) [ ’
uh =0

ot y={(z,0); 0gz <7}

Prewve. On multiplie I’équation (L) par ¢,, on intégre par rapport a z
entre 0 et 7, on obtient alors:

(28) Ou, [0y +u, =f, 0<y<l;
comme u(z,0)=0 alors u,(0)=0, donc u, est une solution du probleme (}), i.e.:
(29) Up = bpo-

En reprenant (27) on obtient alors:

(30) "bne - un“LZ(IO,l[) <Ce "f"”Lz(]O,l[)'
Donc:
(31) luc = ull 2y < Ce [’301 ”f"”iz(lo,li)]

ce qui prouve que u, converge vers u dans L2(Q), (convergence forte). 1

Remarque 4. Méme pour f assez réguliére, on ne peut pas avoir la
convergence de u, vers u dans HI(Q) car u, est un élément du fermé H(l)(Q) et
u ne l’est pas. |
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