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1. INTRODUCTION

Soit. (E, ||]]) un espace vectoriel normé réel de dimension > 1. Si (E, || - ||)
est préhilbertien muni du produit scalaire (-,-), on exprime d’habitude l'or-
thogonalité de deux vecteurs z,y € E par x L y si et seulement si (z,y) = 0.
Il existe d’autres formulations de cette relation qui ne font pas appel expli-
citement au produit scalaire et n’utilisent que la norme. En général ces for-
mulations gardent un sens dans le contexte d’'un espace normé quelconque
et donnent lieu a différents concepts d’orthogonalité. Voir [1] et [3] et les
références qui y sont données pour plus détails.

Dauns ce travail on aura affaire & trois orthogonalités généralisées: la B-or-
thogonalité (introduite par G. Birkhoff dans [4] et étudiée par R.C. James dans
[10] et [12]), la C-orthogonalité (introduite par S.O. Carlsson dans [7]) et la
D-orthogonalité (introduite par C.R. Diminnie dans [8]). Ces trois orthogona-
lités coincident avec I'orthogonalité usuelle lorsque I’espace est préhilbertien.
D’autre part nous avons:

THEOREME 1.1. ([5, corollaire 7]) Si la B-orthogonalité ou la D-orthogo-
nalité entrainent la C-orthogonalité, alors I'espace (E,|| - ||) est préhilbertien.

Une réciproque partielle de ce résultat est fournie par le

THEOREME 1.2. ([6, théoréme 2.1]) Si la C-orthogonalité entraine la B-
orthogonalité alors l'espace (E, || - ||) est préhilbertien.

Le but principal de ce travail est d’établir la deuxiéme partie de la ré-
ciproque du théoreme 1.1, & savoir que si la C-orthogonalité entraine la D-
orthogonalité, alors I'espace (E,|| - ||) est préhilbertien. Ce résultat est une
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conjecture des auteurs de [1], et ils 'ont partiellement démontrée lorsque la
C-orthogonalité est soit ’orthogonalité isocele, soit 'orthogonalité au sens de
Pythagore [2].

2. RAPPELS

Rappelons d’abord quelques définitions. Dans toute la suite (E,|| - ||) est
un espace vectoriel normé réel de dimension > 1. S et S* désignent respecti-
vement la sphere unité de E et de son dual topologique. Soit (z,y) € E2.

DEFINITION 2.1. (G. Birkhoff [4, page 169] ) x est B-orthogonal &y, z Lp
y, si et seulement si ||z|| < ||z + ty||, pour tout réel .

DEFINITION 2.2. (S.O. Carlsson, [7, définition 1.1]) = est C-orthogonal &
Y,
x Lc y, si et seulement si 3, o, a;]|b;z + ¢y = 0, ot les a;, b;, ¢;, sont des
réels tels que

1<j<m
Z a;c; =0, (2)
1<j<m
> ajbie; =1, (3)
1<j<m

aj #0, 7 =1,...,m; les couples (bj,c;) sont deux a deux linéairement indé-
pendants.

Signalons que la C-orthogonalité englobe comme cas particuliers les ortho-
gonalités suivantes, considérees par d’autres auteurs avant et aprés Carlsson:
— L’orthogonalité isocele [11]: = Ly y si et seulement si ||z + y|| = ||z — y||.

— L’orthogonalité au sens de Pythagore [11]: « Lp y si et seulement si ||z —
ylI? = llzl* + llyl>.

- La a-orthogonalité [9]: = L, y si et seulement si (1 + a?)|jz + y||* = ||z +
ayll? + llaz + yl* (0 < a< 1),

- La ab-orthogonalité [13]: © L, y si et seulement si ||z + y||* + ||az + by||* =
lx + byll* + llaz + 9l (0<a<b<T).

DEFINITION 2.3. ([8, définition 1]) x est D-orthogonal & y, x Lp y, si et

seulement si |2,y = [lz|| lyll, ot ||z, yll = sup{f(z)g(y) — f(y)g(z) | f,g €
S*}. ,
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DEFINITION 2.4. Une orthogonalité L est dite existante & droite (resp. &
gauche) si pour tout (z,y) € E?, il existe un réel a (resp. ) tel que z L az+y
(resp. Bxr +y L z). Elle est dite unique a droite (resp. a gauche) si le réel o
(resp. ) est unique chaque fois que x # 0.

LEMME 2.5. ([10, corollaire 2.2, thérémes 2.3, 4.1 et 4.3]) La B-orthogona-
lité est existante a droite et a gauche. De plus x Lpg ox + y si et seulement si
N_(z,y) < —allz|l < Ni(z,y), ot Ni(z,y) = limeso(llx + tyl| - [lz]|)/¢ (ces
limites existent car t — ||z + ty|| est convexe) et fx +y Lp x si et seulement
si ||Bz + y|| < ||tx + yl|, pour tout réel t.

LEMME 2.6. ([7, théoréme 3.1] ) La C-orthogonalité est existante & droite
et & gauche.

En fait seule l'existence & droite est considérée dans [7]. L’existence a
gauche se démontre de facon analogue.

LEMME 2.7. ([7, lemme 2.2]) Pour tout (z,y) € E? et pour tout réel a,

on a: . 2 . N
lim I(t + o)z +yll* — |tz + y|

[t]—+o0 t

= 2afa?.

LEMME 2.8. ([8, lemmes 2.5 et 3.1})
(i) Si||lz,yll < llz|l lyll, pour tout (z,y) € E?, alors la B-orthogonalité et la
D-orthogonalité sont équivalentes.

(i) llax+ By, vz + 0yl = |aé — Byl llz, yll (@, 8,7, 6 sont des réels et (x,y) €
E?).

3. COMPARAISON DE LA C—ORTHOGONALITE A LA D-ORTHOGONALITE

Soit (z,y) € E?, z # 0. Par le lemme 2.6 on peut associer & tout réel t,
deux réels a(t) et 8(t), tels que tx Lo a(t)z+y et f(t)z+y Lc tz. Le lemme
suivant généralise le théoreme 3.4 de [10]:

LEMME 3.1. Les fonctions a(t) et B(t) sont bornées pour |t| assez grand.
Plus précisément on a les formules suivantes:
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lim ot

Jim_a(t) = afa,
Jim_a(t) = 4z,
lim A(t) = alz,

)= B(x,

t—+oo

y)
y)
).
lim 5t y)

t——o0

B
Oil
ale,y) = =[lzl| 7 (N4 (2, y) + (1 = p)N-(z,9));
Ba,y) = =a|7H (pN_(z,y) + (1 = p)Ny(z,y)) = —alz, —y)

p= Z a;bjc;.

bjc; >0

Démonstration. Remarquons d’abord que la relation T definie par 2Ty si
et seulement si y L @, est une relation d’orthogonalité de type Carlsson. De
ce fait on peut déduire de toute proposition vérifiée par a(t) une proposition
vérifiée par ((t), en échangeant simplement les roles des b; et des c;.

Montrons maintenant que «(t) est bornée pour |¢| assez grand. En effet on

a
> agll(thy + c;a(t))z + cyl* =0. (8)
1<5j<m
En utilisant les inégalités ||ju|| — |[vl|| < [lu 4+ v|]| < |Jull + |jv]| et en tenant

compte des signes des a; et des relations (1) et (2) on obtient

2ta)llzl® < 22l iyl Do lase;(th; + csalt)].

1<5<m

Et par suite [a(t)|(1 = A/1t]) < B, ot A = (Jylllle] ™) Syeycn lasc?] et B =
(lylllll") Zi<jcm lajbje;]. Done a(t) est bornée pour |t| assez grand.

Pour terminer nous démontrons la formule (4), les autres formules se dé-
montrent de maniere analogue. Soit (¢,) une suite de réels strictement posi-
tifs de limite 4o00. Puisque «(t,) est bornée, on peut en extraire une sous—
suite, qu'on continuera de noter par abus «(t,), qui est convergente. Soit
a =lim, ;. «a(t,) et soit

S at; Ibstee + ¢ (alty)e + )|

1<j<m

(=0 cart,x Lo a(t,)r+y).
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Ecrivons U,, = P, + Q.+ R, + S,, ou

P, = Z a;t; (IIbjtaz + cj(alty)z + y)|I? — ||bjta + c;(az + y)|?)

1<5<m

> a7 (1t + by e))x + b7 eyl = lltaz + b5 eiyll?)

J7Y3%n
b #0

R, =Y ajcit az + y|?
bj=0

Su = a0t taw + b5 syl
b; #0

@n

Ceci étant nous avons:

hm P, =0, (9)

n—-+oo

car

1Pl < llallladt,) = al Y ajeilty (1bitaz + cj(alta)z + y)ll

1<j<m
+[bjtnz +cj(0z + y)l))-
Jim Q= 20|21 Y a;biab;te; = 20|’ - (10)
b;#0
(En appliquant le lemme 2.7).
nEI_’l_loo R, =0. (11)

Et en appliquant la relation (1), on peut écrire
S = a;bit (taz + 07 eyll® = Iltaz]]?)
b #0
= > a0t (It + b5 eyl + 1tazl)) (ltaz + b5 eyl = [1taz]]).-
b 20 (12)
On en déduit
hm S, = 2|zl Z a;bIN, (x, b esy) (13)

b; #0
= 2|[z[[(pNy(z,y) + (1 = p)N_(2,9)). (14)
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(Car Ny (z,ky) = kN, (z,y) si k > 0 et Ny(z,ky) = kN_(z,y) si k <0).

Par suite & = —||z[| 7 (PN (z,y) + (1 = p)N_(z,y)) = (=, y).

Ainsi pour toute suite (¢,) de limite 400, il existe une sous-suite de a(t,)
qui converge vers a(z,y).

Par conséquent lim; ., a(t) = a(z,y). I

THEOREME 3.2. L’espace (E, || - ||) est préhilbertien si et seulement si la
C-orthogonalité entraine la D-orthogonalité.

Démonstration. La condition est évidemment nécessaire. Montrons qu’elle
est suffisante. On ne perd pas en généralité en supposant que E est de dimen-
sion deux ([3, page 9, proposition (1.4")]). Grice au théoréme 1.2, cité en
introduction, on est ramené a4 démontrer que la D-orthogonalité est équi-
valente & la B-orthogonalité, ou encore, en utilisant le lemme 2.8-(i) que
llz,yl| < 1, pour tout (z,y) € S?. Soient (x,y) € S?, = et y linéairement
indépendants, et B(t) tel que B(t)z +y Lc txz (¢t € R). Sous ’hypotheése du
théoréme on a B(t)xr +y Lp tz, soit ||B(t)x + y,tz| = ||tz|| ||B(t)z + y||. Or
IB(t)x + y, tz|| = |t| ||z, y|| (d’apres le lemme 2.8-(ii) ). Donc

Iz, yll = 118(t)z +yll (¢t € R). (15)

Et eﬁ’ut;i%lisa{nt la formule (6) du lemme 3.1, on obtient

lz, yll = llez, y)z + yll. (16)

Supposons dans un premier temps que la norme soit Gateaux-différentiable en
x, et distinguons deux cas:

PREMIER CAS: La fonction 3(t) prend au moins trois valeurs distinctes.
Dans ce cas la fonction convexe F(t) = ||tz +y||, serait constante et atteindrait
son minimum sur un intervale contenant a(z,y), et ceci grace aux égalités (15)
et (16). Dot ||lz,yl| = lla(z,y)z + yl| < [0z +y[| = 1.

DEUXIEME CAS: La fonction 3(t) prend au plus deux valeurs distinctes.
‘Soient f3; et B, le deux valeurs éventuelles de 3(t), et soit

Bi={t>0] > ajllctz+b;(Biz+y)|* =0}, i=1,2

1<j<m

B et B, sont deux fermés de R} et B; UB; = R’ . Puisque R} est connexe on
a nécessairement R% = B;, pour un certain i € {1,2}, et grace au lemme 3.1,
on a f3; = a(zr,y). Ainsi pour tout ¢t > 0, y + a(x,y)r L tz. On démontre
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de méme que pour tout t < 0, y + B(z,y)z = y + a(z,y)r Lc tz. Soit
u=1y+alz,y)x.

On a u L¢ tz pour tout réel ¢, donc tu Lo x pour tout réel t. Appliquons
le lemme 3.1 au couple (u, ), pour obtenir a(u,z) = f(u,z) =0 (u # 0 car x
et y sont linéairement indépendants). Donc

pNi(u,z) + (1 = p)N_(u,z) =0, (17)
pN_(u,z) + (1 — p)N,(u,z) = 0. (18)

En ajoutant (17) et (18), on en déduit successivement que N (u, z)+N_(u,z) =
0; N_(u,z) <0< Ny(u,z); u Lp z; ||z,9]| = ||z, y)z + y|| < 1. En résumé

si la norme est Gateaux-différentiable en z, on a ||z, y|| < 1 pour tout y € S.

D’apres le théoreme de Mazur [14] (ou sa version bidimensionnelle [3, page
17, proposition (x)]), 'ensemble des points de S ol la norme est Gateaux-

différentiable est dense dans S, donc ||z, y|| < 1 pour tout (z,y) € S2. 1§

COROLLAIRE 3.3. Les propositions suivantes sont équivalentes

(i) (E,|l-1|) est préhilbertien.
(ii) Pour tousxz,y € E\{0}, s +ay Lpz—ay = oyl = |z
Démonstration. L’implication (i) = (ii) est immédiate. Supposons main-

tenant que (ii) est vraie et soient z,y € E \ {0} tels que = 1; y. Posons
uw=2x+yetv=uzx—y. Dapres ([2, proposition 7-(i)]), il existe a > 0 tel

que u + av Lp u — av et d’apres (ii), on aurait a||v|| = ||ull; donc o = 1
et # Lp y. Donc orthogonalités isocele (qui est une C-orthogonalité parti-
culiere) entraine la D-orthogonalité, et par suite (E,|| - ||) est préhilbertien,

d’apres le théoreme 3.2. |
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