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1. CONCEPTOS PREVIOS E INTRODUCCION

Sea (X, +) un grupo algebraico (X es el conjunto base y “+” es la corres-
pondiente operacién binaria).

Una n-media generalizada algebraica para X es una aplicaciéon F : X™ —
X verificando:

(i) F(x1 4+ Y1y s Tn+Yn) = F(xy,. ..y 20) + F(y1y- -+ 3 Yn)s
(ii) F(a,...,x) ==,
(iil) n- F(x1,...,&n) =21+ - + T,
para cualesquiera @, Zy, ..., &0, Y1,---,Yn € X.
Ejemplos de medias generalizadas son:

1. La media aritmética A definida en (R,+) mediante A(zy,...,x,) =
(x4 +x,)/n.

2. La media geométrica G definida en ((0,+00),-) mediante G(xy,...,z,)
= (1 ... -z,

Nota 1. Aunque pueda sorprender, no es ficil dar otros ejemplos que pue-
dan calificarse de sencillos. De hecho, como indicaremos en el Corolario 2, la
media aritmética es la unica n-media algebraica posible en (R, +), y, en conse-
cuencia, la media geométrica es la inica posible en ((0,+00),-). Algin grupo
tipico, como el grupo multiplicativo S* de los niimeros complejos de médulo
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1, carece de medias algebraicas (se verd en Teorema 3 y Nota 3 (iii)). Otros,
como (Z ,.+), no pueden poseer n-medias algebraicas para todos los valores
de n (se verd en la Nota 2).

El concepto de media generalizada surge de manera independiente en con-
textos matematicos bien distintos.

I. Un primer contexto fue introducido por G. Aumann en su tesis doctoral
(véanse [2, 3]), donde se aborda el estudio de ciertas variedades topoldgicas Y
en las que es posible definir una aplicacién G : Y™ — Y, cumpliendo las tres
condiciones signientes:

(i) G es continua.

(ii) G(a1,...,2,) = G(y1,---,Yn) para cualquier reordenacién (y,...,yn)
de (xy,....2,),

(iii) G(x,...,x) =a, paratodo z € Y.

A una funcién G de este tipo la llamaremos en lo que sigue n-media generali-
zada topoldgica.

Veamos dos ejemplos de distinta naturaleza:

1. Sea ® una funcién continua y estrictamente monétona de R en R, y
definamos G(xy,...,2,) = @7 H([®(x1) + -+ + &(x,)]/n).

Sea Y un conjunto totalmente ordenado, y definamos G(xy,...,z,) =
min {x,...,a,}. Es frecuente que Y esté dotado de alguna topologia
para la que la operacion de tomar el minimo sea continua, con lo que G
pasa a definir una n-media generalizada topolégica.

o

Aumann demostrd que la existencia para cualquuier n de n-medias genera-
lizadas en ciertas variedades topoldgicas conexas caracterizaba el hecho de que
estas variedades fuesen contractibles, es decir, que existieran una aplicacién
continua H : Y x[0,1] — Y y un punto yo € Y tales que H(y,0) =y, H(y,1) =
yo para todo y € Y. (Véase [4]. También pueden consultarse los trabajos de
Eckmann [25], Eckmann, Ganea y Hilton [26], Bacon [5] y Keesling [32].)

Cabe decir que las variedades topolégicas consideradas por Aumann son,
en esencia, complejos celulares finitos. Este concepto, que definiremos méds
adelante en el presente trabajo, aparecié de una manera formal y precisa en
la literatura a partir de un articulo de Whitehead [42], que es posterior a la
tesis de Aumann. Parece asi oportuno no exponer aqui la prueba original de
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Aumann, larga y complicada, y presentar a cambio una versién mas moder-
na de ese mismo resultado (Corolario 3 y Teorema 5 de la préxima seccién)
indicando sus lineas maestras.

A través del concepto de n-media generalizada topoldgica se llega facil-
mente al de n-media generalizada algebraica, sin mas que pararse a pensar
en algunos de los invariantes algebraicos tipicos, bien conocidos en Topologia
Algebraica, que tengan caracter funtorial. Entre ellos estarian los grupos de
homotopia, homologia y cohomologia. Asi, por ejemplo, si m(Y") representa
el k-ésimo grupo de homotopia de la variedad Y (es decir, el conjunto de las
clases de funciones homotépicamente equivalentes de [0,1]* en ¥ que envian
un punto prefijado de [0,1]* a un punto prefijado de ¥, véase Rohlin y Fuchs
[38, p. 359 y ss]), la existencia de una n-media generalizada topolégica F
para Y induce la existencia para cada valor de k de una n-media generalizada
algebraica F}} para m,(Y"). Este hecho fue observado ya por Eckmann en [25].

II. Las medias generalizadas se aplican también al estudio de grupos
topolégicos. Un grupo topoldgico es un conjunto G, dotado de una topologia
-7 y de una operacion interna “4” que define una estructura algebraica de
grupo, de tal forma que la operacién “+” sea una aplicacién continua de G x G
con la topologia producto en (G, 7) y que la aplicacién que a cada elemento
x € G asocia —x sea también una aplicacién continua de (G, 7) en s{ mismo.
En Keesling [32] se demuestra el hecho de que un grupo topolégico abeliano
conexo, compacto y Hausdorff admite una n-media generalizada algebraica
si y solamente si admite una n-media generalizada topoldgica. Ademads los
grupos abelianos (no necesariamente topoldégicos) que admiten una n-media
generalizada algebraica para todo valor de n son perfectamente catalogables,
como veremos més adelante. Se trata precisamente de los espacios vectoriales
sobre el cuerpo Q de los niimeros racionales.

III. Un contexto muy diferente en el que la nocién de media generalizada
juega un relevante papel es la teoria matemdtica de la Eleccién Social. A lo lar-
go de este trabajo pondremos mayor énfasis en esta tltima aplicacidn, puesto
que consideramos que es menos conocida para la mayoria de las matematicos,
siendo ademas uno de los temas objeto de nuestras investigaciones.

En la teorfa matemaética de la Eleccién Social se considera el problema de
definir preferencias sociales a partir de preferencias individuales, respetando
las principales caracteristicas de los individuos. Explicaremos brevemente, a
continuacién, qué significa esta ultima idea:

Una relacion de preferencias P sobre un conjunto X (que suele denominar-
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se conjunto de alternativas) es una relaciéon binaria asimétrica (i.e.: rPy =
no(yPx)) v negativamente transitiva (i.e.: no(zPy),no(yPz) = no(zPz)).
Supongamos ahora que hay una sociedad (finita o infinita) compuesta de in-
dividuos (o agentes econémicos, o decisores, o votantes, etc.) de forma que
cada individuo 7 tiene definida una relacién de preferencias P; sobre el mismo
conjunto de alternativas X. Una regla de eleccién social asignard una rela-
cién de preferencia P sobre X que respete caracteristicas de las preferencias
individuales. Este hecho de respetar caracteristicas individuales depende del
modelo matemdtico con que se vaya a trabajar, y hay una gran variedad de
modelos de este tipo (véase, por ejemplo, Kelly [33]). Para fijar ideas, una
de las condiciones que parece de sentido comun exigir a una regla de eleccién
social es el respeto de la unanimidad: Si dadas dos alternativas z,y € X re-
sulta que para cualquier ¢ es xP; y, entonces en la preferencia social P debe ser
también xPy. Los modelos de eleccidn social trabajan con condiciones como
la anterior, y buscan reglas que satisfagan una lista de condiciones.

En principio, la matemadtica que habia detrds de tales modelos era, prin-
cipalmente, combinatoria: se considera una sociedad en la que hay un ni-
mero finito de agentes y un numero finito de alternativas, se hace una lis-
ta de todas las preferencias posibles, y se eliminan aquellas que no satis-
fagan alguno de los requisitos que el modelo exija para poder ser conside-
radas reglas sociales. En este marco aparecié un resultado que podemos
catagolar de contundente: EI teorema de imposibilidad de Arrow (Arrow
[1]). Sin desarrollar el modelo de Arrow, digamos que en el mismo apare-
cen cinco condiciones que podriamos considerar de sentido comin para las
reglas de eleccidn social. La gran sorpresa es que, bajo tales condiciones, no
existe ninguna regla de eleccion social. Este teorema de imposibilidad de
Arrow ha supuesto una clara bifurcacién en los estudios sobre Eleccién Social:
Por un lado aparecen las investigaciones en las que, a sabiendas de que las
reglas de eleccién social que uno construya van a ser malas, en el sentido de
que van a dejar de cumplir alguna de las condiciones del modelo de Arrow, se
trata de encontrar reglas que sean lo menos malas posibles. El otro punto de
vista es rebajar nuesta idea de sentido comun, cambiando las condiciones de
los modelos, buscando asi otros, distintos al de Arrow, en los que aparezcan
resultados de posibilidad, es decir, que en tales modelos podamos encontrar
reglas de eleccion social. (Para mds informacién sobre distintos modelos ma-
temdticos en Eleccién Social puede consultarse el excelente texto de IKelly [33]
donde se dedican varios capitulos al andlisis detallado de las condiciones del
modelo de Arrow asi como a dar una prueba técnicamente sencilla del teorema
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de imposibilidad y que debido a su longitud omitiremos aqui.)

Es en alguno de estos tltimos modelos de Eleccién Social donde el concepto
de medias generalizadas va a jugar un relevante papel. Veremos, entre estos
tiltimos modelos, el introducido en los trabajos de Chichilnisky [13, 14, 15].
Pensamos que es el que mejor refleja la linea de las aplicaciones de la Topologia
Algebraica a la Eleccién Social.

EL MODELO DE ELECCION SOCIAL DE CHICHILNISKY. La idea clave de
este modelo es pensar que en una sociedad puede haber agentes que tengan
opiniones, o preferencias, que podriamos entender como préximas. Para pre-
cisar matemadticamente esta idea de proximidad, Chichilnisky estudia espacios
de preferencias Y que recogen todas las distintas preferencias que un agente
podria definir (quizd bajo ciertos supuestos adicionales, segin ramificaciones
del modelo) sobre un conjunto de alternativas. Asi, cada elemento de Y co-
rresponderd a una determinada relacién de preferencia definida sobre cierto
conjunto de alternativas. A este espacio de preferencias se le dota de una
topologia ¢ue nos permitird hablar de preferencias parecidas (por ejemplo, en
el momento que pertenezcan a algiin mismo entorno de una preferencia dada).
Ademds. a esta topologia se le exige ser de Hausdorff con la idea de poder
separar preferencias distintas. »

Bajo estas condiciones, una n-regla social de Chichilnisky no es mas que
una n-media generalizada topoldgica definida para Y. El lenguaje propio
de la Eleccién Social, llama respeto del anonimato a la propiedad (ii) de la
definicién de n-media generalizada topoldgica, y respeto de la unanimidad a
la propiedad (iii) de dicha definicién.

Encontrar una n-regla de eleccién social suele denominarse también agregar
las preferencias individuales para el caso de n agentes. Y asi, las n-reglas so-
ciales (n-medias generalizadas topolégicas) también suelen denominarse reglas
de agregacién en este lenguaje de Eleccién Social.

En resumen, en el lenguaje de la teoria matemadtica de la Eleccién Social,
una n-regla topoldgica de Chichilnisky es una aplicacién G : Y™ — Y que
sea continua, anénima y undnime, donde Y es un determinado espacio de
preferencias.

Antes de seguir, veamos algunos ejemplos de espacios de peferencias:

1. Lanzamos un satélite al espacio. Se sabe que la forma 6ptima de coloca-
cién del satélite se obtiene en dos fases: En primer lugar lo lanzamos hasta que
alcance, con velocidad y energia cero, una determinada altura sobre nuestra
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vertical. Una vez en ese punto, se activa una turbina que ha de desplazarlo una
distancia prefijada, en linea recta y en un plano perpendicular a nuestra ver-
tical. Asi, puede observarse ficilmente que el conjunto de posiciones éptimas
que puede haber corresponde al espacio topolégico (0,+00) x S*. (El primer
factor determina la altura alcanzada, y el segundo la direccién escogida).

2. A la hora de contratar una empresa para realizar unas obras publicas,
el criterio que ha seguido un determinado ayuntamiento ha sido: En primer
lugar escoger la oferta mas barata. Caso de haber varias, escoger aquella tal
que su oficina central diste lo memos posible del ayuntamiento, con la idea de
minimizar los costes en correo y teléfono. Aqui, el espacio de preferencias es
(0,400) x (0,400). El primer factor corresponde a la cuantia de la oferta, y
el segundo a la distancia al ayuntamiento.

En diversos articulos Chichilnisky y otros van observando el hecho de que
la topologia que tenga el espacio de preferencias X es decisiva a la hora de
encontrar n-reglas topolégicas.

Se prueba que una clase de espacios topoldgicos en la que estdn la mayor
parte de las espacios de preferencias que aparecen en Economia son los com-
plejos celulares parafinitos (Rohlin y Fuchs [38, Ch. 2]). Un complejo celular
es un espacio obtenido al pegar adecuadamente celdas de dimensién finita: Las
celdas de dimensién cero son puntos, las de dimensién uno, intervalos abiertos
de la recta real, las de dimensién dos, interiores de circulos en el plano, las de
dimension tres, interiores de esferas en el espacio de tres dimensiones, etc.

Un complejo celular se dice finito si posee un ntumero finito de celdas
que lo constituyen, y se dice parafinito si posee unicamente un numero finito
de celdas en cada dimensién (aunque quizds su ndimero total de celdas sea
infinito). Un ejemplo es la superficie de una rosquilla, o toro unidimensional
St x S, que se obtiene de un cuadrado en el que se identifican con la misma
orientacién sus lados paralelos. El toro consta de una celda de dimensién dos,
dos celdas de dimensién uno y una celda de dimensién cero.

Entre los complejos celulares parafinitos, la existencia de una n-media topo-
l6gica para todo n € N viene caracterizada por la contractibilidad del espacio
topoldgico. Esto, a su vez (en este marco de complejos celulares parafinitos)
puede caracterizarse por el hecho de que todos los grupos de homotopia del
complejo sean triviales. En el marco de la Eleccién Social, este hecho fue
observado y demostrado por Chichilnisky y Heal [22], y es conocido con el
nombre de resolucién de la paradoja de la Eleccién Social. Digamos que, en
un modelo de eleccién social, un espacio de preferencias constituye una pa-
radoja si no es posible encontrar en él, para algin valor de n, una n-regla
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topoldgica. Un ejemplo es la esfera unidad S*, complejo celular no contrac-
tible. (Obsérvese ademds que su primer grupo de homotopia es no trivial.
Como es bien conocido, se trata del grupo aditivo de los niimeros enteros, i.e. :
m(S§h) =(Z,+).)

Como hemos dicho, hay ejemplos tipicos de espacios de preferencias que
se manejan en Economia que son complejos celulares parafinitos. Citamos y
referenciamos algunos de los casos més notables:

1. El conjunto de las preferencias lineales no triviales sobre el espacio
R*+1 dotado con la topologia smooth (introducida por Debreu en [24]), pue-
de identificarse (véase Chichilnisky [15]) con la esfera unidad k-dimensional
S*, con su topologia usual. Para explicar intuitivamente este caso, digamos
que se trata de elegir direcciones y sentidos de movimiento a partir de un punto
fijo de R**!, por ejemplo, el origen. Ademds, hay que moverse forzosamente
(de ahi el nombre de preferencias no triviales) siguiendo alguna direccién y
sentido. Es sencillo observar que ese conjunto de direcciones y sentidos, como
tal. puede identificarse ficilmente con el conjunto de puntos de S*. Eviden-
temente, la identificacién topoldgica dependerd de qué topologia se considere
sobre el espacio de preferencias. El porqué econémico de estas preferencias li-
neales puede entenderse pensando que una empresa que trabaje con k41 tipos
de bienes puede querer, en un momento dado, vender unos y comprar otros de
esos bienes en unas determinadas proporciones. Y ademds, su decisién nunca
va a ser ni comprar ni vender. Esto determina una direccién y sentido en el
espacio de k + 1 dimensiones. Para verlo con mayor claridad, supongamos
que se trabaja unicamente con dos bienes x e y, sobre los cuales la decisién es
comprar, y comprar dos veces més de y que de . Esto determina la direccién
de la recta “y = 227, que determina claramente un punto de S!, a saber e®
con « = arctg 2.

2. Elespacio de las utilidades de Neumann-Morgenstern sobre un conjunto
de loterfas definido sobre un nimero finito n de premios, puede también llegar
a identificarse con una esfera. (Véase Chichilnisky [17, 19].) Para explicar
intuitivamente lo que esto significa, digamos que hay una loteria que reparte,
por ejemplo, dos premios A y B. Nosotros podemos tener una preferencia
cuantificada a través de una funcién de utilidad que no es otra cosa que una
representacién nimerica dada por una funcién U : {4, B} — R tal que A4 es
preferido a B siy s6lo si U(A) > U(B). Pues bien, si la loteria ofrece el premio
A con probabilidad p, y el premio B con probabilidad 1 — p, parece necesario
extender nuestra idea de utilidad a este conjunto de loterias admitiendo que
la utilidad del anterior hecho sea precisamente p-U(A) + (1 —p)-U(B). A
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este tipo de utilidades se les denomina utilidades de Neumann-Morgenstern, y
como indicamos, con una adecuada topologia pueden entenderse como esferas.

Presentaremos a continuacién los principales resultados de esta teoria,
incluyendo algunas de las demostraciones mds sencillas de hechos significa-
tivos. Lo que pretendemos es ofrecer una recopilacién conjunta y panordmica
de tales resultados, que pueda servir a los investigadores en cada una de las
posibles aplicaciones del concepto de media generalizada. Por otra parte,
debemos decir que los resultados que vamos a presentar se encuentran algo
desperdigados en una coleccién notable de articulos, a primera vista poco re-
lacionados unos con otros. Por ello, nos ha parecido necesaria esta labor de
presentacion global y conjunta, que es la que nos ha motivado a escribir este
trabajo.

2. PRINCIPALES RESULTADOS DE LA TEORIA SOBRE MEDIAS
GENERALIZADAS

Organizamos el trabajo en varias fases:

I. Resultados sobre n-medias generalizadas algebraicas.
II. Aplicaciones a grupos topolégicos.
III. Diversas técnicas topoldgicas en relacién con medias generalizadas.
IV. Aplicaciones a la Teoria Matematica de la Eleccién Social.

V. Comentarios finales.

I. RESULTADOS SOBRE n-MEDIAS GENERALIZADAS ALGEBRAICAS

TEOREMA 1. Sean (X,+) un grupo, y F' : X™ — X una n-media algebrai-
ca para X. Entonces se tiene:

(i) El grupo (X,+) es abeliano (esto es, x +y = y + & para todo z,y € X),

(ii) X esn-divisible, es decir, para cada x € X existe un inicoy € X tal que
n-y = x. Ademds la aplicacién que envia * € X en el correspondiente
elemento y € X tal que n -y = x es un automorfismo de X.

Demostracidn. (Aparece, esencialmente, en Eckmann [25] y Chichilnisky y
Heal [22]. Pueden verse ideas similares en los trabajos de Aumann [4], Keesling
[32] y Candeal e Indurdin [11].)
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(i) Sea “e” el elememto neutro de la estructura de grupo (X,+). Por
unanimidad resulta que F(t,...,t) = t, para todo t € X. Pero F(t,...,t) =
F(t.e,...,e)+ F(e,t,e....,e)+ -+ F(e,...,e,t). Por anonimato, resulta
ahora F(t,....t)=mn-F(t,e, ... e).

Como F es homomorfismo, obtenemos t = F(t,...,t) = F(n-t,e,...,e).
Asiv+y=Fn-(x+y)e...,e) = F((zx+y)+... nveces -~ + (z + y),
e.....e)=F(x,e,...,e)+ Fly+(z+y)+... n—1veces ---+(x+y),e,...,e).
De nuevo por anonimato: F(z,e,...,e) = F(e,z,e,...,€).

Finalmente F(z,e,...,e)+ F(y+ (x+y)+... n—1 veces -+~ + (a:+y),e,
....e) = Fle,xz,e,....e) + Fly + (x +y) + - + (& + y),e,....e) =
( (x4+y)+-+(@+y),re...,e) = Fly+(x+y)+-- (a:+y)
..e)+ Fle,x,e,....e) = Fly+ (x+y)+--- +(:v+y),e,..., ) + F(z,
...e) = Fy+ (@ +y)+ ... n—1lveces --- + (x + y) + x,e,...,€) =

F( (y+a)e....e)=y+a

(i1) Observemos quez = F(z,...,z) = F(nz,e,...,e) =n-F(z,e,...,e).
Seay = F(x,e,...,e)y veamos que y es el unico elemento tal que n-y = x: De
hecho, si n-z = x, entonces, siendo —z el opuesto de z, se sigue por el apartado
(i) que n-(y—=z) = e. Asiquee = F(e,e,...,e) = F(n-(y—=z),e,...,e) =y—=z.
Por consiguiente z = y.

Para cada x € X definimos ahora F*(x) = y, con y € X el inico elemento
tal que n-y = x. F* es, claramente, un homomorfismo de grupos, y se tiene
que F*(n-x)=n-F*(2) =n-y=2a (¢ € X). Asi F* es epimorfismo. Por
otra parte, la inyectividad de F'* ha sido ya establecida. 1

COROLARIO 1. Sea (X,+) un grupo que admita una n-media algebraica
para todo valor de n € N. Entonces (X,+) es un grupo abeliano divisible
_ (L.e.: es n-divisible para todo n € N) libre de torsién (i.e.: si para ciertos
x € X,n € N se cumple n-x = e, entonces a la fuerza x = e; en otras
palabras, (X,+) no posee elementos nilpotentes). EI reciproco también es
cierto.

Demostracion. (Aparece, por ejemplo, en Chichilnisky [18].) Usando el
Teorema 1, lo inico no inmediato es el reciproco. Para verlo, basta observar
que, dadosn € Ny xy,...,x, € X, por divisibilidad, existe un tinico elemento
F(xy,...,x,) € X tal que n- F(xy,...,2,) = x; +--- + x,. La aplicacién F
asi definida es claramente una n-media generalizada algebraica. |1

Notas 2. (i) De la demostracién del Teorema 1 y Corolario 1 anteriores se
deduce inmediatamente que un grupo (G,+) es n-divisible si y sélo si admite
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una n-media generalizada algebraica. Por ejemplo: El grupo ciclico Z/p - Z
admite una g¢-regla si y sélo si ¢ es primo con p (p,q € N).

(ii) Los grupos abelianos divisibles y libres de torsién son isomorfos a
una suma directa de copias de Q, y viceversa. En otras palabras, se trata
precisamente de los espacios vectoriales sobre el cuerpo Q de los nimeros
racionales. Este hecho puede verse demostrado en Kaplansky [31, p. 10]. En
particular, tales grupos han de ser infinitos.

Un caso particular significativo se da cuando queremos definir alguna
n-media generalizada algebraica sobre un espacio vectorial real. No es difi-
cil, a partir del Teorema 1 y del Corolario 1, obtener el resultado siguiente:

COROLARIO 2. La itinica n-media algebraica que puede definirse sobre un
espacio vectorial real X es la media aritmética ® definida mediante ®(x,,...,
) =(1/n)-(x;+---+x,), para z1,...,2, € X.

La demostracién es un ejercicio sencillo y aparece, por ejemplo, en Candeal,
Indurdin y Uriarte [12]. A la aplicacién @ se le suele denominar también media
convexa.

II. APLICACIONES A GRUPOS TOPOLOGICOS

El estudio de grupos topoldgicos se realiza tanto en su vertiente algebraica
en cuanto grupos, como en su vertiente topoldgica, como variedades topoldgi-
cas, en las que a su vez cabe emplear técnicas propias de, ponemos por caso,
Topologia Algebraica como el cilculo de grupos de homotopia y homologia,
etc. Entre las técnicas usuales estd el empleo de otros grupos asociados, que
proporcionan valiosa informacién a cerca del grupo topolégico que se pretenda
estudiar. Dado un grupo topoldgico G, entre estos posibles grupos podemos
encontrar el de los automorfismos de G, Aut(G); el de los homomorfismos
de G en el grupo aditivo de los nimeros enteros, Hom (G,Z); o en los rea-
les, Hom (G, R); o en el grupo multiplicativo S* de los nimeros complejos de
médulo unidad, Hom (G, S*). Si de este tltimo consideramos el subgrupo de
los homomorfismos continuos de G en S, obtenemos el denominado grupo
de caracteres de G, o grupo dual de Pontryagin del grupo G, al cual se suele
denotar G~. Cuando G es abeliano y localmente compacto, a este grupo de
caracteres se le puede dotar de una topologia adecuada (la inducida por las
funciones de L!(G), con respecto a la medida de Haar en G) que lo convier-
te en grupo topolégico con buenas propiedades en relacién con la estructura
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topoldgica de G. Para mads detalles, acerca de estas construcciones y sobre la
teoria general de grupos topoldgicos, puede consultarse Rudin [39].

En lo que sigue vamos a trabajar con un grupo topolégico abeliano, conexo,
localmente compacto y Hausdorff, (G,+), sobre el que estudiaremos medias
generalizadas, tanto algebraicas como topoldgicas.

LEMA 1. Sea G un grupo abeliano topolégico conexo, localmente compacto
v Hausdorff. Entonces, el primer grupo de homotopia de G, m,(G), es isomorfo
aHom (G™,Z) y también a Hom (S', G). Ademds, para todo k > 1, los grupos
de homotopia 7, (G) son todos triviales.

La demostracién puede verse en Enochs [28] o en Sigmon [40].

LEMA 2. Sea (G,+) un grupo abeliano topolégico conexo, compacto y
Hausdorff. y supongamos que existe una n-media generalizada algebraica ®
para G. Entonces ® es también una n-media topoldgica. (En otras palabras,
$ es continua.)

Demostracion. Aparece en Keesling [32].Veamos una prueba alternativa
sencilla: Por el Teorema 1, la aplicacién &~ : G — G dada por &7 (¢) =
®(g,e,...,e) es un automorfismo. Para ver que ¢~ es continua, tomemos una
red {¢a }acr en G que converja a un elemento gy € G. Por compacidad de G,
existe una subred (que denotaremos igual) tal que existe el limite

h=1lim®(g,,e,...,e) =lIm P (g,) .
Por continuidad de la operaciéon del grupo (repetida n veces), se sigue que
n-h=1lmn:?(gs, e ,e)] =lim(gs) = go,

por tanto h = ®(gg,e,...,e) = P (go).

Se sigue ahora, utilizando de nuevo el Teorema 1, que la aplicacién ®, al
ser D(xy,...,x,) =P(x)+-+2py,6,...,e) =D (x; +---+x,), es de hecho
continua y por tanto es una n-media topoldgica en G. 1

LeMA 3. Sea X un espacio topolégico conexo. Si existe una n-media
generalizada topolégica para X, entonces existe una n-media algebraica ge-
neralizada para cualquier grupo de homotopia de X.

Este hecho fue ya advertido por Eckmann en [25] y resulta un ejercicio
sencillo a partir de las propiedades elementales del funtor de homotopia.
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TEOREMA 2. Sea (G,+) un grupo topoldgico conexo, compacto y Haus-
dorff, y supongamos que existe para G una n-media generalizada, bien alge-
braica o bien topoldgica, ®. Entonces todos los grupos de homotopia de G
son triviales.

Demostracion. Aparece, esencialmente, en Keesling [32]. Veamos una
prueba alternativa: Por el Lema 2, podemos trabajar uinicamente con medias
topolégicas. Por el Lema 1, bastard ver que m;(G) es trivial. Supongamos pues
que existe una n-media generalizada topolégica ® para G. Por el Lema 3, ®
induce una n-media algebraica ®* para m;(G), primer grupo de homotopia
de G. Ademads, por el Teorema 1, ®* induce un automorfismo ®*~ en m;(G)
dado por ®*7(s) = ®*(s,e,...,e). Ahora, de nuevo por el Lema 1, llegamos al
siguiente hecho: Si la aplicacion @*~, entendida ahora como de Hom (G™,Z)
sobre Hom (G, Z), y dada por ®**(f) = f/n, es un automorfismo, entonces
para cada f € Hom(G™,Z)y ¢~ € G~, n divide a f(¢7), y reiterando este
proceso, n? divide a f(¢g~) para todo p € N. Esto sélo es posible cuando
Hom (G~,Z)={0}. 1

COROLARIO 3. Bajo las condiciones de Teorema 2, y en el supuesto de que
G sea ademés un complejo celular parafinito, son equivalentes las siguientes
afirmaciones:

(i
(i

) Para algiin n > 1, existe una n-media topolégica para G,

)
(ili) G es contractible,

)

Todos los grupos de homotopia de G son triviales,

(iv) Para todo n > 1, existe una n-media topoldgica para G.

(Un ejemplo de grupo topoldgico en las condiciones del enunciado es el toro
St x St

Demostracion. (i) = (ii) Es una consecuencia directa de la prueba del Teo-
rema 2.

(ii) = (iii) Un complejo celular parafinito tal que todos sus grupos de
homotopia sean triviales debe ser contractible (Rohlin y Fuchs [38, p. 446], o
Fomenko, Fuchs y Gutenmacher 29, p. 77]).

(iii) = (iv) Este resultado, probado por Chichilnisky y Heal en [22], se
conoce como la resolucién de la paradoja de la Eleccién Social. (Otra prueba
puede verse en Candeal e Indurdin [11].)

(iv) = (i) Es obvio. 1 ’
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III. DIVERSAS TECNICAS TOPOLOGICAS EN RELACION CON MEDIAS
GENERALIZADAS

En este parrafo nos detendremos en técnicas cldsicas de Topologia (en su
mayoria de Topologia Algebraica) para el cdlculo de medias generalizadas. En
realidad, los resultados que vamos a incluir podrian encajar en la seccién an-
terior de los grupos topolégicos, o en la siguiente, de aplicaciones a la Eleccién
Social. Y también, en algun resultado ya expuesto, hemos utilizado técnicas
propias de Topologia Algebraica. No obstante, hemos querido hacer aqui un
resumen, que creemos ilustrativo para quien trabaje en estos temas, de las
principales técnicas de Topologia Algebraica que se emplean en este contexto
de medias generalizadas.

En las construcciones anteriores hemos trabajado, fundamentalmente, con
grupos de homotopia. Asi ocurre, en general, en la mayoria de los trabajos
cldsicos sobre el tema (véase, por ejemplo, Aumann [4], Eckmann [25], Enochs
[28] o Keesling [32]). Sin embargo, no hay ningin inconveniente en mane-
jar también grupos de homologia o de cohomologia. Asi se hace también en
Enochs [28] y en Keesling [32]. Los trabajos cldsicos de Chichilnisky [14, 15]
y el de Chichilnisky y Heal [22] emplean ambas técnicas (homotopia y homo-
logia). Cabe decir que ambas técnicas estdn claramente relacionadas. Asi,
ya en el Lema 1 hemos utilizado la identificacién entre un grt'lpo fundamental
de homotopia y un adecuado grupo de homomorfismos, cldsico en homologia.
Otro resultado de gran utilidad en estas técnicas es el teorema de isomorfia de
Hurewicz (véase Spanier [41, Th. 5, p. 398]), que establece la isomorfia entre
el primero de los grupos de homotopia que sea no trivial, sea éste el k-ésimo,
y el correspondiente k-ésimo grupo de homologia de una variedad topoldgica
simplemente conexa. Este resultado ha sido ampliamente mencionado y uti-
lizado en los trabajos de Chichilnisky y Heal. Sin embargo, cabe anadir que
es posible demostrar el famoso resultado conocido como resolucién de la pa-
radoja de la eleccién social (Chichilnisky y Heal [22]) empleando tnicamente
técnicas de homotopia, sin mencién alguna a la homologia. Una demostracién
de esta naturaleza aparece en Candeal e Indurdin [11] y, en esencia, también en
Chichilnisky [19]. (Se verd més adelante en el Teorema 5 del presente trabajo.)

Técnicas de Topologia Diferencial, fundamentalmente de teoria de folia-
ciones, fueron empleadas en Chichilnisky [14, 15], donde aparece probado
que ciertos espacios de foliaciones de dimensién infinita no admiten ninguna
n-media generalizada topoldgica. En general, a esta familia de resultados
acerca de la no existencia de n-medias topolégicas sobre ciertos espacios to-
poldgicos (ya hemos visto otros ejemplos, a saber: las esferas k-dimensionales,
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que son complejos celulares parafinitos no contractibles) se les conoce como
teoremas de imposibilidad de Chichilnisky.

También han sido utilizadas técnicas propias de matemdtica discreta y
combinatoria para probar versiones discretas de los teoremas de imposibilidad
anteriores. Una buena muestra aparece en Baigent [7].

Otras técnicas topolégicas pasan por considerar adecuadas topologias co-
clentes y espacios cociente. Asi, si X es un espacio topoldgico Hausdorff,
encontrar una n-media topolégica para X equivale a encontrar una aplicacién
continua y undnime definida en un espacio Y, que aparece como un cociente
de X' identificando n-uplas que se obtengan una de otra por reordenacion.
(Con este cociente la condicién de anonimato desaparece al venir implicita en
la propia construccién del cociente.) Esta simple observacién aparecié en Bai-
gent [6], y aunque muy sencilla, da lugar a pruebas alternativas no triviales de
alguno de los teoremas de imposibilidad de Chichilnisky. Por ejemplo, cuando
n =2y X = S, el espacio cociente que aparece puede identificarse con una
banda de Moebius, y la no existencia de 2-reglas topoldgicas para este caso
se deduce del hecho topolégico de que una banda de Moebius no puede de-
formarse continuamente en su frontera. Toda esta argumentaciéon puede verse
en Candeal e Indurdin [10]. Argumentaciones parecidas, con un determinado
cociente, aparecen también en Chichilnisky [13]. Cabe ahadir también que ya
en Aumann [4] aparece una prueba de la no existencia de 2-medias topoldgicas
para S', con una argumentacion completamente distinta, que recuerda a las
de la geometria diferencial intrinseca de curvas.

Veamos ahora alguna nueva aplicacién a grupos topoldgicos en la que apa-
recen conceptos nuevos de topologia algebraica, como, por ejemplo, grupos de
cohomologia.

TEOREMA 3. Sea G un grupo abeliano topolégico compacto, conexo y
Hausdorff. Entonces son equivalentes las afirmaciones siguientes:
(i) Existe una n-media algebraica para G,
(ii) Existe una n-media topoldgica para G,

(iii) Existe una n-media algebraica continua (luego también es n-media topo-
logica) para G,

(iv) El grupo de cohomologia H* (G, Z) es n-divisible,
(v) El grupo de cohomologia H'(G,Z,) es trivial,
(vi) El grupo dual de Pontryagin de G, G™, es n-divisible,
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(vil) G es n-divisible.

Hay varias iimplicaciones que se deducen ficilmente de resultados anterio-
res. Para una prucha completa véase Keesling [32].

Notas 3. (1) A partir del Teorema 3 podria obtenerse una prueba sencilla
del Teorema 20 La existencia de una n-media algebraica o topoldgica implica
(ue ol grupo dual de Pontryvagin de G. G . es n-divisible. Ahora bien, si para
cualquier ¢7 € G7 v f € Hom (G™,Z) ocurriera que f(¢g~) # 0, entonces n?
seria divisor de f(g~ ). para todo p € N. Esto es claramente una contradiccién.
En consecuencia Hom (G™,Z) = {0}.

(i) Combinando el Corolario 3 con el Teorema 3, aparecen més equiva-
lencias para el caso de grupos topoldgicos abelianos, conexos, compactos y
Hausdorff que sean complejos celulares parafinitos. Por ejemplo, la existen-
cia de una n-media generalizada (algebraica o topoldgica) para algin n > 1
equivale a la existencia de n-medias para todos los valores de n.

(iii) A partir del Teorema 3 se obtiene la no existencia de n-medias ge-
neralizadas (ni algebraicas ni topoldgicas) sobre la circunferencia unidad S?,
va que m(S') = Z. Se sabe (véase por ejemplo Chichilnisky [15]) que este
resultado se generaliza a las esferas S* (k > 1). Pero ahora, hay que hacer
notar que esto ya no se sigue del Teorema 3, ya que tales esferas no son grupos
topoldgicos. Sin embargo, son espacios topoldgicos conexos, y es bien conoci-
do que los grupos de homotopia m,(S*) son todos isomorfos al grupo aditivo
de los enteros (Z,+), asi que la existencia de una n-media topoldgica para
Sk implicaria la existencia de una n-media algebraica para (Z,+), que no es
n-divisible. Hemos probado asi el resultado de imposibilidad que afirma que
no existe ninguna n-media generalizada topoldgica (n > 1) para S* (k > 1).
(Véase Aumann [4], Chichilnisky [18], Rasmussen [37] o Candeal e Indurdin
(11].)

(iv) Existen ejemplos no triviales de grupos topolégicos compactos y co-
nexos que admiten una n-media para todo n.

Para ello necesitamos conocer algtn resultado previo, como el hecho que
afirma que un grupo topoldgico abeliano, compacto y Hausdorff es conexo si
v sdlo si su dual de Pontryagin es libre de torsién (Rudin [39, p. 47]); el hecho
de que dado un grupo topolégico abeliano G conexo, localmente compacto
v Hausdorff, su segundo dual de Pontryagin (G™)~ es isomorfo, como grupo
topoldgico, a G (Rudin [39, p, 28]); vy finalmente, el hecho de que si un grupo
topolégico abeliano, conexo, localmente compacto y Hausdorff G es discreto,
entonces su dual de Pontryagin G~ es compacto, y si G es compacto, entonces
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su dual de Pontryagin G™ es discreto.

Asi, tenemos el grupo aditivo de los nimeos racionales (Q,+) dotado de
la topologia discreta. Su dual (Q, discreta)™ es compacto y, a su vez, su dual
(Q, discreta) serd libre de torsién. Asi, (Q, discreta)™ es conexo. Obviamente
(Q, discreta)”™ ", que identificaremos con (Q, discreta), es divisible, luego por el
Corolario 1 y el Lema 2 existe una n-media (algebraica y topoldgica) para (Q,
discreta), para cualquier n € N.

Los resultados del Teorema 3 pueden extenderse al caso de grupos topo-
légicos abelianos, conexos, localmente compactos y Hausdorff. Se tiene asi el
siguiente resultado:

TEOREMA 4. Sea G un grupo topoldgico abeliano, localmente compacto,
conexo v Hausdorff. Entonces son equivalentes las siguientes afirmaciones:

(i) Existe una n-media algebraica para G,
(ii) Existe una n-media topoldgica para G,

(iii) Existe una n-media algebraica continua (luego también es n-media topo-
logica) para G,

(iv) El grupo dual de Pontryagin de G, G™, es n-divisible,

(v) G es n-divisible.

Demostracion. La clave para la demostracion es el hecho siguiente: Si G
es un grupo topoldgico abeliano, conexo, localmente compacto y Hausdorff,
entonces G es isomorfo como grupo topolégico al producto directo de un grupo
topolégico abeliano, compacto, conexo y Hausdorff K, por un nimero finito
de copias de la recta real R (en otras palabras, G se puede identificar con
K x R*, para algin n € N). (Véase Rudin [39, Th. 2.4.1], o Hewitt y Ross
[30, Th 9.14]. Pueden verse también resultados similares en Wu [43].) A partir
de aqui la prueba es ya sencilla. 1

IV. APLICACIONES A LA TEORIA MATEMATICA DE LA ELECCION SOCIAL

Como ya hemos ido indicando en apartados anteriores, la clave de estas
aplicaciones es la posibilidad de construir modelos de eleccion social en los que
haya resultados de posibilidad, como es el modelo de eleccién social de Chi-
chilnisky. Ademds, bajo condiciones topolégicas adecuadas para los modelos
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econémicos puede decirse cuando van a existir esos resultados de posibilidad,
a saber: cuando el espacio de preferencias sea contractible.

El resultado fundamental, ya comentado anteriormente y conocido como
resolucion de la paradoja de la eleccion social de Chichilnisky y Heal, es el
siguiente:

TEOREMA 5. Sea X un espacio de preferencias que sea un complejo celular
parafinito. Entonces existe una n-media topoldgica para X, para todon € N,
siy solo si X es un espacio topoldgico contractible.

Demostracion. La implicacién directa ha sido ya comentada en el Corolario
3. La prueba de la implicacién reciproca, esto es, el hecho de que un espacio
contractible admita n-medias topoldgicas para todos los valores de n, puede
verse en Chichilnisky y Heal [22] o en Candeal e Indurdin [11]. La idea para
esta demostracién es considerar X encajado en RV, espacio de sucesiones de
nimeros reales, y tomar la envoltura convexa cerrada I (X) del espacio de
preferencias. Se prueba que K(X) es también contractible. Al ser K(X)
convexo tiene sentido, para cada valor de n, definir la media convexa de n-uplas
de I'(X). Puede verse también que K (X) puede deformarse continuamente a
X. Se prueba finalmente que la composicién de la inclusién de X™ en [K(X)]",
la media convexa de n-uplas de K(X) y la deformacién continua de K'(X) en
X es una n-media topoldgica sobre X. |1

Cabe anadir que al ser el resultado anterior una caracterizacién, con técni-
cas de eleccién social podriamos caracterizar algunos espacios contractibles, en
el marco de los complejos celulares parafinitos: El problema quedaria resuelto
si somos capaces de identificar el espacio en cuestién como un adecuado espa-
cio de preferencias en el que sea posible disenar una regla de eleccién social
continua.

V. COMENTARIOS FINALES

Veamos a continuacidon una reseiia de lineas de investigacién abiertas en
torno a estos conceptos de medias generalizadas.

A. Una nueva linea, relacionada con Eleccién Social, consiste en buscar
generalizaciones al caso infinito, llegando a un concepto de co-medias genera-
lizadas, algebraicas o topoldgicas. Aqui resulta también clave el precisar con
qué tipo de infinitud se va a trabajar. En el caso de manejar un infinito nu-
merable, llamando X™ al conjunto de las sucesiones con términos en el espacio
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topologico X, cabe definir un concepto de oc-media topoldgica. Sin embargo,
para ello hav que precisar qué va a entenderse por respeto del anonimato. y
qué tipo de continuidad se va a exigir. La generalizacién del respeto de la
unanimidad no ofrece problemas.

Asi. con respecto a la propiedad de anonimato, suele distinguirse entre un
anonimato débil (considerando reglas de agregacidén que actuan igual sobre
sucesiones ue s6lo difieren en un nimero finito de términos), y un anonimato
fuerte (counsiderando reglas de agregacion que actuan igual sobre sucesiones
que se obtengan una de otra por permutacion de términos, afecte esta permu-
tacién a una cantidad finita o infinita de los mismos). Con respecto al tipo
de continuidad, que claramente depende de la topologia que se escoge en X,
se observa ue la topologia producto da malos resultados (no existencia de re-
glas de agregacion), y que resulta mds adecuada una topologia uniforme cuya
subbase la constituyan conjuntos que sean producto numerable de abiertos de
X: Iiend; , A, abierto de X para todo 7 € N.

Este tema ha sido ampliamente abordado en los articulos de Lauwers [34],
Lauwers y van Liedekerke [35] y Efimov y Koshevoy [27].

Una nueva posible generalizacién, en la linea de lo anterior, consistiria
en buscar modelos en los que quepa una cantidad infinita no numerable de
factores X. Si en el caso numerable el espacio X™ puede identificarse, conjun-
tistamente, como el conjunto de las aplicaciones de N en X, ahora, en el caso
continuo, parece oportuno manejar, por ejemplo, espacios de funciones de R
en X con adecuadas topologias. Aunque hay algtn trabajo al respecto (véase,
por ejemplo, Candeal, Chichilnisky e Indurdin [9]), esta tltima linea estd atin
bastante abierta.

B. Otras lineas trabajan con aplicaciones que, a primera vista, pueden
parecer mas inesperadas. Asi, por ejemplo, en Lauwers y van Liedekerke [35] se
han estudiado conexiones entre esta teoria de medias generalizadas y la Iégica
de primer orden. Eun el excelente articulo de Chichilnisky [21] se encuentra una
amplia gama de nuevas aplicaciones de las medias generalizadas topoldgicas,
que van desde la Teoria Matematica del Equilibrio General Econémico, hasta
la demostracién alternativa de teoremas cldsicos sobre puntos fijos, pasando
por nuevos resultados en Andlisis Convexo.

Baryshnikov [8] da una unificacién topolégica entre teoremas de imposibili-
dad que podriamos llamar combinatorios derivados del Teorema de Arrow que
mencionamos en la introduccidén, y otros teoremas de imposibilidad derivados
del modelo de Chichilnisky. Esta linea de unificacién de distintos modelos de
eleccién social tiene algin precedente en Chichilnisky [16] y algunas de las
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técnicas (ue se emplean se utilizan también en Chichilnisky [21].

Por dltimo cabe anadir que también se han encoutrado aplicaciones de
las medias generalizadas a la Teoria de Juegos (véase Chichilnisky [20] o Chi-
chilnisky v Heal [23]) v conexiones con la Teoria de la Medida (véase Rasmu-

ssen [37)).

[

[13]
[14]
[15]

[16]
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