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1. INTRODUCCION.

Para un conjunto I constituido por n elementos extraidos de una poblacién
total Z, en el que se dispone de informacién relativa a un conjunto de variables
cualitativas {V7},_, ; vy a una variable criterio ¥ que se relaciona con las
anteriores, existen distintos métodos para la construccion, a partir de dichos
datos, de arboles de decisién. Los coeficientes de asociacion obtenidos a partir
del estadistico x? medido sobre la matriz que cruza los nodos de un 4rbol de
decisién con las modalidades de la variable criterio Y, sirven para medir la
utilidad de ese arbol como predictor de Y, proporcionando una medida de
la calidad del 4rbol a partir de la cual pueden compararse las utilidades de
distintos drboles.

De acuerdo con las propiedades conocidas para el estadistico x? cualquiera
que sea la poda realizada en un drbol, en ningin caso produce un aumento
en el valor de dicho estadistico, que como consecuencia alcanza su maximo
valor, entre los asociados a todos los arboles construidos a partir de un mismo
conjunto de datos, en el llamado arbol maximo.

Teniendo en cuenta estos resultados, el presente trabajo se centra en el
estudio de la variacion en los coeficientes de Tschuprow y de Cramer por efecto
de un proceso de poda, debido al interés que estos coeficientes presentan como
medidas de la calidad de un drbol vélidas para seleccionar el drbol éptimo
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construido a partir de un conjunto de datos.

2. TERMINOLOGIA Y CONCEPTUALIZACION.

Se considera un conjunto de variables {V7},_;  ;, llamadas variables ex-
plicativas, cuyos valores son conocidos para los n elementos, denominados
ejemplos, de un conjunto I, llamado conjunto de aprendizaje, extraido de una
poblacién total Z. Relacionada con estas variables se considera una variable
Y, llamada variable criterio, conocida para los elementos de I; se supone que
esta variable es cualitativa y el conjunto de sus modalidades se representa por
D = {0k fr=1,er

Partiendo de los datos conocidos para las variables anteriores puede cons-
truirse una estructura en arbol, para presentar distintos niveles de asociacién
de los elementos del conjunto de aprendizaje, correspondientes a diferentes
grados de homogeneidad, de acuerdo con la informacién dada por el conjunto
de variables explicativas.

Fn un arbol 7' los nodos o vértices se corresponden con subconjuntos de I.
Se representa por z un nodo cualquiera de T, siendo n, el niimero de ejemplos
de I situados en z; cada una de las ramas que partiendo de un vértice llega
directamente a otro es un arco. Dados dos nodos z; y x5 de un arbol T, si
existe un arco que partiendo de z; llega a z, se dice que z; es nodo generador
de z3 y x5 es nodo sucesor de z;. Son nodos terminales de un arbol T" aquellos
que no tienen nodos sucesores. Todos los demds nodos de T se llaman nodos
interiores; en particular, el nodo interior que no tiene nodo generador se llama
nodo inicial o nodo raiz y se representa porz,. Para el drbol T, se representa
por T el conjunto de sus nodos terminales y 7° el de sus nodos interiores.
En particular, el arbol Ti,4, es aquél en cada uno de cuyos nodos terminales
o bien existe un unico elemento de I, o bien todos los elementos pertenecen a
la misma modalidad de la variable criterio Y.

Dado un nodo z de un drbol 7', se representa por 7, la rama de 7" generada
por z o subdarbol engendrado por el nodo x en el arbol T, es decir el arbol
formado por la parte de T' que contiene a z y a todos sus nodos sucesores
hasta llegar a los correspondientes nodos terminales; (7,)* representa dicha
rama eliminado el nodo z. Se llama poda del subdrbol T, de T" al hecho de
considerar en T" el nodo = como terminal eliminando toda su rama engendrada.
El arbol asi obtenido se representa por 7" = T — (T,)* y se llama subdrbol
podado de T'.
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3. EFECTO DE UN PROCESO DE PoDA EN EL COEFICIENTE DE
TSCHUPROW.
El coeficiente de Tschuprow se obtiene a partir de x? segiin la expresion:

X /n

SV oy ey

siendo m = card T y ¢ = card ).

PROPOSICION 1. La variacién producida en el coeficiente de Tschuprow
por la poda de la rama T, del arbol T viene dada por:

__Xn 1 Ax’
M

siendo Ax? y Am las variaciones en el estadistico x* y en el niimero de nodos
terminales de T, respectivamente.

Demostracidn. Al realizar la poda de la rama T, la variacién producida en
este coeficiente, suponiendo (m + Am) > 1, es:
AT =T'-T
(x*)'/n x*/n
Vim' =1)(c-1)  (m-1)(c-1)

B 1 X2+ Ax? x?
Conve—1

Jim—1)+Am Vm—-1
_ x> /n AN Ax®
B TR

donde Am =card 7, — 1. 11

PROPOSICION 2. El coeficiente de Tschuprow para el drbol Tmix es:

c—1
Trnix =[5
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Demostracion. Puesto que x7, .. = (¢ —1)ny Am = —card Tmax + 1, se
sigue que
c—1 c—1
TTméx =
V(Mmrpae — 1) (¢ — 1) card Tmax — "

De acuerdo con este resultado, como en cada uno de los nodos terminales de
Tmax todos los elementos pertenecen a una determinada modalidad, el ntimero
de nodos debe ser mayor o igual que el de modalidades de Y; por tanto, el
valor del coeficiente de Tschuprow es menor o igual que la unidad.

La variacién del coeficiente de Tschuprow por efecto de un proceso de poda
depende tanto de la variacién que dicho proceso produce en el estadistico x?
como en el nimero de nodos terminales. Por tanto, el miximo valor del
coeficiente no es necesariamente el correspondiente al arbol Tpz.. Asi, al
realizarse una poda en un arbol, el coeficiente x? no aumenta, mientras que el
valor de card 7 disminuye, pudiendo presentarse el caso de que una poda no
suponga disminucién del estadistico x?, con lo cual el valor del coeficiente de
Tschuprow aumenta.

4. EFECTO DE UN PROCESO DE PoODA EN EL COEFICIENTE DE CRAMER.

El coeficiente de Cramer se define mediante la expresién:

CR= x/n

min (m — 1,¢— 1)

PROPOSICION 3. La variacién producida en el coeficiente de Cramer por
efecto de la poda de la rama engendrada por el nodo z del drbol T' viene dada

por:

A 2 A n—1 .
T (m— 1)(1nm1+Am) An— (1 + X jAm) if m <c
— N — L 2 / .
A(CR) = (_C—f—)(T:l——lAﬁjn(l-}_ 20—;1—1A—m) if m4+Am<ec<m
T if ¢c<m+Am

Demostracion. La variacion producida en este coeficiente por efecto de la
poda es: A(CR) = (CR)' — CR donde (CR)' es el valor del coeficiente de
Cramer para el &rbol 7" =T — (T,)* y CR es el correspondiente al drbol T
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Por la misma definicién se tiene:

B L B (x* + Ax?)/n _ x*/n
A(CR) = (CR)' —CR = min(m + Am —1,¢c—1) min(m —1,¢—1)’

Se supone que (m + Am) > 1, y se analizan las tres situaciones siguientes:
1) Sim < c entonces min(m + Am —1,c—1) =m+ Am — 1 y min(m —
1,c—1) =m —1, con lo cual:

A /n X n
A(OR)_m—I-Am—l m—1

_X_z( 1 1 >+ Ax? B
Cn\m+Am—-1 m-1 n(m+Am—1)

X —Am Ax? 1
?(m—l)(m—1+Am)+ n (m—1)+Am
X —Am <1+AX2m—1>
n (m—1)(m—1+ Am) x: —Am)’

2) Si m+ Am < ¢ < m entonces min(m + Am — 1,¢c—1) =m+ Am — 1
y min(m — 1,¢ — 1) = ¢ — 1. Por tanto:

A /0 X n
A(CR)_erAm—l c—1

_X2< 1 N Ax? 1 )
B m+Am—1  x*(m+Am-—-1) c—1

n
X c—m— Am Ax?
_F<(m+Am—1)(c—1) X2(m+Am—1))
x> 1
n

:_(m+Am—1)(c—1) <c—m—Am+AX>§2(c—l)).

3) Si ¢ < m+ Am entonces min(m + Am —1,c—1) = c— 1y min(m —
1,¢ —1) = ¢ — 1. En consecuencia:

0 +Ax%)/n X AX
c—1 c—1 mnfc—1)

A(CR) =
De donde se concluye la tesis enunciada en la proposicién. 1

PROPOSICION 4. Si el niimero de nodos terminales del drbol podado T —
(T,)* es mayor o igual que el de modalidades de la variable Y, entonces el
coeficiente de Cramer no aumenta al realizarse la poda del nodo .
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Demostracidn. Segun lo obtenido en la proposicién anterior, si ¢ < m +
Am, se tiene:
Ax?
n(c—1)

y puesto que Ax? < 0, se verifica que A(CR) <0. 1

A(CR) =

PROPOSICION 5. El valor del coeficiente de Cramer para el drbol Ty sx €S
la unidad, es decir,
(CR)Tméx =1

Demostracion. Para el drbol Tysx es ¢ < m; luego:

_ (X*) Tinax _
(CR)Tméx - (C— 1)71 L.

En consecuencia para el coeficiente de Cramer la variacién por efecto de una
poda depende de la relacién existente entre el niimero de nodos terminales del
arbol Ty de su correspondiente podado T'— (7;,)* y el nimero de modalidades
de la variable criterio Y. En el caso de mayor interés, que es aquél en que
el niimero de nodos terminales del arbol podado es mayor o igual que el de
modalidades de Y, la poda no aumenta el valor de este coeficiente.
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