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1. INTRODUCTION

Dans ce travail, on se donne un processus de Markov standard a trajectoires
continues, et une fonctionnelle additive continue telle que E*(A,,) < oo, on
montre que si les fonctions X-harmoniques vérifient la propriété d’ellipticité
sur un ouvert D vérifiant E*(7p < oo) = 1, alors les fonctions (X, A)-
harmoniques vérifient aussi cette propriété. Comme application on peut con-
sidérer l'opérateur: L = 137, 2-(%; aija%j) — p ou les coefficients (a;;) vé-
rifient les propriétés de larticle [10], et p une mesure positive potentielle-
ment finie; les fonctions L-harmoniques positives dans un domaine borné
sont soit strictement positives, ou bien identiquement nulles. Ensuite; on
donne un critére de comparaison des fonctions X-harmoniques positives et
(X, A)-harmoniques positives. Comme application de ce critére, on montre
sous une certaine hypothese que si les fonctions X-harmoniques positives vé-
rifient 'inégalité de Harnack, alors le résultat est aussi vrai pour les fonctions
(X, A)-harmoniques positives.

2. RAPPELS ET DEFINITIONS

Soit X = (Q, M, M, X;,0;, P*) un processus de Markov standard & tra-
jectoires continues ayant (E,£) comme espace des états voir [3], E est supposé
localement compact a base dénombrable. Soit (A4;) une fonctionnelle additive

continue par rapport au processus (X;). On donne les définitions suivantes
dans Dynkin [8]

DEFINITION 1. Soit O un ouvert de E, f une fonction localement bornée
sur O, alors f sera appelée X-harmonique dans O si et seulement si pour tout

288



FONCTIONNELLE ADDITIVE ET ELLIPTICITE 289

D ouvert relativement compact de O (D C O) on a:
E*(f(X:p)) = f(z), VzeD (1)
ou 7p est le début du complémentaire de D dans O.

De la méme fagon on définit les fonctions (X, A)-harmoniques par:

DEFINITION 2. Soit O un ouvert de E, f une fonction localement bornée
sur O, alors f sera appelée (X, A)-harmonique dans O si et seulement si pour
tout D ouvert relativement compact de O (D C O) on a:

E*(f(X.,) exp(—4,,)) = f(z), Vz€D (2)
ol 7p est le début du complémentaire de D dans O.

Soit D un ouvert relativement compact de O, ou O est un ouvert fixé
de E, on supposera dans toute la suite que O vérifie la propriété suivante:
E*(10 < 00) = 1. Par exemple cette propriété est toujours vérifiée si X est
un processus de diffusion et O est un ouvert borné de R™, voir [8] et [12].

On pose SPf(z) = E* []” exp(—AA;) f(X;)dA;; on sait d’apres [3] que
(SP) est la résolvante associée au noyau SP f(z) = E® [[° f(X,)dA,. SiA=1
on notera S = PP.

Remarque 3. D’apres I’équation résolvante on a:

SP = PP 4+ 8PPP = PP + PPSP. (3)
3. FONCTIONNELLE ADDITIVE ET ELLIPTICITE

LEMME 4. Posons pour A € [0,+oo[, ¢(N) = Ez(exp(—)\ATD)f(XTD))
pour f borelienne bornée positive sur D. Alors ¢ est une fonction compléte-

ment monotone (donc logarithmiquement convexe).

Preuve. Remarquons d’abord que d’apres (3] on a:

¢(a) = PDf(:L') - OlSaDPDf(iE) (4)
= (I-a87)Ppf(x)

ou Ppf(z) = E*(f(X,,)), on sait aussi d’apres [3] que Pp (pour D ouvert)
opere de bO vers bO (bO étant I’ensemble des fonctions boreliennes bornées
sur O).
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Pour montrer que ¢ est compléetement monotone on va faire un raisonne-
ment par récurrence: (voir [7] et [13])

¢,()‘) = —S,{)PDf - )\(SfPDf)l

et (SPPpf) = gl_l_},l\ %ﬂ = gl_rg —S[?S/\DPDf = —(SP)*Ppf

= ¢'(\) = =S{PPpf + A(SY)* Pof
= =SY(I = ASY)Ppf
= =87 (p(N).
On en déduit facilement la formule de récurrence:
¢ (A) = nl(=1)"(S{)"(I = ASY)Pof -
D’ou ¢ est completement monotone sur [0, +oo[. 1

LEMME 5. Supposons que la fonctionnelle additive (A;) vérifie ’hypothése
E*(A.,) < oo ot D est un ouvert relativement compact dans O (D C O),
et soit f une fonction borelienne bornée positive sur D; et posons Qpf(z) =

Em(exp(—ATD) f (XTD)), alors on a I'inégalité suivante:

Vz €D, Qpf(x) > Ppf(z)exp [~ SP(Pof)(z)/Pof(@)].  (5)

Preuve. D’apres le lemme 1, puisque ¢ est complétement monotone sur
[0, +o00], elle est logarithmiquement convexe (voir [9]), donc on a:

$(1) = ¢(0) exp(¢'(0)/4(0))
ou ¢'(0) désigne la dérivée & droite de ¢ en 0. Or on a:
$(1) = B (exp(—A.,) f(X.,)) = Qo f (=)

$(0) = E*(f(X:,)) = Ppf(x)
~SP(Ppf)(=).

S
—
=}
~
Il

En effet: ,
¢'(\) = =SP(Ppf) + X (8°) Ppf

= ¢'(N) = =87 (I = ASY) Ppf = =87 ((N)
= ¢/(0) = —8”(¢(0)) = =S (Ppf)(z)

d’ou le résultat. 1
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THEOREME 6. Soit O un ouvert de E vérifiant la propriété suivante:
“3 D,, une suite d’ouverts relativement compacts dans O telle que D,, C D,
et O =, D,; et pour tout n dans N les fonctions X-harmoniques > 0 dans
D,, sont soit strictement positives ou bien identiquement nulles sur D,.” Si
(A;) est une fonctionnelle additive telle que E*(A,,) < oo, Vz € O. Alors
toute fonction (X, A)-harmonique positive dans O est soit strictement positive
ou bien identiquement nulle sur O.

Preuve. Soit u une fonction (X, A)-harmonique positive dans O, et soit
z € O tel que u(z) = 0; soit D,, un ouvert de la suite ci-dessus qui contient
z, puisque u est localement bornée dans O — u;p5, est bornée, posons alors
f= Uipr d’apres le lemme 5, on a:

¥ € Dn, Qp, f(3) > Pp, f(z) exp | — SP*(Pp, f)(z)/Pp, f (z)]

or u est (X, A)-harmonique donc
Qo f() = E*(exp(= Ay, Ju(Xs,,)) = u(z) = 0.

Donc ou bien Pp_ f(xz) = 0 ou exp [ — &P (Pan)(:v)/Pan(x)] = 0, or si
Pp, f(z) # 0 alors SP~(Pp, f)(z) < (supp, Pp.f). E* (A, ) < oo, donc
Pexponentielle ne s’annule pas en z, d’ou nécessairement Pp_f(xz) = 0, or
d’aprés Dynkin Th. II p. 25 [8], Pp, f est une fonction X-harmonique dans
D,, d’ou1 d’apres 'hypothese faite sur O

Pp,f(z)=0, VzeD,

mais on a Pp, f(z) = E*(f(X;,, )) = Qp, f(z) = u(z) donc u(z) =0,Vz €
D,,. Puis en faisant tendre n vers +o0o on trouve u = 0 sur O tout entier. §

EXEMPLE 1. On considere 'opérateur L = %A — u (ol p est une mesure
positive potentiellement finie), opérateur qui a déja été étudié par Feyel et de
la Pradelle voir [9]. On rappelle la définition et proposition suivantes dans [9].

DEFINITION 7. Soit u une fonction (o + p)-localement intégrable dans un
ouvert 0. On dira que u est L-harmonique, si et seulement si v est finement
continue, et Lu = 0 au sens des distributions. (o étant la mesure de Lebesgue
sur R™).

Soit X, le mouvement brownien associé a I’étude du Laplacien.
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PROPOSITION 8. Siu est localement bornée dans O alors on a les équiva-
lences suivantes:

(1) w est L-harmonique dans O;

(2) Pour tout ouvert relativement compact D de O / D C O on a:
E‘”(exp(—ATD)u(XTD)) =u(z), VYzeD

ou A; est la fonctionnelle additive associée a la mesure u, et Tp est le
début du complémentaire de D.

3 exp —At u Xt est une martingale locale sur lintervalle stochastique
=
[0, 70[.

En appliquant le théoréme précédent on retrouve un résultat dans [9].

PROPOSITION 9. Si O est un domaine borné de R™ (d’aprés Dynkin E* (7o
< 00) = 1) et p est potentiellement finie, c’est-a-dire G ,(z) = E*(A,,) < oo,
Vz € O. Alors toute fonction L-harmonique positive dans O est soit > 0 ou
bien identiquement nulle dans O.

Preuve. 1l suffit d’appliquer le théoréme en remarquant que O peut s’écrire
sous la forme O = J,, D,,, D,, C D,,;; et D,, un ouvert relativement compact
connexe, et utiliser le fait que les fonctions A-harmoniques > 0 sur un connexe
borné, sont soit strictement positives ou bien identiquement nulles. [

EXEMPLE 2. Si X; est un processus de diffusion associé & un opérateur
elliptique L sur D, ot D est un domaine borné de R". A, une fonctionnelle
additive continue par rapport & X, telle que E*(A,,) < oo, Vz € D. On
définit les fonctions X-harmoniques et (X, A)-harmoniques comme au début
de Particle. Et comme pour les diffusions on a toujours E*(7p < 0o) = 1 pour
tout domaine borné on a la proposition suivante:

PRrROPOSITION 10. Si D est un domaine borné de R", alors toute fonction
(X, A)-harmonique positive sur D est soit strictement positive sur D, ou bien
identiquement nulle sur D.

Remarque 11. Si A; est la fonctionnelle additive associée & une mesure de
Radon, potentiellement finie et négligeant les semi-polaires de X, et si D est
un domaine borné de R"™. Alors les fonctions (3L — p)-harmoniques positives
sur D, sont soit strictement positives, ou bien identiquement nulles sur D.
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EXEMPLE 3. D’une maniére générale, soit £ un espace harmonique fort
voir H.Bauer [2] elliptique telle que 1 soit hyperharmonique. Alors d’apres [2]
il existe un processus de Hunt & trajectoires continues X = (Q, M, M;, X;,
0, P*), tel que les fonctions hyperharmoniques positives coincident avec les
fonctions X-excessives.

PROPOSITION 12. f est harmonique dans O si et seulement si pour tout
ouvert relativement compact D dans O (D C O) on a:

B*(f(X5); 7p < 00) = f(a), Vze€D.
Preuve. Ilsuffit de remarquer d’apres [2] que la mesure harmonique relative
a un ouvert D s’écrit sous la forme E* (f(XTD) ; T < oo) =p2(f). 1

Soit A; une fonctionnelle additive par rapport & X; tel que E*(A,,) < oo,
Vz € O, (condition qui se réduit & G, < oo si I’espace harmonique E admet
une fonction de Green dans O, et si A; est la fonctionnelle additive associée a
1). Alors on a la proposition suivante: :

PROPOSITION 13. Si O est un ouvert connexe tel que E*(tp < o0) =
1, et si E est localement connexe, localement compact 4 base dénombrable.
Alors les fonctions (X, A)-harmoniques positives dans O sont soit strictement
positives, ou bien identiquement nulles sur O.

Preuve. 11 suffit d’écrire O = {J,, D,, ou les D,, sont connexe relativement
compact et D, C D, ., ensuite utiliser le théoréme 6 et le fait que F est un
espace harmonique elliptique. [

4. COMPARAISON DES MESURES HARMONIQUES Pp ET Qp

Soit D un ouvert relativement compact tel que D C O et E*(4,,) < oo,
Yz € D, alors on a la proposition suivante:

PROPOSITION 14. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes:

(1) 3¢ >0,V f borelienne bornée positive sur D on a:

Qpf(z) < Ppf(z) <cQpf(z), Yz €D (6)
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(2) 3¢ >0,V f borelienne bornée positive sur D on a:

SP(Ppf)(z) < cPpf(z), Yz €D (7)

Preuve. [=] D’apreés (1) 3¢ > 0, V f borelienne bornée positive sur D on
a: Ppf <cQpf, et puisque SP est un noyau positif SP Pp f < cSPQp f, mais
Qpf = Ppf —SP(Ppf) donc SP(Qpf) = SP(Ppf) — SPSP(Ppf).

—> SP(Pof) < c[SP(Ppf) = (SP(Ppf) — SP(Pof))]
car SPSP(Ppf) = SP(Ppf) — SP(Ppf) (équation résolvante).
— SP(Ppf) <SP (Pof) < cPpf

cette derniere inégalité est vraie, car Ppf est (SP)-surmédiane, c’est-a-dire
ASPPp f < Ppf,VA>0,en effet, il suffit de remarquer que Ppf — ASY Pp f
= @Qpf qui est positive puisque f 'est aussi.

[«<=] On peut prendre lesz € D |/ Ppf(z) > 0, pour les autres, il n’y
a rien & démontrer.

D’apres le lemme 2 on a:

Yz € D, Qpf(z) > Pof(z)exp |~ SP(Ppf)(x)/Pof(z)]
or dapres (2) SP(Ppf)(z)/Ppf(z) < c ou ¢ ne dépend que de D
Qpf(z) > Ppf(z)e™®.
Dot le résultat. N

EXEMPLE 4. Dans le cas de 'opérateur L = %A — i, la proposition précé-
dente peut se résumer a:

PROPOSITION 15. Les propriétés suivantes sont équivalentes si p est po-
tentiellement finie et D borné:

(1) pP et pP sont comparables, c’est-a-dire 3¢ >0 pP < pP < cpP,Vz €
D ou pP désigne la mesure L-harmonique dans D en z et p2 celle de A
dans D en x.

(2) 3k > 0,V f borelienne bornée positive sur D frontiére de D, on a

B [P (N(t)aA = GEE(S) - ) < KE(S), Vo eD. (8)
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Pour le théoreme suivant, on suppose que A; vérifie ’hypothese “E*(A,,)
< 00,Vxz € Q. Alors on a:

THEOREME 16. Les deux proprietés suivantes sont équivalentes:

(1) 3¢ >0,V f X-harmonique positive dans O :

SPf(z) <cf(z), YVzeD (9)

(2) 3k > 0, Vf X-harmonique positive dans O : 3f (X, A)-harmonique
positive dans D telle que:

f(z) < f(z) < kf(z), YzeD. (10)

(En effet on peut prendre: f(z) = Ez(exp(—ATD)fl-ﬁ(XTD)) ).

Preuve. [=>] Soit f X-harmonique positive dans O et posons

f(@) = B (exp(—Ar,) fip(Xrp))

montrons d’abord que f est (X, A)-harmonique dans D. Remarquons d’abord
que f(z) = (I = SP)(fip) = (I — PP)(fip), de la méme fagon que dans [14]
(pp. 224,225) on a la démonstration suivante:

montrons que Ex(exp(—As)(I - ’PD)f(XS)) = -PP)f(z),VS =1y, U

relativement compact dans D. En effet on a: E* ( exp(—As)(I—’PD)f(Xs)) =

E* ((exp(—As) f(Xs)) — E*(exp(—As)PP f(Xs) ), or on a exp(—As)PP f (Xs)
= exp(—As)EXs [[” exp(—A;) f(X;) dA;, on utilise la propriété de Markov
forte, et on trouve:

exp(—As)PP f(Xs)
+o00
= exp(—A4s)Es M, 08sf(Xyo00s)exp(—A,00s)dA,ys
0

B /STD exp(—A,) f(X,) dA,

D S
= B / exp(—A) f(X,) dA, — Es / exp(—Aq) f(X,) dA,
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ou Es désigne 'opérateur espérence conditionnelle par rapport a la tribu Mg,
et M, 'indicatrice de l'intervalle [0, 7p[. Donc

E*((exp(—As)(I — PP)f(Xs)) = B*(exp(=As)f(Xs)) — PP f(a)

. S
4B / exp(—A4,) f(X,) dA,

mais on a
! S
5" (exp(=As)f (Xs)+ [ exp(~A.)(X.)dAL)
S
= B*(exp(—A3)f(Xs)) + B7 | " exp(=A) df(X.)
S
— 5" [ dlexp(~A)f(X.)).
Ceci est vrai grace a la formule d’Ité (voir [6]). Donc
S
B (exp(—As)(I = PP)(Xs)) = B*( | e df(X,) + F(X0) = PP (a)

S
— f(z)+ B* / e Mdf(X,) — PP f(z).

Mais on a:

B | " exp(— A)df (X,) = E* /

en effet:

e

" exp(—A)df(X,) =0, ou S =1y;
B | " exp(~A)df (X,) = E* / " exp(—4) f(X,)dA,
L /OT” d((exp(~4)f(X,))

=PV f(z) + B* (exp(—A4r,) f(X,,)) — (@)
or d’apres (4) on a:
E*(exp(—4r,)f(Xr)) = Pof(z) = PUPuf(x) = f(z) — PV f (x)

car f est X-harmonique dans O (Pyf(z) = f(z)); d’ou

& [ " exp(— A0 df (X,) = PV f(z) — f(z) — PV f(z) + f(z) = 0.
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D’ot finalement Qp(I — PP)f = Qpf.
D’apres le lemme 5 on a:

f@) = B (exp(~A.,) fi5(X-))
> f(z)exp [ - SP(f)(@)/ ()]

(z)e

donc (2) est vérifiée. 5
[«<] Soit f X-harmonique positive dans O et soit f comme plus haut,
d’apres (2) f(z) < kf(z),Vz € D donc

§Pf(z) < kSPf(z)
< k(8P - SP)f())
= k(8P f(z) - PSP f(z))
or d’aprés ’équation résolvante on a SPSP = SP — 8P, d’ou il reste
SPf(x) <kSPf(z) < kf(x)
cette derniére inégalité est vraie car f est surmédiane pour (SP). |
Pour le théoréme suivant, on suppose que S°(1) est localement bornée:
THEOREME 17. Les deux proprietés suivantes sont équivalentes:
(1) 3¢ >0,V f X-harmonique positive dans O :

SPf(z) < cf(z), VzeD (11)

(2) 3k > 0, Vg (X, A)-harmonique positive dans O : 3§ X-harmonique
positive dans D telle que:

9(z) < g(z) < kg(z), VzeD. (12)

(En effet on peut prendre: §(z) = E*(95(X,,)) )-

D’ou ’en déduit le corollaire suivant:
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COROLLAIRE 18. Si on suppose que S°(1) est une fonction bornée, et que
les fonctions X-harmoniques positives vérifient 'inégalité de Harnack faible
dans l'ouvert O, alors on a la méme propriété pour les fonctions (X, A)-
harmoniques positives dans O.

Preuve. Soit K un compact dans O, prenons D relativement compact dans
O telle que K C D C D C O. Vérifions que le (1) du théoréme précédent
est vérifié: soit donc h une fonction X-harmonique positive dans O, puisque
h est bornée sur D, on a:

SPh(z) < SP(1)sup h(z) < S°(1) ¢ inf h(z) < Ch(z), Yz € D.

zeD z€D

Ou ¢ est la constante donnée par I'inégalité de Harnack pour les X-harmoni-
ques positives dans O. Donc d’apres le théoréme précédent on a: 3k > 0, Vg
(X, A)-harmonique positive dans O, 3§ X-harmonique positive dans D telle
que
9(z) < §(s) < kg(z), VzeD.

d’ou: .
supg(z) < supg(z) < c inf §(z) < ck inf g(z).
zeK zeK €K zeK

ou ¢, k ne dépendent ni de g nide g. |

APPLICATION 1. Sion prend le laplacien perturbé par une mesure de Ra-
don positive, alors on a:

COROLLAIRE 19. Soit O un domaine borné, si S°(1) = G°(u) est bornée
(G© est le noyau de Green associé au laplacien dans O), alors pour tout com-
pact K de O 3¢ > 0 telle que Yu (3A — p)-harmonique positive dans O, on
a:

< c inf .
:161112 u(z) < czngu(m)

On retrouve ainsi le théoreme 22 dans [9].

APPLICATION 2. Sion prend Au= 13,2 (ZJ a; 8”) ou (a;;) vérifient

i dx; j6zj

les hypotheses de [10]; alors on a le corollaire suivant:

COROLLAIRE 20. Soit O un domaine borné, si S°(1) = G°(u1) est bornée
(G© est le noyau de Green associé a l'opérateur A dans O), alors pour tout
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compact K de O 3¢ > 0 telle que Yu (A — p)-harmonique positive dans O,
on a:

< cinf .
:g{)u(m) <cinf u(z)

ou les fonctions (A — p)-harmoniques sont les solutions locales de A — p au
sens des distributions.

Dans ces deux exemples, on a vérifié I'inégalité de Harnack faible, en sup-

posont seulement que p est potentiellement bornée, qui est une hypothése trés
faible; voir [1], [4], [5] et [11].
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