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Dado un polinomio f perteneciente a K[z], determinar si existen otros dos
g y h de grado mayor que uno tales que f(z) = g(h(z)) = g o h, y, en caso
de que existan, encontrarlos, es conocido como problema de descomposicién
para polinomios. Cuando dicha descomposicién existe, problemas como la
evaluacién de f en un punto o la resolucién de la ecuacién f = 0 se pueden
resolver de manera mds simple. :

La generalizacién del problema de la descomposicién al caso de funciones
racionales es sin duda un problema més dificil. La descomposicién de funcio-
nes racionales ha sido estudiada ya en [10] y en [8]. Recientemente, en [11]
se presenta el primer algoritmo en tiempo polinomial para la descomposiciéon
de funciones racionales. No obstante dicho algoritmo requiere en uno de sus
pasos la factorizacién de un polinomio sobre un cuerpo de funciones algebrai-
cas. El propio Zippel comenta acerca de su algoritmo, que seria muy dificil
descomponer funciones racionales de grado superior a 10.

Nosotros presentamos en esta breve nota un algoritmo para la descomposi-
cién de funciones racionales siguiendo la idea de Barton&Zippel en [4] para el
caso de polinomios. Aunque nuestro algoritmo requiere en principio un nime-
ro exponencial, en el grado de f, de operaciones en el cuerpo K, resulta en la
préactica mas eficiente que el de Zippel, pues se pueden descomponer funciones
racionales de grado mucho mayor que la cota por él estimada. Finalmente
ponemos de manifiesto que el presente trabajo constituye un extracto de una
parte de [2] que ha aparecido recientemente.

*Parcialmente subvencionado por TIC-1026-CE y Esprit Bra-POSSO. 6846.
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1. Sea K un cuerpo arbitrario. Denotaremos por K(z) al cuerpo de
las funciones racionales y por S al conjunto de las funciones racionales no
constantes. Consideraremos en S la operacién de la composicién (denotada
por o) respecto de la cual S es un semigrupo con identidad z. El grupo de
las unidades en S serdn las funciones racionales de la forma (az + b)/(cz + d)
tales que ad — cb # 0, y su inversa es (dz — b)/(—cz + a).

1.1. Hechas estas consideraciones, diremos que f € S es indescomponible
si no es una unidad y toda expresién de la forma f = goh congy hen S,
implica que 6 bien g 6 bien h es unidad.

1.2. Una descomposicién de f es un conjunto de funciones racionales
fiy-eo s fr € S tales que f = fio---0 f,. A las f; se les denomina compo-
nentes de la descomposicion y ésta se dice completa si las componentes son
indescomponibles.

1.3. Dos descomposiciones de f = fio---0 f. = g; 0--- 0 g se dicen
equivalentes, si 7 = s y existen unidades u,, ..., u,_; tales que : g; = f; o uy,
gi=ujliofiou; 1<j<r)yg, =uliof.

Entre las miltiples propiedades de la descomposicién de funciones racio-
nales mencionaremos las siguientes:

(i) El grado es multiplicativo respecto a la composicién. Por grado de una
funcién racional entenderemos el maximo de los grados del numerador y
denominador de su forma reducida.

(ii) f € S es una unidad si y sélo si su grado es 1.

(iii) Si f,h € Sy f = go h, entonces g estd univocamente determinada por
fyh.

(iv) Una funcién racional de grado primo es indescomponible.

(v) Toda funcién racional de grado mayor que uno posee una descomposicién
completa.

(vi) Para toda funcién racional f existe una unidad u tal que f = uo f y

7(0) = 0.

2. Como herramienta fundamental en nuestro algoritmo de descompo-
sicién de funciones racionales, introducimos el concepto de polinomio casi-
separado. Un polinomio en dos variables a(z,y) € K|z, y] es casi-separado, si
existen otros dos polinomios univariados r, s en K[z] primos entre s, tales que
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a(z,y) = r(y)s(z) — r(z)s(y). Es ficil ver a partir de esta definicién, que un
polinomio casi-separado no tiene factores univariados. Como resultado clave
para la confeccion de nuestro algoritmo tenemos:

PROPOSICION 1. Sea K un cuerpo arbitrario y sean f = f,/fs,h = hn/hg
dos funciones racionales no constantes y en forma prima en K(z). Entonces
el polinomio en dos variables h,(y)hq(z) — hn(z)ha(y) divide a f,(y) fa(z) —
fulz) fa(y) siy sélo si f = goh para alguna funcién racional g € K(z).

Esta proposicién generaliza un resultado andlogo para polinomios, que es
bien conocido por los especialistas (véase [6], [5], [7] 6 [3]). La demostracién
de esta proposicién puede verse en [2].

3. Nuestro algoritmo de descomposicién estd basado en la proposicion 1
enunciada anteriormente. y consta de los siguientes pasos:

ALGORITMO.

INpUT: f = fo/fs € K(z).
OuTpUT: Una descomposicién completa de f =g, 0--- 0 g,.

D1. [Inicializacién| Sean gy(z) =z,i=1, g,(z)= g‘ﬂ%
id

D2. [Factorizacién] Factorizar f,(y)fa(z) — fu(z)fa(y) sobre Kly, z] en com-
ponentes irreducibles:

ao(y,:c) =Yy—-z, al(y7$)7 a’2(y7$)7"'7a'r(ya$)'

D3. [Busqueda de candidatos] Encontrar el polinomio casi-separado de grado
minimo, que sea producto de a;(y,z)’s y miltiplo de gi;_1), ()7 ;—-1)a(T)
—G(i-1)n(T)G(i—1)a(y). Denotemos este polinomio por:

Gin(¥)F5a(2) — Gin(2)Fia(y) -
D4. [Determinacién de componentes a izquierda] Planteamos y resolvemos
un sistema lineal cuyas indeterminadas serdn los coeficientes de la fun-
cién racional g;(z) tal que:

9:(z) = gi(g;-:(x)) -

D5. Si g;,(z) = f(z), entonces f(z) = g;(xz) o--- 0 g;(z). En otro caso
incrementamos ¢ en una unidad y repetimos todo desde D3.
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Un andlisis detallado de este algoritmo es bastante dificil, especialmente si
lo confrontamos con la experiencia practica. En el caso peor el algoritmo es
exponencial en el grado de la funcién racional f. No obstante, en la practica
parece que la mayor parte del tiempo se emplea en el paso D2.

Presentamos ahora un ejemplo de la implementacién en el paquete de calcu-
lo simbélico Maple V de nuestro algoritmo, realizado en un Macintosh Centrix
650. Obsérvese que se descomponen de manera efectiva funciones racionales
de grado superior a la cota estimada por Zippel.

EJEMPLO 2.
INPUT:
$24+$16+w8+1
f@) = — = I
z8(z® + 224 + 1)
OUTPUT:
[ 2¢2 — 1 z? z? —z
222z —1)" 222 —-1" 222 -1 z2+1

Computing time: 202.58 s. Words: 1017233.

4. Entre las multiples aplicaciones de la descomposicién de funciones ra-
cionales, queremos hacer hincapié en una aplicaciéon muy particular: el calculo
de subcuerpos de K(z). Dado f = f,./fs € K(z), estamos interesados en en-
contrar todos los cuerpos intermedios F, con K(f) C F C K(z). Este es un
clasico problema de Algebra como se menciona en [9]. Sabemos que hay sélo
un ntmero finito de dichos cuerpos intermedios, ya que es conocido, aplicando
el teorema de Luroth, que cada uno de ellos estd generado por una funcién
racional h(z) en K(z). Asi pues f = goh, con lo que las componentes a dere-
cha de f llevan a generadores de estos cuerpos intermedios. Existen solamente
un numero finito de componentes a derecha de f ya que, segin se puso de
manifiesto en la proposicién 1, cada una de ellas viene determinada por un
factor casi-separado del polinomio f,,(y)fa(z) — fu(z)fa(y).

Consideremos la funcién racional del ejemplo 2,

2+ 2% 428 41
f(m): 8 8 4 *
z8(z® + 1 + 2z4)

Existen ocho cuerpos entre K(z) y K(f(z)). Dichos cuerpos estdn generados
por las siguientes funciones racionales:

{ T 2 =T -zz TP -zt (1 +:c4)}
T
1—22 77 1422 1424 7 7 1—z% 1+2%8 1-—z12
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Mediante la proposicién 1 aplicada dos a dos a los generadores de los cuerpos
intermedios del ejemplo anterior, podemos computar la relacién de orden entre
ellos dada por la inclusién (observar que si f = g o h, entonces K(f) C K(h)).
Obtenemos asi el reticulo ordenado de todos los cuerpos intermedios. A partir
de dicho reticulo, podemos obtener todas las descomposiciones completas no
equivalentes de la funcién f. En el caso que nos ocupa se puede ver que f
posee seis descomposiciones no equivalentes.

Todos estos cdlculos se han realizado utilizando el paquete FRAC consis-
tente en una serie de procedimientos implementados en Maple V (véase [3] y
también [1]).
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