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1. INTRODUCTION

Le but de ce travail est de résoudre ’équation différentielle & retard sui-
vante

d
(1) { 2 () = Lz
2o = p € C 1= C(|-r,0;R"),

(L étant un opérateur linéaire borné de C dans R"), en la considérant comme
“perturbation” de ’équation “triviale” suivante :

d
(2) @t =0
zo = ¢ € C:= C([-1,0];R"),

dont la solution est connue explicitement.

La résolution se fait moyennant un résultat de la théorie d’extrapolation
pour les opérateurs de Hille-Yosida, qu’on présente dans la section 2. Dans
la section 3, on montre que le semi-groupe solution de (1) peut étre exprimé,
par une formule de la variation de la constante, comme perturbation bornée
du semi-groupe solution de (2).

2. NOTION D’EXTRAPOLATION POUR LES OPERATEURS DE HILLE-YOSIDA

Dans cette section on donne quelques définitions et résultats importants.
Pour plus de détail on donne comme références [1], [5], [6] et [9)].
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Soient (X ,||.]|) un espace de Banach et A un opérateur de Hille-Yosida de X
dans X & domaine D(A) non nécessairement dense.

On pose Xy, = D(A). On a le résultat suivant (cf. [4])

PROPOSITION 1. La part Ay, de I'opérateur A, défini par
D(Ay) ={zr € D(A) : Az € X}, Aoz = Az pourz € D(A),

engendre dans X, un Co-semi-groupe (Ty(t))i>0. De plus p(A) C p(Ao) et
pour tout A € p(A), (\ — Ag)~! est la restriction de (A\I — A)~! dans X;
(p(A) étant I'ensemble résolvent de A).

Pour simplifier la présentation de cette notion d’extrapolation, on suppose
que p(A) contient 0. On peut toujours se ramener & un tel cas, en considérant
lopérateur (A — AI), A € p(A). On munit X, de la norme suivante : ||z|_, =
457 =]

DEFINITION 2. On appelle espace d’extrapolation associé & Ay, noté X_;,
le complété de l'espace (X, ||.||_,)-

L’espace (X, ||-||_;) est dense dans X_;, et on a pour tout ¢ > 0, I'es-
timation

ITo(®)zll_, = | A5 To(t)z|| = |To(t) A5 z|| < M lz]|_,;

donc, pour tout t > 0, Ty(t) se prolonge d’une fagon unique sur X_;, en un
opérateur linéaire borné noté T_; (). On a alors le théoréme important suivant

(ct.[6]).

THEOREME 3. La famille d’opérateurs (T—;(t))¢>0 est un Cy-semi-groupe
dans X_;. Soit A_; son générateur infinitésimal. Les propriétés suivantes
sont vérifiées

(i) ||T—1(t)ﬂ7”£(x_l) = ”TO(t)x”c(xo)’ t20.
(if) D(A-1) = (Xo, [l-_,)-
(iii) A_; est le prolongement unique de A, dans X, de plus ce prolongement
est une isométrie de X, dans X _;.

(iv) (A_1)™' € L(X_1).

DEFINITION 4. Le Cy-semi-groupe (T-;(t))>o est le semi-groupe d’extra-
polation de (T (t))s>o0-
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En munissant X de la norme ||z||_, = ||A™'z||, le résultat suivant montre
que ’espace X est un espace intermédiaire entre X, et X_;. '

PROPOSITION 5. X, est un sous-espace dense de (X, || - ||-1) et Iinjection
de X dans X_, est continue. De plus A_, est une extension de A, et
(A_l)_IX == D(A)

Preuve. En effet, soit ' € X, alors A~'z € D(A). Pour ¢ > 0 il existe

z. € D(4Ao) tel que [|z. — A7'z|| < e. Ona |z, — A7z = ||Az. — 2| _,,
et Az, € X,, d’ou X, est dense dans (X,||-||_;). On déduit que 'espace
d’extrapolation X_; est aussi le complété de (X, ||-||_,), par suite X s’injecte

d’une fagon continue dans X_;.

D’autre part, soit z € D(A), A, étant générateur d’un Cy-semi-groupe
dans X, il existe une suite (z,), C D(A4) telle que ||z, —z| — 0;mais
lzn —z|| = ||Ac1zn, — Az||_, (A_; est une isométrie de X, dans X_,), et
comme A_; est fermé, on a A_;z = Az; douz € (A_;)'X. 1

Soit B un opérateur borné de X, dans X. Le résultat important suivant
(cf. [6],[7]) est une généralisation du théoréeme de perturbation bornée d’un
opérateur générateur d’un Cy-semi-groupe :

THEOREME 6. L’opérateur A + B, avec D(A + B) = {z € D(A): Az +
Bz € Xy}, est un générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe (S(t)):>o dans
Xy, donné par la série de Dyson-Phillips

s =" (VAT ()

n=0

ou par la formule de Duhamel
¢
S(8) = To(t) + / T\ (t — s)BS(s)ds
0

ou (VETy)(t) = fot T_1(t — s)BTy(s)ds, (To(t))i>0 €tant le Cy-semi-groupe
généré par A, et (T_;(t)):>o son semi-groupe d’extrapolation. ‘

Pour la démonstration on peut voir [6].
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3. RESOLUTION D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLE A RETARD HOMOGENE
PAR EXTRAPOLATION

Considérons les équations différentielles & retard homogénes (1) et (2) de
la section 1; la solution de I'équation (2) est connue explicitement, son semi-
groupe solution (T5(t)):>o est donné par (cf. [3])

] op(t+6) si t+6<0
To(t)‘P(e)—{ e0) si t+0>0

de générateur infinitésimal A, défini par

D(4,) = {so €Cp(0) = 0} , Ao(p) =¢

Soit (T'(t))¢>0 le semi-groupe solution de (1) (cf. [3]).

L’équation (1) peut étre considérée comme “perturbation” de I’équation
“triviale” (2), de la maniére suivante :

On se place dans ’espace de Banach X = R®™ x C muni de la norme
I )% = || + [l ; le probléme de Cauchy associé & 1’équation (1) est
donné, dans X, par :

1

ou

0 L
AL=(O %>,D(AL)={(¢$))ex,¢e01}.

On remarque que Ay, s’écrit dans son domaine sous la forme :
AL = ./41 + B

ou B est I'opérateur borné donné par

0 L
=[5 )
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0 0
- _ [ O ). 1
J41—— ( 0 ;i ) ,lj(fh) —-{:( ¢’ ) ,drEEC7 }.

PROPOSITION 7. Les opérateurs A; et Ay sont des opérateurs de Hille-
Yosida.

et

Preuve. En effet, on montre par une récurrence sur n, que pour tout A > 0
et pour tout (c,g) € X

(M=) (e,9) = (500m),  nEN

ou
'n--l kek
) = ce ""Z T / / /s AM0-Ng(1)drds,_,...ds;.
On a
n—l kek
I = 4ol < 41 52 S+l -0
avec

0 0 0
F(6) =/ / / 0= g(1)drds,_;...ds;.
0 Js Sn—1

En calculant F(8) on trouve

—1

w1, S(-1ret
F(0) =
6)=e ,\n+,§ KA k)’
on a alors ’estimation

[T = 49l < 5mlel + lgllo)

On conclut que A; est un opérateur de Hille-Yosida, comme .4, est une
perturbation bornée de A;, A;, est aussi de Hille-Yosida (cf.[4] ). }

Posons

Xo = D(Al),



100 B. AMIR ET L. MANIAR

o {(49) ]

Notons A, la part de A; dans X, et AL celle de A;. On a

D( ) ={( v ) €X' (0) =0}
TORNNA
““"( v )‘(w')
D(Ao) = {( ’/’fp") ) € X, € CLy'(0) = Lw}

$(0) \ _ [ ¥'(0) $(0)
AL,O ( 1;[) ) - ( ,()[)I ) ) ( ’lﬁ ) € D(-AL,O)'

Le résultat classique concernant la perturbation bornée d’un opérateur gé-
nérateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe ne peut pas étre appliqué puisque
A; n’est pas 4 domaine dense dans X. Cependant on a le résultat suivant :

alors

PROPOSITION 8. Les opérateurs Aq et AL o engendrent dans X, des Co-
semi-groupes, qu’on note respectivement (To(t)):>o0 €t (T (t)):>0, donnés par

() \ _ ( G@o9©)
W( b )‘( Ty (t)ep )

T(?) ( d’f,)o) ) = ( (Tgf(’;ff/fo’ ) ,  t>0.

Preuve. En effet, d’apres la proposition 1 du paragraphe précédent, A, et
Ay o sont générateurs de Cp-semi-groupes.
Soit le semi-groupe (So(t))¢>0 défini sur X, par

() \ _ ( @O0
S"(”( b )‘( Tyt )
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1 1(0) $(0) \Y _ 0
%I\I‘%; (So(t)( ¥ ) - ( P )) - ( P\f‘%(To(t)‘/’—@b) )

:(’(2,>GXO

On conclut que (So(t))e>0 et (To(t))e>0 ont le méme générateur Ay donc coin-
cident. De la méme maniére, on montre que le semi-groupe (7 (t)):>0 et le
semi-groupe (S(t)):>o défini sur X, par

20\ _ ( @)
S“’( " )“( T(t)y )

Le lemme suivant est une conséquence du théoréme 6 de la section précé-
dente:

coincident. §

LEMME 9. Soit (75,-1(t)):>0 le semi-groupe d’extrapolation de (75(t))¢>o0,
le semi-groupe (7 (t)):>0 est donné par la formule de Duhamel suivante (cf.

(3], [7)
(4) T(6)T = To(6)T + /0 o u(t — $)BT(s)ds

v (¢ )eXO.

La formule (4) s’écrit
(T@)$)(0) | _ [ (To(£)¥)(0) ' LT(s)i
(T ) = (B0 ) fro,_l(t_s>( o) as
Ainsi on peut énoncer le résultat fondamental suivant :

THEOREME 10. Soit (T'(¢)):>0 le semi-groupe solution de I'équation (1) et
(To(t))e>o celui de Péquation “triviale”(2), alors, pour tout t > 0 et tout A > 0
ona

T(t)p = Tole)p + (M — 4o) [ Tt - 5) (1 LT ()p))ds, 9 C

ou Ay est le générateur infinitésimal de (T (t)):>o-



102 B. AMIR ET L. MANIAR

Preuve. On a

(wwwm):=(nm@@)
T(t)e To(t)p

1
t —LT(s
+/0 %,_l(t—s)(AI—Al)( A (s} )ds

Xe’\'LT(s)tp

1
_ [ (Te)¢)(0) b LT (s)p
- ( To(gw ) - (/\I_Al)‘l/o To-a(t =) ( 5 ds

Xe"‘LT(s)cp

_ ( (To(8)9) (0) ) O A JETo(t — 9)(5 € L(T(5))) (0)ds |
’ Tt = 93 HT(5)p))ds

Posons . .
ht,r) = [ To(t = 9)(5e LT ()o)(r)ds

et montrons que
h(t,0) :
( h(t,.) ) € D(A,) :

t+7

ht,r) = [ To(t = ) (5 LT(s)e)) (r)ds

[ Tyt )G LT ) (r)ds
t+7
%fot” L(T(s)p))ds + —i?ftt_w =St L(T(s)p))ds si t+7>0
- %fot eXt=s+1) L(T(s)p))ds si t+7<0,

h(t,.) est alors de classe C* sur [—r,0] et

—h(t, 1) =

d {ftir A=+ [(T(s)p))ds si t+7 >0
dr

Jy =t L(T(s)p))ds  si t+7 <O0.
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De plus
d
E_’h(t’ 0) - 0,

par suite
h(t,-) € D(Ao)

On déduit que

OO | _ ( D)) o [ 60
( T(t)p )‘( To(t) )*W A")(h(t,.))

=((To(t)<p>(0))+(x 0 )(h(t,o))
To(t)e 0 A—4 h(t,.)

(To(t))(0) Jo To(t — 5)(eX L(T(s)¢)) (0)ds
+
To(t)y (A — Ao) fy To(t — 5) (€ L(T(s)p))ds

et

T(to = To(thp + (A~ 40) [ To(t = )¢ LT (s)e))ds.

Ce qui achéve la démonstration. |

Términons ce paragraphe par un résultat important, qui consiste & cons-
truire le semi-groupe (T'(t)),>, par approximations successives & partir de
(To(t)) ;>0 » en utilisant la série de Dyson-Phillips suivante

+o00

(5) CTO =Y [(VE) T @),

[VEF| (1) = /0 t To.-1(t — s)BF(s)ds, pour F € C ([0, +o0[, £ (X,))-

(cf. Théoréme 6).
Ce résultat est donné par le théoréme suivant :
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THEOREME 11. Nous avons :
+oo
(6) T(t)=> [(Va)"To] (t), t>0
n=0
ot, pour tout F € C ([0, +o0[, L (C)),

[V F] (£) i= (M — 4p) /0 Tt — s)(—l):e)" LF(s))ds.

Preyve. Pour montrer le théoréme précédent, les mémes calculs effectués
pour démontrer le théoréme 10, nous permettent d’avoir, pour tout F €

C ([0, +00[, L (C))
/t To(t — s)(%e’\'LF(s)(p)ds € D(Ay), Vi>0etgpeC.

Donc Popérateur V,, est bien défini de C ([0, +oo[, L (C)) & valeurs dans
C ([0, 400[, L(C)). :
Par suite, nous avons en particulier, pour tout ¢ € C,
( Jo To(t — s) (ke LTy(s)p) (0) ds

Jy Tolt = 5)(ke> LTo(s)p)ds )ED(AO), vt >0,

et alors, pour F (s) := Tg(s), s >0, nous avons

~ 0 ¢ 0
[VE.F] ( °0) ) = [ Toalt-9)8Tals) ( o0 >d3

(=) (0 )3 LT5(s)p) (0) ds )
Jo To(t — s)(5€ LTo(s)p)ds

JETo(t — 5)(2e LTy (s)p) (0) ds )

= (M — A) ( t
FTo(t - 5)(2e LTy (s)p)ds

_ ( JETo(t — ) (e LTo(s)e) (0) ds )
(A = Ao) fy To(t — 5)(2e¥ LTo(s)p)ds

_ ( ([Va,To] () ) (0) )
[VAO TO] (t) 2 ’
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Par itérations successives, nous montrons facilement que

. o)\ ( [(Va)"To) (t) (0)
(V2)" 7 ‘t)( 0 )‘( (Vao) " To] (8) )

Par suite la série de Dyson-Phillips (5) devient

+00
(00 ) = Slearao(«D)

oo { (Vo) T8] (5) 0(0)
= >

n=0 \ [(Vao)" Tol (})

Par conséquent, nous avons

Tp =Y. (Va)' Tl B)p,  t>0.

n=0

D’ol le résultat du théoréme. i
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