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1. INTRODUCTION

Soient H un espace de Hilbert séparable complexe, L(H) 'algébre des
opérateurs linéaires bornés sur H et H(*) la somme directe hilbertienne d’une
infinité dénombrable de copies de H. Rappelons que

H® = {(2p)n30 : Tn € H, Y1, Tpsollall® < 00},

et que tout opérateur linéaire borné T sur H(*) est représenté par une matrice
carrée infinie (T m)n,m>0 & coefficients dans L(H) et on convient d’écrire
T= (Tn,m)n,mzo- ’

On dit qu’un opérateur T sur H(®) est un shift & poids opérateurs, si T
est représenté par une matrice de la forme

0 O 0
T, O
T=| 0
0 T, O
ouSup,5 |Tn]| < oo.LesT,, n=0, 1,...,s’appellent les poids de 'opérateur

T. Par suite, pour tout z = (Z,)n>0 € H®, on a

Tx = (O,Tol'o,Tl.'Ifl,. e ,Tnxn,.. . )
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Soit T un shift & poids opérateurs, de poids (T,).>0, on désigne par o(T’)
et 7(T) respectivement -le spectre et le rayon spectral de T, et par G(H) le
groupe des éléments inversibles de L(H).

Dans [3] 'auteur a montré que si les poids sont tous inversibles, alors
a(T) = {) € C: |A\| £ r(T)}, tandis que dans [4] Pauteur a montré que si
T, = a,A pour tout n > 0, olt (a,)n>0 est une suite de nombres complexes
bornée et A € L(H), alors o(T) = {) € C: |\| < r(T)}.

Dans cet article, on se propose de montrer que s’il existe un entier N tel
que pour tout n > N, T,, est une limite d’opérateurs inversibles, alors

o(T) = {r € C: A < r(T)}
et on montre aussi que si lim,,_,., T;, = A, alors
o(T)={NeC: |\ <r(4)}.

Dans les deux propositions suivantes on va regrouper quelques propriétés
essentielles de 'opérateur T

ProposITION 1.1. ([3]) i) ||T|| = sup||Tx]|-
n>0

i) r(7) = Juf(6up [ Tasss - TalD?.
Z1 n>0

iii) Si |\| = 1, alors T et AT sont unitairement équivalents, ce qui entraine
que o(T) admet la symétrie circulaire.

iv) 0 € o(T) et r(T) € o(T).

v) Si pour tout n > 0, T, est inversible, alors o(T) = {A € C: |A| < r(T)}.

PROPOSITION 1.2. ([1]) i) T est compact si, et seulement si, pour tout
n >0, T, est compact et ILm IT.]| = 0.
n—oo
ii) T est de classe C, si, et seulement si, pour tout n > 0, T,, est de classe

C, et Z||Tn||g < 00, ot || - ||, désigne la C,-norme.
n>0

Remarque 1.1. Si T est compact, alors o(T") = {0}, car o(T) admet une
symétrie circulaire.
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2. LE RESULTAT PRINCIPAL

Soit T un shift & poids opérateurs, de poids (T,),>0. Pour tout entier
N > 0 on considére opérateur TY) défini par la matrice suivante:

0 0 - 0
0 0
TM =11 0 Tyy O

0 0 Tvgz O O
0 0 0 Ty O

Donc
0 O 0
T, O
r-| + T
0 Ty 0 -
0 0 0 o0 O

LEMME 2.1. Pour tout N >0, on a o(T) = o(T™).

Preuve. Posons:

[0 0 - 0
T, 0
A= 0 et B=TM
0 0 0 0 0-~J

Puisque 0 € o(T) N o(B), alors le résultat découle de 1'égalité

T—AI:(I—%A)(B—/\I) (A% 0);
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qui est une conséquence immédiate du fait que AB=0et T=A+ B. 1

THEOREME 2.1. Soient T et B deux shifts 4 poids, de poids respective-
ment (Tp)n>0 €t (Bn)nzo- On suppose que nllgolo ||B.|| = 0, alors

o(T + B) = o(T).

Preuve. Soit A ¢ o(T). lim,, ||Bn|| = 0, donc il existe un entier N tel
que pour tout n > N on a || B, < Or [|BM|| = sup,s n41 |1 Ball;
donc

1
TN
1
1T =)~

Par suite T — A\ + B®W) est inversible, donc A ¢ o(T + B™). Or d’apres le
lemme précédent, on a

1B <

o(T + B™M)) = (T + B).

Donc A ¢ o(T + B). L’autre inclusion se démontre de la méme maniére. i

COROLLAIRE 2.1. Si & partir d’un certain rang N, T,, € G(H), alors

o(T)={AeC: |A| <r(T)}.

Preuve. T, € G(H), entraine qu'il existe A, € G(H) tel que ||T;, — A,|| <
s5=. Posons B, = T, — A,, donc lim,_, ||Bn|| = 0. On a T,, = B, + A,
donc T'= B + A, ou A et B désignent les shifts & poids opérateurs, de poids
respectivement (A,),>0 €t (Bn)n>0, Par suite TW = BM 4 AM™ On en déduit
alors d’apres le théoréme précédent que o(TM) = g(AM)) et le lemme 2.1
implique que o(T') = o(A). D’apres [3] o(A) est un disque de centre 0 et de
rayon r(A) = r(T), donc o(T') lest aussi. D’ou le résultat. §

Remarque 2.1. Si & partir d’un certain rang N, 0 ¢ Int(o(T,)), (Int dé-
signe l'intérieur), alors

o(T)={AeC: |A| <r(T)}.

En effet, soit ng > N, 0 ¢ Int(o(T,,)) donc pour tout m > 1 il existe A, €
B(0, 5) et A & 0(Tn,). Tny — Am est inversible et Ty = limyn—y00(The — Am),
donc d’apres le corollaire précédent on obtient cette remarque.
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COROLLAIRE 2.2. Silim,_,,, d(0, 80(T,)) =0, alorso(T) = {A € C: |A| <
r(T)}.

Preuve. Pour tout n > 0, 90(T},) est compact, donc pour tout n > 0 il
existe A, € do(T,) tel que: ' :

d(0, 00(T)) = d(0, A\n) = |Aal-

An € 00(T,) donc A, ¢ Int(c(T,)), ceci montre que 0 ¢ Int(o(T, — A,)) et de
méme que dans la remarque 2.1 on a T, — \,, € G(H).
OnaT,=(T,—\)+ =B, +Cr,ouB, =T, — A, et C,, = A\, I
Soient B et C' les deux shifts & poids opérateurs, de poids respectivement
(Bn)nZO et (Cn)nzo-
On aT = B+ C, comme T, — A\, € G(H) et lim,_, [|Cr|]| = 0, alors le
théoréme 2.1 et le corollaire 2.1 entrainent le résultat. i

Remarque 2.2. En particulier si lim,_,., 7(T,,) = 0, alors o(T') = {\ €
C: [N\ <r(T)}.

En effet, pour tout n > 0 il existe A, € do(T,) tel que r(T},) = ||, comme
0 < d(0, 0o(T},)) < |Ax| alors le corollaire précédent entraine cette remarque.

COROLLAIRE 2.3. Si la dimension de H est finie, alors pour tout shift &
poids opérateurs T on a

o(T)={AeC: |\ <r(T)}.

Preuve. Dans ce cas G(H) = L(H), donc d’aprés le corollaire 2.1 on ob-
tient le résultat. I

COROLLAIRE 2.4. Si a partir d’un certain rang N, T, est normal, alors
o(T)={reC: |\ <r(T)}.

Preuve. On sait que pour tout n > N, T, se décompose sous la forme
T, = U,P,, ou U, est unitaire et P, positif. Or pour tout n > N, P, € G(H),

donc pour tout n > N, T;, € G(H) et le corollaire 2.1 entraine le résultat. i

THEOREME 2.2. Silim, o T, = 4, alors o(T) = {X € C: |)| < r(4)}.
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-+ Preuve. Posons B, =T, — A, donc lim,,_,, ||B,|| = 0.
OnaT, = (T,— A)+ A. Donc

o o0 - 0 -\ 0 0 0
B, 0 A 0
T = 0 + 0 -
: 0 B, 0 . 0 A O
On sait que:
0 O 0
A 0
0T =A®S.
0 A O

ol S :1? — [? est le shift unilateral sans poids et que o(S) = {A € C: |A| <
1}, donc d’apres [2] on a

o(A® S) = a(A)o(S) = {A € C: |A| < r(A)}.
|

Remarque 2.3. En particulier si lim, o, ||T.]| = 0, alors T est quasi-
nilpotent.

Remarque 2.4. Dans [4] Pauteur a montré que si T,, = a,A, ol (an)n>o0
est une suite de nombres complexes bornée et A € L(H), alors o(T) = {) €
C: |A| £ 7(T)}. Ce résultat peut-étre retrouvé facilement  I’aide du produit
tensoriel. En effet, on a:

OfoA 0
0 alA .
T= . ) =AR®S,
0 0 ., ..
0 0 0 a,A 0
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ol S, est le shift & poids scalaires, de poids (a,)n>0, donc :

o(T) = o(A)o(Sa)
= A eC: |\ < r(A)r(S.)}

D’apres les résultats précédents, il est naturel de poser la conjecture sui-
vante:

CONJECTURE. SiT est un shift & poids opérateurs, de poids quelconques,
alors

o(T)={reC: [N\ <r(T)}.

Enfin, nous remercions infiniment le referé pour ses remarques et ses sug-
gestions.
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