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1. INTRODUCTION

Soient X;,X,,...,X, n variables aléatoires indépendantes et identique-
ment distribuées (i.i.d.) de fonction de répartition commune F(z) = P(X; <
z). Soient X(1) < X(3) < ... < X(n) les statistiques d’ordre correspondantes.
Gnedenko [8] a montré qu’il existe des constantes de normalisation a, > 0 et
by, telles que, lorsque n — 00, (X(,) — bn)/a, ait une loi limite de fonction de
répartition G € {®,, ¥,,A} ou

B (z :{0 s%a:SO, @a(x):{exp—(—x)"‘ s?x<0,

exp—x~® siz >0, 1 siz >0,
et A(z) = exp(—e™®) si z € R, «a étant un réel strictement positif. Ainsi
lorsque n — oo,

P(Xm) < anz+b,) = F(anz +b,) = G(z). (1)

Notons S, (z) = Yie; L{x;>anz+b.} Ol 14 est la fonction indicatrice de I’événe-
ment A. La suite S,(z) suit une loi binomiale B(n,1 — F(a,z + b,)). Les
événements {X(n_r41) < anz+b,} et {Sy(z) < k—1} sont identiques puisque
si le premier est réalisé la (n — k 4 1)-éme statistique d’ordre X,,_41) ne doit
pas dépasser a,z + b,, donc au plus £ — 1 variables parmi X, X,,... , X,
peuvent dépasser a,x + b, et vice versa. On en déduit que

P(X(n) <anz+by) = P(Sn(x) <k- 1)' (2)
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Nous avons (1) si, et seulement si, nln (1 — (1 — F(a,z + b,))) = InG(z) qui
équivaut &
n(l — F(a,z +b,)) = —InG(z), (3)
puisque lim,,_,, F(a,z + b,) = 1. Donc
, 2 lnG’ ))]
nlgg)P(S()<k—1 Z

j=1

.

par 'approximation de la loi binomiale par la loi de Poisson. D’o1, en utilisant

(2),

g (| G 7
nllg)lo P(X(n—k+1) < anz + by) Z - )) . (4)
j=1

La détermination de la vitesse dans (1) a fait ’objet de nombreux travaux
dont ceux de Gallambos [7, Theorem 2.10.1], Hall [9], Omey et Rachev [12]
et Zolotarev [17]. Le probléme d’évaluation de la vitesse de convergence dans
(4) a été étudié par Reiss [13], Hall [10] et Smith [16]. Notre but est d’évaluer
cette vitesse en utilisant I’approximation de Poisson. Nous donnerons aussi
un résultat sur la vitesse de convergence pour la limite de la loi jointe des &
derniéres statistiques d’ordre dans le cas i.i.d. Par la suite lorsque X et Y
sont deux variables aléatoires discrétes a valeurs dans N, pour comparer leurs
lois, nous utiliserons la distance de la variation totale définie par d(X,Y) =
LS IP(X = k) — P(Y = ).

Dans le cas particulier de deux variables aléatoires de Poisson, nous avons
le résultat suivant de Freedman [6].

LEMME 1. Soient Y ()\;) et Y();) deux variables aléatoires de Poisson de
moyennes A\, et Ay, deux réels strictement positifs, A, # Ay. Alors

d(Y(Al)aY()‘Z)) < A= Aql

2. RESULTATS PRINCIPAUX

Dans ce qui suit nous donnons une série de résultats sur la vitesse de
convergence de la loi de la (n — k + 1)-éme statistique d’ordre vers sa loi
limite. Y'(A) désignera désormais une loi de Poisson de moyenne \.
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THEOREME 1. Soient X;,X,,...,X, n variables aléatoires (i.i.d.) de
fonction de répartition commune F(z) = P(X, < z) telles que F"(c,z+b,) —
G(z) lorsque n — oo, ot G € {®,,¥,,A}. Alors

(i) si0 < —InG(z) < 1 nous avons:

'P(X(n k1) < ApT +b 3];) Z lnG ))
< (_—lnni(x—))‘ + |n(1 — F(anz + b)) + InG(z)]; (5)

(ii) si —InG(z) > 1 nous avons:

lnG ))

\P(X(n—k+1) S anx + bn) - 113) Z

j=

(6)

IA

#@ +In(1 = F(aze +b,)) + In G(a)].

Démonstration. Le résultat de [11] (voir [14, lemma 1]) appliqué, ici, avec
p=1-F(a,z +b,), nous donne

d(Sn(a:), Y (n(l — F(a,z + bn)))) <n(l - F(a.z + bn))z.

Puisque (1) équivaut & (3) nous avons lorsque n est assez grand

n(l — F(a,z + bn))z': %[n(l - Flanz + bn))]2 = (—lnTG(x))
Donc
d(Sn(:L'),Y(n(l —F(anm—%—bn)))) ~ (_IHTG(CB)) (7)
Nous avons aussi
d(Sn(@),Y (~InG(2))) < d(Sa(@), Y (n(1 = F(anz +b,)))) ©

- d(y(n(l — F(a,7 +b,))), Y (— lnG(.’I:)))-
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D’aprés le lemme de Freedman
d(Y (n(1 = F(anz +5,))), Y (- InG(2)))
<|n(l = F(anz +b,)) + InG(z)|.
En combinant (7), (8) et (9), nous obtenons

(- InG(z))*
+|n(1 — F(anz + b,)) + In G(z)|.

d(Su(2),Y (- G(2)) <

La partie (5) est une conséquence de (10) puisque

-1 G
IP(X(n_k_H) <a,z +b,) — G(z) Z - ))

j=1

(11)

De la méme facon, le principal résultat de Romanowska [14] permet d’obtenir

1— F(anz +by)
VF(a,z +by,)
1 n(l— F(apz +by))

- vn VnF(a,z +b,)

d(8(@), Y (n(1 = Flans +1b,)))) <

Ce dernier terme s’écrit

1 n(l-Fla.z+b)) 1 -InG)  —InG(z)

ﬁ\/n—n(l-—F(an:an)) —”\/1+lnG(:L') T oon

Nous avons donc

d(Sn(), Y (n(1 - F(anz + b)) < —InG(a).

(12)
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En utilisant I’inégalité triangulaire et le lemme de Freedman, nous obtenons
—InG(z)
n (13)
+ |n(1 = F(anz + by)) + InG(z)|.
La partie (6) est déduite de (13) en utilisant (11). 1§

d(Sn(2),Y (-~ InG(3))) <

Les résultats (5), (6), sont valables pour tout z fixé tel que 0 < G(z) < 1.
Le choix de z vérifiant 0 < —InG(z) < 1 pour (5) et —InG(z) > 1 pour (6)
est fait pour améliorer les bornes puisque (—InG(z))? < —InG(z) dans le
premier cas et —InG(z) < (—InG(z))?* dans le second cas.

Dans le théoréme suivant nous désignons par [z] la partie entiére de z.

THEOREME 2. Sous les hypothéses du Théoréme 1, nous avons

P(X(n-k+1) < @z +by) — G(z) Z_: _(____El_(ﬂx_)z_

j=1 '7!

1 (—In G(x))[— i Gl@+2 (14)
O @i

~ 2n
+|n(1 = F(anz + b,)) + InG(z)| + O(1/n).

Démonstration. En prenant p; =p=1— F(a,z+b,) pour tout 1 <i<n
dans [3, Theorem 1.3] et en tenant compte de (3) et du fait que 1 — F(a,z +
b,) — 0 lorsque n — oo, nous obtenons

d(Sn(-'B), Y(-nlnF(a,z + bn)))

_n (1= F(eaz +b,))* (- nG(z)) ")
2 [-nG(z)]! G(z)

= (n(l — F(anz + bn)))2 ( —In G'(:z:))[_ In G(z)] (15)
_ 1 G(@)(~G(z) e

2n G

Nous avons aussi
d(Sn(@),Y (- nnG(z))) < d(Sa(2), Y (- nlnFlasz + ba)) )

16
+ d(Y( —nlnF(a,z+b,)),Y (- nlnG(a:))). 16)
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En combinant (15), (16) et le lemme de Freedman nous obtenons

—1In T [—In G(z)]+2
4(Su@), Y (~1nG(a)) < =Clo)" ‘[fﬁn);(x)]!

+|—nlnF(a,z + b,) + InG(z)|.

Mais —nln F(a,z + b,) + InG(z) = n(l — F(a,z + b,)) + InG(z) + O(1/n)
pour n assez grand. Donc:

1 G(ac)(—lnCr'(:l:))[—lnc"(z)]-F2
d(5a(2),Y (- nG(2))) < 5~ CIG()] (17)

+|n(l — F(anz +b,)) + InG(z)| + O(1/n).

La partie (14) du Théoréme 2 se déduit de (17) en utilisant (11). N

3. REMARQUES

3.1. Sous les hypothéses du Théoréme 1, le résultat de Barbour et Hall
[1] permet de donner une borne pour (14). Nous avons

P(X(n—kt1) < anz + by) kil lnG )) , ‘
Jj=1 . (18)
< (1-G=) (- IHG(”’) In(1 — F(anz + b, )) +InG(z)|,

n

en utilisant les techniques des Théorémes 1 et 2.

3.2. L’approximation lim, ,o n(1 — F(a,z +b,)) = —InG(z) est réalisée
pour les constantes réelles a,, > 0 et b,. Elle reste toujours valable si ces
constantes sont remplacées par o, > 0 et 3, qui leur sont liées par les relations
anfa, = 1et (B, —b,)/a, = 0.

3.3. Dans les Théorémes 1 et 2 et dans (18),nous avons ’approximation

okt lnG’
P(X(n-k+1) < anT + by) Z ))
=1

O(1/n) + |n(1 — F(anz + b)) +InG(z)).

La vitesse de convergence dans (4) va ainsi dépendre de la vitesse de conver-
gence de n(l — F(a,z + b,)) + InG(z) vers 0, donc du choix adéquat des
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constantes de normalisation a, et b,. En outre, méme lorsque le "bon choix”
de ces constantes est fait, les vitesses de convergence peuvent étre compléte-
ment différentes pour des lois différentes. Ainsi dans le cas £ = 1 pour la loi
normale, en choisissant a, = v2Inn et b, = a, — (Inlnn + In4~r)/2a,, nous
savons que

e ® (Inlnn)?

n(l — F(a,z +b,)) +InG(z) =~ 6 oo

et

o= €% (Inlnn)? (Inlnn)?
< e =0 (—L
P(X(n) _anm+bn) e 16 Inn O( Inn ) ,

qui est une vitesse trés lente comparée & O(1/n), obtenue pour la loi expo-
nentielle avec a, =1 et b, = Inn (voir Section 5).

4. LOI JOINTE DES k DERNIERES STATISTIQUES D’ORDRE

Dwass [5] avait obtenu, pour le cas de variables i.i.d., la loi limite jointe
des k dernieres statistiques d’ordre soit

Xn_bn Xn— —bn
( (n) > uy, 2o

a‘n n

lim P

i € (uz, ),

X(n- —b
. ,_(L’fﬂz____" E (uk’uk_1]>
a'n

G(uj-1)

ou G € {®,,¥,,A} tel que F*(a,z + b,) = G(z), lorsque n — oo, et u;, <
e < Uy < Ug = 00.

Dans le théoréme suivant, nous allons donner une vitesse de convergence
pour cette limite.

= [Gluss) - Glus) k]:[: (- In ﬂﬂ) ,

THEOREME 3. Sous les hypothéses ci-dessus nous avons:

Xin) — bn Xin-1) — by,
P( ( ()1 > Ui, (n-1) € (u27u1]:
Xn- — b,
e T (uk,uk_1]> (19)

— (Glur) — Gw) ] (— In %)l — 0(1/n).

J=1
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Démonstration. Posons Z;(j) =1 (Ei2n e (g u5-1]) et

X; —b,
Gn

pi(j) =P ( € (Uj’uj—ll) ;

alors nous avons:
pi(j) = pj = F(anuj_1 + bn) — F(anu; + bn), (20)
expression indépendante de ¢ pour tout 1 < j < k. Soient
Sn = (Sn(1),5n(2); - - , Sa(k)),
ot 8,(j) = Loy Zi(j) avec 1 < j < ket
Tn = (To(1),Tn(2),... , Tu(k)),

ou les variables aléatoires T,,(j), 1 < j < k, sont indépendantes suivant cha-
cune une loi de Poisson de moyenne A; = np;. Notons
1 (o]
A =d(Sp,Ty) ==Y |P(Sy =k) — P(T, = k)|.

2 k=0

Notons aussi P = Y& p;, § = nP et

0=-i(a—0) 6°(B— e))
al B! ’

avec o = [0+1/2+ (0 +1/4)?) et B=[0+1/2— (0+1/4)'/?], ot [z] désigne
la partie entiére de z.

En tenant compte de (20) les hypothéses du Théoréme 2-1 de [4] sont
satisfaites et nous obtenons:

D(6) = 29(

6 =nP = Z (n(l — F(a,u; + b)) —n(l — Fla,uj—, + bn))>

- ; ) R

Nous avons aussi:

1 1\ 2] 1 1 1/2
o= "+§+(9+z> 5 —lnG(uk)+§+<Z—lnG(uk)> ]zac,
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et
1/2 1/2

8= [e+ - (9+ 211-) ] R [—lnG(uk) TER G —lnG(uk)) ] ~ 8.,

lorsque n — oo, ol . et B, sont des constantes.
Ainsi
> a—-0) O YB-0)\ _
D(6)=29< ~ -~ B )eo
— —2InG(ug) (( ~1In G’(uk))m“_1 (e + InG(uy)) (—113
— (~ 106 ue))* ™ (6. + In Glue) 7 ) Glur) = 4,

A étant une constante qui dépend de o, (. et G (’l}k)

Nous obtenons alors (P/4)D(0) = (8/4n)D(0) = O(1/n) et R, = O(1/n?)
puisque 5nP3 = 56%/n? = O(1/n?). Nous en concluons que A, = (P/4)D(6)+
R, =0(1/n) quiest (19). 1

5. EXEMPLES

Les exemples suivants illustrent les résultats de la Section 2 (cas k£ = 1).

EXEMPLE 1. Considérons la loi de Pareto de fonction de répartition
F(z) =1-27# 2 > 1, 8 > 0 étant un réel. F appartient au domaine
d’attraction de ®3. Comme dans [16], nous choisissons b, = 0 et a, est
définie par —In F(a,) ~ 1/n. Mais

—In F(a,) 'z% < —In(1 -n7h) :% = a, ~n!/P,

Notons L(z) = —z” In F(z). Lorsque t — oo,

L(tz) ~1 tP(z P -1)
@) = 2 +18

+ o(t~?P).

Ainsi L(tz)/L(t)—1 ~ v(z)g(t) ot v(z) =zP-1 et g(t) =t"?/2+t%) -
0, lorsque t — oo.
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Il s’ensuit que les hypothéses de [16, Theorem 2] sont satisfaites et par
conséquent
1—2z~

———ﬁx_ﬂcbﬁ(a:) +0(1/n) = O(1/n).

sup | F"(n!/9z) - @y(s)| = —

Comparons avec notre méthode:
[P(Xn) < n!/) — B4(z)| = O(1/n) + In(1 — F(n'/2)) + In®s(2)|.

Mais
n(l — F(n'Pz)) + In®p(z) = n(n'/Pz)=? — 278 =0,

d’ou
|P(X(ny < n'/Pz) — Bp(z)| = O(1/n).

EXEMPLE 2. Considérons F(z) =1—e~%,z > 0. Puisque F appartient au
domaine d’attraction de A(z), c’est-a-dire qu'il existe deux constantes a, = 1
et b, = Inn tels que F*(z+Inn) — A(z) (lorsque n — o), nous avons d’apres
les résultats de la section 2, pour k = n:

|[F™*(z +1Inn) — A(z)] = O(1/n) + n(1l — F(a,z + b,)) —e™* = O(1/n).

Cette vitesse a été obtenue par Cohen [2, p. 853] dans la quatriéme colonne
de son tableau.
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