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1. INTRODUCTION

Nous étudions dans ce papier une classe d’équations différentielles non
linéaires du type:

#' (1) +g(z 1)z (t) =h(t) (1)
dans laquelle A est une fonction continue périodique & valeurs dans un espace
de Banach quelconque X; muni d’une norme notée |.|, et g est une fonction

de X A valeurs dans R" vérifiant les hypothéses suivantes:

(A1) g: X - R", g(z) >0, si z # 0;
(A2) g est continue et bornante c’est & dire applique les ensembles fermés
bornés dans les ensembles bornés;

(A3) g est coercive (i.e, g (z) = +o00, quand |z| = +00);

(A4) pour tout £ > 0, on a ‘ir‘1>f g(x) >0;
z|>e

(A5) = — g (x)x est localement lipschitzienne.

Un cas particulier auquel s’appliquent nos résultats est I’équation:
g () +lz ()" z () =h(t) (a>0). (2)

L’objectif premier de ce papier est de généraliser les résultats de Arino et
Hanebaly [2, 5] sur Pexistence de solutions périodiques de I’équation (2).

Les résultats de Arino et Hanebaly [2, 5] sont une extension de ceux établis
par Bayliss [3] dans le cas ou X est un espace de Hilbert, et « = 1. La
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généralisation faite dans [2] s’appuie sur la notion de semi-produit scalaire,
a travers laquelle il est possible de montrer que pour a < 1, I'opérateur
x — — |z|” = est fortement dissipatif. Des résultats de périodicité et presque-
périodicité de I'équation (2) dans un espace de Banach strictement convexe
ont été établis par Arino et Bahaj dans [1]. De nombreux travaux ont été
élaborés dans cette direction notamment par Lakshmikantham et Leela [6],
et Zaidman dans [8]. Dans ce travail nous prouvons l’existence de solutions
périodiques de I’équation (2) sans aucune restriction sur «, et dans un es-
pace de Banach quelconque. En dimension infinie Nous montrons ce résultat
dans un premier temps sous ’hypothese 0 ¢ co (h (R)), qui permet d’établir
I’existence d’un compact convexe positivement invariant par 'opérateur de
Poincaré associé a I’équation (1). Enfin nous établirons ce résultat dans le cas
général.

2. EXISTENCE GLOBALE DES SOLUTIONS

Pour toute fonction bornée h : R — X notons |h|., = sup|h ().
ter

THEOREME 2.1. Supposons vérifiées les hypothéses (A1)-(A5), alors pour
tout (tg,z¢) € R x X, DI’équation (1) a une solution unique, x définie sur
[to, +oc[, telle que: x (tg) = xg. De plus, on a 'estimation

|z (1)] < max (Rp, |zol) ,

ou Ry =1inf{p>0:—g(z)|z|+|h| <O0;|z| > p}.

Preuve. L’hypothése (A5) entraine l'existence et 'unicité d’une solution
locale de I'équation (1), et qui vérifie: z (tg) = z(. Notons z (¢) la solution
maximale, qu’elle est définie sur [to, T*[. La fonction F (t,z) = —g(z)z +
h (t) est continue en (t,z) et localement lipschitzienne en z. Il est immédiat
de constater que l'image par F' de tout ensemble fermé, borné de X est un
ensemble borné dans X. Nous avons donc:

limsup |z (t)| = +o0. (3)
t—T*

Donc pour conclure, nous allons démontrer que x est uniformément bornée
sur [tg, T*[. On dénote par (-,-)+ les semi-produits scalaires associés & I'ap-
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plication de dualité de I'espace X [4,7]. On a:

L (2 0F) = (@ W.e )
(g ez ®).2(0) +h).20),
< gl (OF + bl ()]

IN

On en conclut:

e
2 2@l = =g (z(®) |z (O)] + |hls - (4)
Soit donc 4 |z (t)| < |h|., . Par intégration entre t et ¢, avec ¢ € [to, T*[,
on obtient I'estimation suivante:

|z (8)] < |z (o) [ + Al (E = t0) -

Ceci entraine une contradiction avec 1'égalité (3). Remarquons que I’hypothése
(A3) de coercivité de g implique que Ry, est fini. D’apres I'estimation (4), on
a:

|z (t)| < max (Rp, |zol) -

3. EXISTENCE DE SOLUTIONS PERIODIQUES

Notons Rp =inf{p > 0: —g(z)|z|+ |h| < 0;]|z| > p}.
Nous allons tout d’abord montrer I’existence de solutions périodiques dans
le cas ou 'espace X est de dimension finie.

THEOREME 3.1. Supposons en outre les hypothéses suivantes que ’espace
X est de dimension finie et h est w-périodique. Alors, ’équation (1) posséde
une solution w-périodique.

Preuve. D’apres le théoréme 2.1 on a: |z (t)] < max (Rp,|zg|), donc,
B (0, Ry,) est stable par I'opérateur de Poincaré. Par le théoréme de point
fixe de Brouwer, T' posséde un point fixe. |

Nous supposons maintenant que I'espace de Banach X est de dimension
infinie. Nous allons établir la
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PROPOSITION 3.2. Supposons en outre les hypothéses suivantes: I'espace
X est de dimension infinie, et

0¢co(h(R)).

Alors, il existe un compact K contenant K = ¢o (h (R)) tel que pour toute
solution de I'équation (1) issue de K demeure dans K.

Preuve. 11 existe un hyperplan fermé (H); séparant strictement K et 0,
c’est & dire qu’il existe une forme linéaire continue z* et une constante a >
0(qui dépend de h) telle que: z* (h(t)) = (z*,h(t)) > a >0, Vit € R, et on
peut supposer |z*| =1 (par exemple).

Donc on a: p

g (@52 ) 2 —g(x () (&%, 2 () +a
ou z (t) est la solution de I'’équation (1), telle que z (0) = z¢. D’ou, il résulte
que

(z, (1)) = (w*aw(o))exp< /t (w(S))dS) (5)

exp< g(z(u) )ds

Soit R* > Ry, assez grand pour que K (= @o (h (R))) C B (0, R*) et choisissons

un réel b > max{1, sup g (z)}. Pour z (0) (= z¢) € K, on sait (théoreme 2.1)
|| <R*
que |z (t)] < max (Ryp,|zo|]) < R*, et donc g(z(t)) < b. Reportons cette

estimation dans (5), on obtient
(z*, 2 (t) > (z*,z0) e ' + % (1 - eibt> , Vt>0;
ainsi (z*, 2 (¢)) > min (a, $) > 4, soit alors |z (¢)| > ¢, Vt > 0, et compte de

Ihypothese (A4), il existe 0 <e<ltelque: e<g(z(t), Vit > 0. Dautre
part, nous introduisons le changement de variable temps suivant:

T(t):/og(m(s))ds.

Notons: y (7 (t)) = z (t). L’équation (1) peut s’écrire en fonction de y et 7,
comme suit:

y (1) +y (1) = h(r) (6)
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ot h(r)= %. L’équation (6) peut étre mise sous forme intégrale:

y(T):eXP(—T)y(O)+/07exp(—(7—s))h(s)ds.

Donc, z (t) Eco( (0) ,{r kbl <r<el kEK}) et compte tenu des choix
deecetb: z( e{r bl <r<e” lkEK} D’ou:

z(t)e K, Vt>0,
avec K = {rk;b_1 §r§6‘1,kEK}ﬂ§(O,R*) ,

on a donc: K est un compact convexe, et positivement invariant pour I’équa-
tion (1), c’est & dire, si z (0) € K, alors z (t) € K, Vit > 0.

Nous allons énoncer le résultat principal de ce papier en dimension infinie.

THEOREME 3.3. Supposons vérifiées les hypothéses (A1)-(A5). On sup-
pose de plus que h est w-périodique. Alors I'équation (1) posséde une solution
w-périodique.

Preuve. Nous allons distinguer deux cas. 1¥*cas: 0 ¢ ¢o (h (R)). Soit 2 €
K (IN{ ={rk;b7' <r<elkeK} ﬁﬁ((),R*)), et t — z (t) est la solution
de Iéquation (1) définie sur [0, +oo[ telle que z (0) = mg. On sait que z (1) €
K, Vt > 0. L’unicité de la solution par rapport aux conditions initiales permet
de définir I'opérateur de Poincaré associé a 'équation (1).

T:K = K;z0— 7 (w).

T est continu, K est un compact convexe, donc par le théoréeme de Schauder
T admet un point fixe. D’ot, 'existence d’une solution w-périodique.

2M¢cas: 0 € co(h(R)). 1™ étape: On considére une suite d’équations
régularisées:

a' () +g(z )z () = hn (1) (7)

ou 0 ¢ co(hy (R)), et o (hy, (R)) est un compact; en effet: K =co(h (R)) est
un compact dans un espace vectoriel de dimension infinie, par conséquent, 0
ne peut étre intérieur & K. Donc pour tout € > 0, il existe = # 0 tel que:
|z| =¢,et 0 ¢ x4+ K. On prend ¢ = %, alors il existe z, € X, tel que |z,| = 711,
et 0 ¢ z,+ K. On pose hy, (t) = z, +h (t), on adonc 0 ¢ ¢o (hy (R)) = 2z, + K.
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Désignons par z,(-) une solution w-périodique de 'équation différentielle
(7), qui existe d’apres le premier cas.

2™¢ étape: Notons || K| = max{|k|,k € K}. Et choisissons un réel R* tel
que: R* > max (Rpy1, || K|+ 1). Il résulte du preuve du théoréme 2.1 que:

e la suite (z,) est équibornée, plus précisément on a |z,|,, < R* pour
tout n € N*;

e la suite (z,) est équicontinue, du fait qu’'on a l’estimation suivante
O |z (8)] < |hlo + 1.

Nous allons maintenant établir, en vue d’utiliser le théoréme d’Ascoli-
Arzela, que le sous-ensemble de X :

K () = {2, (t)in € N}

est relativement compact pour tout ¢ fixé dans R. Choisissons un réel p tel
que 0 < p < R*, et destiné a tendre vers 0, on peut décomposer I’ensemble
K (t) en trois parties:

Ko (1) = {on (8); 20 ()] < 0}

Ky (t) ={zn (t);|zn (s)| > p, pour tout 0 < s < t},

K3 (t) = {zn (t);|zn (t)] > p, et il existe t’ < t, tel que |z, ()] < p}.

On choisit p assez petit pour que Ko (t) et K3 (t) ne soient pas vides.

Nous allons étudier la mesure de non-compacité de 1’ensemble K (t) =
K (t) U K5 (t) U K3 (t), plus précisément nous montrons que « (K (1)) <
p,a(Ky(t) = 0, et a(K3(t)) = 0. Par définition de la mesure de non-
compacité (voir [4.7]) on a immédiatement: « (K (1)) < p.

Montrons maintenant que « (K3 (t)) = 0. Posons a = \:ic|n>fpg (), b =
sup g (z); a est strictement positif d’apres (A4). Soit z, (-) une solution
|| <R
périodique de I’équation (7). En utilisant le changement de variables

T (t) = / g (e () ds,  yn(r () = 2n (1)

on en déduit que y,, est solution de I’équation intégrale

yn (7) = exp (—7) g (0) + /0 exp (= (1 — 8)) om (5) ds
olt hy (s) = %, on en déduit que

@ (1) e@(xn (0),@(% (R))) .
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D’autre part on a g (z,(t)) € [a,b], pour tout z,(t) € Ks(t). L’ensem-
ble {r (zn+k);b ' <r<alke K} N B (0, R*) est un compact convexe, de
plus, grace aux choix de a et b(a < 1,b > 1), =, (0) appartient & cet ensem-
ble. Ainsi z, (t) € {r(zn +Ek);bt<r<alke K} N B (0, R*),

donc on a

Ko(t)C{r(za+k);b'<r<a ke KetneN}.

Montrons que a ({r (2, + k) ;b7 <r<a ' k€K, etneN})=0. On
sait que la suite (z,) converge vers 0, d’autre part

{r(zn+k);b_1§r§a_1,k€K, etnEN*}

C {rzn;bfl grgafl,nEN*}+{rk;b*1 grgafl,kEK} ,

donc on en déduit que « (K3 (t)) = 0.

Enfin montrons que « (K3 (t)) = 0. Soit z, (f) € K3 (¢). Il existe des
parties de la trajectoire x, (-) qui sont & l'intérieur de la boule B (0,p) et
d’autre qui sont extérieur & B (0, p) . Par conséquent, on peut trouver ¢, qui
dépend de n tel que |z, (£)| = p, et |25 (s)| > p, pour tout s € |t, ].

Nous utilisons le méme argument que précédemment on a

Ty (t) €0 (T (t) @0 ({r (2 + k)50 <r<a ke K})).

Grace aux choix de a et b(a < 1,b > 1) et au fait que z,, (-) est w-périodique
on a

zn (1) € {r (2o +k);b7' <r<a k€ K} NB(0,R) .

Et on termine comme précédemment, pour conclure que a (K3 (t)) = 0.
D’ot1 le résultat. On fait ensuite tendre p vers 0, on en déduit que a (K (t)) =
0. Donc pour tout ¢t > 0,{z, (t) ;n € N*} est relativement compact.

On en conclut que la suite (z,,) vérifie les conditions du théoreme d’Ascoli-
Arzela, par conséquent, la suite (z,) a des sous suites convergentes sur les
compacts. Comme, dans le cas périodique la convergence uniforme sur [0, w]
est équivalente a la convergence sur R, donc la fonction limite est bien solution
w-périodique de I"équation (1).

COROLLAIRE 3.4. Supposons que h est w-périodique, (w > 0), alors
I'équation (2) posséde une solution w-périodique.
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