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1. INTRODUCTION

Nous donnons dans ce travail une caractérisation des algébres (semi-simples)
localement-convexes complétes faiblement topologisées au sens de S. Warner,
ce qui clarifie, entre autres, plusieurs résultats données sur certaines classes
d’algebres a base étudiées par de nombreux auteurs ([2], [6], [7]) pour appro-
cher le probléme de E.A. Michael sur la continuité des caractéres dans les
algebres de Fréchet [9, §12].

Dans le premier paragraphe, Proposition 1, nous montrons que les algébres
produit dénombrable de Q-algébres de Fréchet unitaires sont les seules algébres
de Fréchet unitaires dont 'espace des caractéres est réunion de sous-ensembles
compact-ouverts (ces algébres sont apparues dans |5, Lemme 2]).

Dans la Proposition 2, nous montrons que toute algébre m-convexe unitaire
compléte dont il existe un sous-ensemble total a d’idempotents orthogonaux
est isomorphe & C?. Ceci, permet de déduire le Théoréme 1.7 de [11] de H.
Render qui affirme que dans le cas métrisable si a est dénombrable alors a est
une base (ceci n’est pas vrai dans le cas non m-convexe). Ainsi, nous obtenons
la Proposition 3.6 de |1] caractérisant certaines algébres de Fréchet a base, et
nous caractérisons ces algébres dans le cas non nécessairement métrisable ce
qui clarifie les résultats du [2, §3]. Notre résultat généralise aussi les Théorémes
3.3 et 3.4 de [8] qui caractérisent les algébres m-convexes unitaires complétes
a base formée par des idempotents orthogonaux (ces algébres sont introduite
dans [6] et [7]).

Dans le deuxiéme paragraphe, nous montrons que si A est une algébre to-
pologique compléte, faiblement topologisée au sens de S. Warner [14], alors
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I'algébre quotient A/Rad(A) est isomorphe algébriquement et topologique-
ment & CM(A) De plus, il existe un sous-ensemble a de A orthogonal, total
et formé par des idempotents alors A est isomorphe algébriquement et topo-
logiquement & CM(4) et on a card(M(A)) < card(a). Ceci permet d’établir,
dans un cadre plus général, les résultats du premier paragraphe.

2. SUR LES ALGEBRES M-CONVEXES A SOUS-ENSEMBLE
ORTHOGONAL DES IDEMPOTENTS

Toutes les algébres considérées ici sont des algébres commutatives sur le
corps des nombres complexes C, et N désignera l’ensemble des entiers non
négatifs.

Une algebre A est dite localement-convexe, si A est munie d’une famille
filtrante croissante de semi-normes (F;);c; d’espace vectoriel séparé et si l’ap-
plication bilinéaire produit est continue (pour certain auteurs ces algébres sont
appelées algebres localement-convexes a produit continu). On dira que A est
compléte si 'espace localement-convexe sous-jacent est complet. Si A est uni-
taire, 'unité de A sera noté e.

L’algebre localement-convexe A est dite m-convexe si la famille de semi-
normes (P;);c; verifie, en outre, P;(ab) < P;(a)P;(b) pour tout (a,b,i) € A?x1I.
L’ensemble I est muni de 'ordre filtrant croissant naturel : < < j si P; < Pj,
dans ce cas on a :

A = lim(4;, (1)) j>4)isjer,

ol A; est I'algebre complétée de I'algebre (A/(P;) 1 ({0}) . D)), P; est la semi-
norme induite par P;, m; : A — A; et 7rg :Aj — A; (j > 1) sont les homomor-
phismes canoniques.

Notons par M(A) l'espace des formes linéaires continues multiplicatives
(caractéres) muni de la topologie induite par le dual faible de A (on garde
la méme définition dans le cas localement convexe). Pour tout 7 € I, espace
topologique M (A4;) s’identifie au sous-espace M; = {¢p € M(A)/ |p(a) < Pj(a),
(a€ A}, et onal;c; M; = M(A). Si A est unitaire, M; sera un sous ensemble
compact de M(A). Pour plus de détail sur les algébres m-convexes voir par
exemple [9].

Pour tout a € A, O, désignera l'ensemble {¢ € M(A)/¢(a) # 0} et ida
désignera I’ensemble des idempotents de A. Nous donnons d’abord certaines
propriétés élémentaires sur les idempotents :

Remarques 1. Soit (A, (P;)icr) une algébre m-convexe compléte et soit a €
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ida, on a :

1) O, = 0 si et seulement si a =0 (si O, =0, a € Rad(A), donc pour tout
i € I, limp_yo0(Pi(a™)) s = 0, donc limy_,e0(Pi(a))= = 0 ainsi P;(a) = 0 pour
tout i € I, d’ott a = 0).

2) O, est un sous-ensemble ouvert et fermé de M (A).

3) A.a est unitaire d’unité a.

4) Pour tout idéal N on a NN A.a = N.a.

5) Si b € ida alors a.b = 0 si et seulement si O, N Op = §.

6) Si a C ida est orthogonal tel que (J,c, O = M(A), alors pour tout
compact K C M(A), l'ensemble {a € a/O,NK # (}} est fini, et on a card(a) <
card(M (A)).

Le lemme suivant présente une version du théoréme de G. Shilov sur les
idempotents qui sera utile pour la suite.

LEMME 1. Soit A une algébre m-convexe unitaire compléte; pour tout
O C M(A), les assertions suivantes sont équivalentes :

i) O est ouvert et fermé dans M(A).

ii) Pour tout i € I, O N M; est ouvert et fermé dans M;.

iii) Il existe a € id 4 tel que O, = O.

Preuve. iii) = i) et i) = ii) sont évidentes.

ii) = iii) Pour tout ¢ € I, il existe, d’apres le théoréme de Shilov ([12] ou
[3, Théoréme 5.21]), un unique idempotent a; € A; tel que Oy = O N M;,
'unicité de a; assure que si i < j, m(aj) = a;, donc il existe a € id4 tel que
mi(a) = a; pour tout 7 € I, ainsi

Ou = | J(0u 0 M) = | J(O0; N My) = [ J(O N M;) = 0.
el el i€l I

Notre construction est basée essentiellement sur le lemme suivant :

LEMME 2. Soit A une algébre m-convexe unitaire compléte, s’il existe a C
idy orthogonal tel que M(A) = |J,c, O, ’'homomorphisme

d:A4A— H A.a; x = (z.0)4¢a

aca

est un isomorphisme de A sur l’algébre topologique produit [],.., A-a.

aca
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Preuve. Soit (A, (Wg)jzz')z',jel le systéme projectif de (A, (P;)icr), M; (qui
s’identifie & M(A;)) est un sous-ensemble compact de M(A), donc I'ensemble
a; = {a € a/O,NM; # 0} est fini, ainsi pour tout élément a de a\a;, O, (o) =
(), donc m;(a) = 0 d’out Pi(a) = 0 (car, ker(m;) = (P) '({0})) donc pour
tout a € a\ a;, P;(a) = 0, ainsi pour toute famille (y,)qca d’éléments de A,
Y aca Ya-a est sommable, et Oza&a = M(A), d’'out ) ,.,a = e, donc pour
tout

(Ya-@)aca € H A.a , Iélément y = Zya.a
aca aca
est I'unique élément de A vérifiant ®(y) = (yq.a)aca-
La continuité de ® est assurée par la continuité des applications :

A— Aa; x — z.a (a€A),

la continuité de @1 résulte du fait que pour tout z € A et tout i € I,

Pi(z) = Pi(z. Y a)=Pi(z. Y a) <> Pi(z.a).

aca aca; aca;

Suivant E.A. Michael [9], on dira qu’une algébre m-convexe A est de Fréchet
si elle est métrisable et compléte. Si de plus A est unitaire et le sous-ensemble
des éléments inversibles est ouvert on dira que A est une Q-algébre de Fréchet,
ceci est équivalent au fait que M(A) est compact (|9, Th. 13.6]). Il est claire
que l'espace de caractéres d'un produit dénombrable d’algébres de Fréchet
unitaires est réunion de sous-ensembles compact-ouverts, le résultat suivant
montre que la réciproque est vraie (ceci caractérise la classe d’algebres donnée
dans [5, Lemme 2]).

PROPOSITION 1. Soit A une algébre de Fréchet unitaire telle que M(A) =
Unen Ln, 0tt Ly (n € N) est un sous-ensemble compact et ouvert dans M(A) ;
alors A est un produit dénombrable des Q-algébres de Fréchet unitaires.

Preuve. On peut supposer que pour n # m, L,NL,, = 0. Il existe d’aprés le
Lemme 1, une suite (a,)nen dans A telle que O,, = Ly, et le Lemme 2, montre
que A est isomorphe a [[,cn A-an, et M(A.a,) = Ly (qui est compact), ainsi
A.ay, est une Q-algébre de Fréchet unitaire. 1

Rappelons d’abord qu’'un sous-ensemble a de A est dit total si le sous-
espace vectoriel engendré par a (span(a)) est dense dans A. Et on dira qu’'une
suite (an),>1 est une base de A si pour tout a € A il existe une suite unique
de scalaires (Ap)p>1 telle que a =Y " | Apay. Suivant [8] on dira que la base
(an)n>1 est orthogonale si (an)n>1 C ida et si apa, =0 pour m # n.
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PROPOSITION 2. Soit (A, (F;)icr) une algébre m-convexe, unitaire com-
pléte, s’il existe a C id 4 orthogonal et total, alors A est isomorphe canonique-
ment a C? et on a card(a) = card(M(A)).

Preuve. Sia € a, card(O,) = 1; donc la correspondance :
a— M(A); a — ¢, telle que ¢, € O,
est une application bijective, ainsi card(a) = card(M(A)).
D’autre part, ’homomorphisme : A.a — C; xz.a — ¢(x), est un iso-

morphisme ; donc [],., C est isomorphe & [], ., A.a qui est isomorphe & A
(Lemme 2). 1

a€a aca

Remarques 2. 1) Dans les conditions de la deuxiéme Proposition, I'appli-
cation @ : C* — A; (Mg)aca = D_4ca Aaa est un isomorphisme de l'algebre
topologique produit C? sur A.

2) Nous déduisons directement de la Proposition 2, que CN est la seule
algébre m-convexe unitaire compléte dont il existe une suite d’éléments de id 4
orthogonale totale; ainsi la Proposition 2, généralise, d’une part, le Théoréme
1.7 de [11] de H. Render (donné dans le cas métrisable), les Théorémes 3.3,
et 3.4 de [8]), et la Proposition 3.6 de [1] qui caractérisent la classe d’algebres
de Fréchet a base (an)nen vérifiant la condition (P) : apy1 = ap.ansq et
lim,, yoo ap, = 0 (en remarquant que le sous-ensemble {a,+1 — a,/ n > 1}
est orthogonal, total et formé par des idempotents). Notre résultat caractérise
aussi les algebres a base vérifiant (P) dans le cas non métrisable, ce qui clarifie
les résultats du [2, §1].

3. ALGEBRES FAIBLEMENT TOPOLOGISEES

Parmi les hypothéses essentielles qu’on rencontre, implicitement ou expli-
citement, dans les résultats précédants (Lemme 2, Proposition 2, [1], [2], [6],
[7], [8]) le fait d’avoir un sous-ensemble (total) a tel que pour tout i € I,{a €
a/ P;(a) # 0} est fini. Nous donnons, dans ce paragrahe (Lemme 3), des condi-
tions équivalentes & cette hypothése et nous caractérisons dans le Théoréme 1,
les algébres (semi-simples) satisfaisant ces conditions.

Soit (E, (P;)icr) un espace vectoriel localement-convexe complet, E’' son
dual topologique et FE; est le complété de E/(P;) 1({0}), on a :

B = lim(E;, (m))i<s)ijer
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LEMME 3. Les assertions suivantes sont équivalentes :

a) Pour tout i € I, E; est de dimension finie.

b) Il existe un sous-ensemble a de E total tel que pour tout i € I, ’ensemble
{a € a/P;(a) # 0} est fini.

¢) E est muni de la topologie faible.

d) E est isomorphe a CX, ott X est une base, au sens algébrique, de Iespace
vectoriel E'.

Preuve. a) = c) Si E; est de dimension fini, la topologie de E; est la topo-
logie faible définie par le dual (E;)" de E;, donc le sous-ensemble {fom; /f €
(E;)',i € I} de E' définit la topologie de E.

b) = a) span(a) = E donc span(m;(a)) = E;, et m;(a) est fini, par suite
span(m;(a)) est de dimension finie, ainsi span(m;(a)) = E; et E; est de dimen-

sion finie.
c¢) & d) Conséquence de [4, §6, (n°6, Corollaire 2) et (n°7, Proposition 9)].
d) = b) Est évidente. §I

Le résultat suivant caractérise les algébres localement convexes faiblement
topologisée.

THEOREME 1. Soit (A, (P;)icr) une algébre localement-convexe compléte
vérifiant les conditions du Lemme 3; alors on a :

i) A/Rad(A) est isomorphe a CM(A) et card(M(A)) < card(N)card(I).

ii) S’il existe a C id4 total, A est isomorphe a CM(A) et on a :

card(M(A)) < min{card(N)card(I), card(a)}.

Preuve. 1) A est munie de la topologie faible (Lemme 3, c)), le Théoréeme 1
de [13], montre que A est m-convexe et le Lemme 3, nous permet de supposer
que (A, (P;)ier) est m-convexe compléte telle que pour tout 7 € I, A; est de di-
mension finie. Le Lemme 1, montre que M (A) est muni de la topologie discréte,
donc l'ensemble défini par a = {a € id4/card(O,) = 1} vérifie les conditions
du Lemme 2, ainsi A est isomorphe a [],., A.a, Rad(A) = [[,c, Rad(A.a), et

on a les isomorphismes suivants :

A/Rad(4) = [[ A-a/ [] Rad(4.a) = [](A.a/Rad(A.a))

aca aca aca

aca

et A.a/Rad(A.a) = C, d’oit A/Rad(A) est isomorphe & CM(A) D’autre part,
card(M(A)) < > ;¢ card(M;) < card(N)card(1).
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ii) D’aprés i) A/Rad(A) est isomorphe a CM(4) . donc il suffit de montrer
que A est semi-simple. Pour tout 7 € I, A; est une algébre de dimension finie
dont 7;(a) est total, donc A; est semi-simple, ainsi d’aprés la Proposition 7.3
de [9], A est semi-simple.

Soit b C a une base de span(a), CP) est un dual topologique de span(b),
ainsi C(P) est un dual topologique de A et d’aprés le Lemme 3, I'espace
localement-convexe sous-jacent de A est isomorphe & I’espace localement-con-
vexe CP, ainsi il existe un sous-ensemble J de I cofinal & I tel que card(J) =
card(b), et d’aprés i) :

card(M (A)) < card(N)card(J) < card(N)card(a)

si A est de dimension finie alors card(M(A)) = dim(A) < card(a), sinon
a sera infini donc card(a) = card(N)card(a). Ainsi dans tous les cas on a
card(M(A)) < card(a). 1

COROLLAIRE 1. Soit (A, (P;);cs) une algébre localement-convexe complé-
te; s’il existe un sous-ensemble a de id 4 total tel que pour tout ¢ € I, 'en-
semble {a € a/P;(a) # 0} est fini. alors A est isomorphe a CM(4) et on a
card(M (A)) < min{card(N)card(I), card(a)}.

Remarques 3. 1) Le corollaire 1, est équivalent & ii) du Théoréme 1, ainsi
il existe a C id4 orthogonal total et si A est de dimension infinie on a :

card(M (A)) = inf{card(J)/ (P;)ics définit la toplogie de A}
= inf{card(b)/ b C id4 total} = card(a)

2) Dans le cas m-convexe les conditions du corollaire 1, et de la Proposition
2, sont équivalantes, ceci n’est vrai que dans le cas m-convexe, méme si ’algébre
est métrisable (exemple 3).

EXEMPLE 1. Soit B = C[[Z]] l'algébre des séries formelles munie de la
topologie faible, soit A = BN munie de la topologie faible.
L’algebre A n’est pas semi-simple, et on a,

Rad(A) = (Z.B)N et A/Rad(A) = (B/ZB)N = cN.
EXEMPLE 2. Soit X = {0}U{2/n € N*} muni de la topologie induite par

celle de R, A = C(X) l'algébre des applications complexes continues sur X
nulles en zéro et a le sous-ensemble de A défini par :

1 1
a:{en/en: X — C, en<—>:08im7én, eten<—>:1}.
m n
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On a (4, || ||co) est une algebre de Banach, M(A) = X, a C id4 orthogonal et
total, mais A n’est pas isomorphe & C¥X, ainsi la Proposition 2, n’est pas vraie
sur les algébres non unitaires.

EXEMPLE 3. (Voir [10] ou [11]) Soit C_ = C\ [1,00[ et A =H(C_) l'es-
pace des fonction holomorphes sur C  muni de la toplogie de la convergence
uniforme sur les compacts ; soit * le produit d’Hadamard sur A (le produit * est
défini localement sur un disque de centre zéro par (3o o anz™)*(3 oo bp2") =
Yoo anbpz™ ); alors A est une algébre unitaire localement-convexe métri-
sable compléte & suite orthogonale totale (2")pen+ C id4, mais A n’est pas
isomorphe & CM(4), Ainsi la Proposition 2, n’est pas vraie dans le cas non
m-convexe.
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