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APLICACIONS DAS MATEMATICAS NA
INDUSTRIA METALURXICA

1. MODELIZACION MATEMATICA

(Son ttiles as matemadticas? O
grave non é que esta pregunta a formu-
len os nosos estudiantes de bacharelato.
O realmente preocupante é que non
teflan clara a resposta moitos alumnos
da licenciatura ou boa parte dos nosos
enxefieiros. Algo falla no ensino desta
disciplina no noso pafs para que se susci-
te esta cuestion, cando decote manexa-
mos e gozamos de dispositivos ou servi-
cios que, ben foron desefiados a través
de célculos, ben utilizan para o seu fun-
cionamento algoritmos matematicos.

Este artigo pretende, mediante
algtins exemplos concretos, contribuir a
fundamentar unha resposta afirmativa 4
pregunta de se son ttiles as matematicas.
Pero debe quedar ben sentado desde o
principio que en absoluto as aplicaciéns
da matemdtica se restrinxen ¢ tipo das
que aqui imos expor. Deixaremos féra,
por exemplo, especialidades tan impor-
tantes desde este punto de vista como a
investigacion operativa ou a matemadtica
discreta.

O século pasado quedaron ben
establecidas as ecuaciéns que rexen os
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fenémenos da mecénica, a termodindmi-
ca e o electromagnetismo, tres discipli-
nas da fisica que son, moi probablemen-
te, as de maior importancia na enxefierfa.

Estas ecuacions relacionan as mag-
nitudes que caracterizan e representan
os ditos fenémenos e constittien, polo
tanto, modelos matematicos que, coa stia
resolucion, permiten predicir e simula-lo
comportamento de gran niimero de pro-
cesos e dispositivos.

Ata tempos recentes a resolucién
destas ecuacions (tratase, xeralmente, de
‘ecuacions diferenciais en derivadas par-
ciais’) non se puidera levar a cabo mdis
que en casos moi particulares, como
aqueles nos que é posible facer unha
aproximacion lineal e nos que, ademais,
a xeometria do recinto é sinxela (esfera,
cilindro, rectdngulo...). Sen embargo, a
partir da introduccién dos modernos
ordenadores e do desenvolvemento de
métodos numéricos robustos, xa é posi-
ble calcula-la solucién de grandes siste-
mas de ecuaciéns en derivadas parciais
non lineais, en xeometrias complicadas
bi-ou tridimensionais.

A resolucién con ordenador de
modelos matemdticos que rexen a
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evoluciéon de procesos ou o comporta-
mento de dispositivos constitie unha
disciplina de posibilidades enormes para
o cofiecemento destes e mais para a stia
posterior prediccién e control. A simula-
cién numeérica, nome polo que comeza a
denominarse, constitie a base funda-
mental dunha nova tecnoloxia chamada
‘Enxefierfa Asistida por Ordenador’,
cofiecida tamén por CAE, acrénimo do
seu nome inglés (Computer Aided
Engineering).

Antes de discutir sobre os seus
aspectos metodoldxicos e de mencionar
algunhas aplicaciéns, debemos sinalar
que o nucleo bdsico desta disciplina o
forman as matematicas; fundamental-
mente, unha parte da andlise mateméti-
ca, que é a teorfa das ecuaciéns diferen-
ciais en derivadas parciais, e a andlise
numérica que proporciona os métodos
para a stia resolucion aproximada.

A primeira etapa para proceder 4
simulacion numérica é a construccién
dun modelo matemdtico do fenémeno
que se quere estudiar. Xeralmente trata-
se de ecuaciéns ben establecidas pola
fisica e nesta etapa o matemadtico debera
contar cunha minima formacién neste
campo e, posiblemente, coa colabora-
cién de fisicos e enxefieiros (de ai a
importancia de incluir nos plans de estu-
dios da licenciatura de Matemadticas
alguns cursos de fisica). Do traballo con-
xunto xurdird un modelo o mdis simpli-
ficado posible e, en casos excepcionais,
as ecuaciéns resultantes poderanse
resolver ‘4 man’, é dicir, con técnicas
analiticas que proporcionardn a solucién
‘en forma pechada’ ou como suma

dunha serie; pero a maiorfa das veces a
stia complexidade ou a da xeometria fara
imposible esta via.

A continuacién dbrese un camifio
dificil e tortuoso para o matemadtico
puro: 4 falta dunha expresién explicita,
tratarase de probar que existe algunha
solucién, que é tinica e que poste deter-
minadas propiedades cualitativas como
dependencia continua dos datos, estabi-
lidade, etc.

Paralelamente, o ‘analista numéri-
co’ tentard describir e analizar métodos
de resolucién aproximada, susceptibles
de seren programados en ordenador. En
efecto, a enorme cantidade de célculos
involucrados nos algoritmos obrigard,
ineludiblemente, a utilizar este instru-
mento. Da capacidade do ordenador dis-
poiiible dependerd a precisién dos calcu-
los e a rapidez para os obter. Se o tempo
de cédlculo non é razoable, estaremos s6
ante unha potencial aplicacién da simu-
lacién numérica, que deberd agardar,
para ser efectiva, a que os progresos na
tecnoloxia das computadoras pofian 6
noso dispor maquinas mdis veloces.

Nos ultimos anos cofiecemos un
avance enorme neste terreo: entre 1970 e
1992 a velocidade de proceso multipli-
couse por mil e introducironse algorit-
mos numéricos que melloraban nun fac-
tor andlogo ¢s preexistentes. Os
chamados ordenadores persoais postien
hoxe en dia unha velocidade de calculo
que nin sequera tifian os primeiros
superordenadores aparecidos na década
dos setenta. Este feito, unido a unha
diminucién dos custos e a unha maior
facilidade de uso, estd a facer posible
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aplica-la simulacién numérica a moitas
situacions formuladas pola pequena e a
mediana industria. Xa non son a indus-
tria aerondutica, a do automobil, a nucle-
ar ou a petroleira as tnicas consumido-
ras de CAE. Hoxe en dfa dificilmente
pode atoparse un campo da enxefieria
moderna e innovadora que non utilice os
ordenadores con este propdsito. Os
exemplos son innumerables e non sé na
industria: as traxectorias dos satélites
artificiais e das misiéns planetarias cal-
cilanse rutineiramente; os enxefeiros
aerospaciais usan as computadoras para
simula-lo fluxo do vento arredor dun
avién ou doutros vehiculos espaciais,
con vistas a mellora-lo seu comporta-
mento aerodindmico, e tamén para com-
proba-la stia integridade estructural
(tales estudios son de crucial importan-
cia na industria aerospacial para o dese-
flo de aviéns e enxefios espaciais que
sexan econémicos e seguros); os enxenei-
ros civis estudian as caracteristicas
estructurais de grandes edificios, presas,
viaductos, etc.; na industria metaltdrxica,
o rendemento dunha cuba electrolitica
para a obtencién do aluminio pode
mellorarse se se emprega a simulacién
numérica no seu proceso de desefio; os
meteordlogos usan gran cantidade de
recursos de cdlculo para resolveren as
ecuaciéns en derivadas parciais que
rexen o comportamento da atmosfera e,
dese modo, predici-lo tempo que vai
facer nos préximos difas; os climatdlogos
empregan modelos matemadticos para
estudiaren os posibles cambios no clima
da Terra ou para explicaren fenémenos
como o Neno; tamén os ecoloxistas, os
bidlogos e os médicos utilizan de forma
crecente a computadora en dreas tan

diversas como a dindmica das poboa-
ciéns dun ecosistema, a dispersiéon de
contaminantes nos océanos e a atmosfe-
ra, o fluxo sanguineo no corpo humano,
a construccion de proéteses, etc.

Mediante esta nova tecnoloxia é
posible substitufr, polo menos parcial-
mente, 0s experimentos fisicos, e facilitar
e fomenta-lo progreso e a comprensién
no estudio dos fenémenos. Experimentos
custosos e complexos, ou mesmo impo-
sibles de realizar (pensemos nun acci-
dente nunha central nuclear), serdn cam-
biados en gran medida por modelos de
computador, que revelardn os mdis finos
detalles madis alé dos limites de calquera
experimento real. Asi por exemplo, o
comportamento dun automébil nunha
colisién pode ser simulado nun ordena-
dor e estudiado con detalle antes de
construir un prototipo.

Para isto, como sinalamos, son
necesarias tres ferramentas fundamen-
tais: un bo modelo de comportamento,
un algoritmo numérico rdpido e un orde-
nador de gran potencia. En xeral, cando
se dispén delas, a simulacién permite
cambia-los pardmetros e as condiciéns
externas a vontade e dispor de moita
mdis informacién da que se pode obter
probando prototipos.

Nas secciéns seguintes imos pre-
sentar, de forma moi sucinta, ddas apli-
cacions da simulacién numérica na
industria metaltirxica. A primeira delas
refirese 4 obtencion do aluminio por
electrlise da alumina, mentres que a
segunda trata sobre os electrodos que se
empregan nos fornos de arco eléctrico.
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2. UNHA APLICACION NA INDUSTRIA DO
ALUMINIO

2.1 INTRODUCCION

A cuba de electrélise constitie a
unidade bdsica na produccién de alumi-
nio onde ten lugar o proceso chamado
Hall-Héroult. O aluminio prodtcese por
reduccién electrolitica da alumina
(Al»O3) disolta nun bafio de criolita fun-
dida (NagAlFg) (para os detalles pédese
consulta-lo libro de Grjotheim e Kvande
[10]). A reaccién quimica global é a
seguinte:

241505 gisolto)+3C(s)=4AL*3C0x(g) (21)

A cuba consta de duas partes fun-
damentais: un dnodo de carbén consu-
mible que reacciona co osixeno proce-
dente da descomposicién da alumina
para formar diéxido de carbono. Un
catodo de diversos materiais, con duias
misiéns fundamentais: facilita-lo paso da
corrente eléctrica a través del, e exercer
de contedor de aluminio liquido e, sobre
este, do bano de criolita.

A reduccién é un proceso moi com-
plexo que involucra mdltiples fenéme-
nos de transporte, reacciéns quimicas e
electroquimicas, fenémenos termoeléc-
tricos e magnetohidrodindmicos e com-
plexos equilibrios de fase. Logo de mdis
de cen anos de aplicacién comercial (C.
M. Hall, en USA, e P. L. T. Héroult, en
Francia, patentaron o proceso en 1886),
unha gran cantidade de traballo
experimental foi levado a cabo, para con-
seguir unha boa comprensién daquel.

O aluminio férmase arredor de
960° C e queda contido nun crisol de
materiais carbonosos que proporcionan
a estanquidade, conectados electrica-
mente a barras de aceiro que dan saida &
corrente do cdtodo. Por baixo e na peri-
feria deste conxunto, varias capas de
materiais illantes e refractarios encdrgan-
se de proporcionarlle & cuba o balance
térmico adecuado. Por dltimo, un caixén
de chapa de aceiro reforzado proporcié-
nalle contencién 6 conxunto. Na figura 1
aparece representada unha seccién trans-
versal da cuba.

Avida do cdtodo € limitada e a sda
reposicion supén un dos custos mais ele-
vados na produccién de aluminio. Outro
aspecto fundamental é o rendemento
enerxético; a caida de potencial nel, non
é senén unha perda irrecuperable de
enerxia. Da optimizacién do seu desefio
depende a stia lonxevidade e a reduccién
da factura eléctrica.

Por outra parte, unha serie de pard-
metros, como son a intesidade, o nivel
dos liquidos, o contido de aditivos, etc.,
resultan determinantes no rendemento e
na duracién das cubas.

Agora ben, a posta en marcha dun
novo desefio de cdtodo ou a modificacién
dun pardmetro de marcha, esixen a reali-
zacién de experimentaciéns de elevado
custo e lenta obtencién de conclusions, de
al a necesidade de dispor dun modelo
sobre o cal simular estas variaciéns.

A simulacién numérica do compor-
tamento das cubas utilizase hoxe en dia
polos grandes fabricantes de aluminio
como axuda para o desefio de novos
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Figura 1: Seccion vertical dunha cuba electrolitica.

cdtodos ou para a modificaciéon dos exis-
tentes. Citemos por exemplo os traballos
de Bruggemen e Danka [6], Kryukowski
e Scherbinin [12], Bermtidez, Muiiiz e
Quintela [4], [5].

Alinvestigacion en modelizacién de
cubas lévase a cabo en tres campos dife-
rentes ainda que profundamente relacio-
nados: a modelizacién das condiciéns
térmicas e eléctricas no seo da cuba, a
modelizacion magnetohidrodindmica
dos movementos dos fluidos no seu inte-
rior, e a modelizacion dos estados tensio-
nais nos diferentes materiais que a cons-
titden. Nunha primeira aproximacién, o
modelo termoeléctrico pode considerar-
se independente dos outros dous.

Asociados ds isotermas e equipo-
tenciais que o modelo traza no seo do
catodo, ocorren unha serie de fenémenos
termodindmicos e de reacciéns quimicas
que, en funcién da sda localizacién,

poden resultar prexudiciais ou beneficio-
sas para a duracién da cuba.

A madis caracteristica de tddalas
isotermas é aquela & cal o bafio de crioli-
ta pasa 6 estado sélido, formando unha
capa que se adhire 6 lateral do cdtodo
chamado talude, que o protexerd das
infiltraciéons dos elementos corrosivos.
Por outra parte este talude reduce as
perdas de calor e traballa coma un sumi-
doiro cando a cuba estd demasiado
quente: 6 se fundir diminde a stia capa-
cidade illante, co que a cuba arrefrfa.
Ademais, a forza electromagnética que
se orixina ¢ paso da corrente (forza de
Lorentz) produce un movemento con-
vectivo horizontal do metal liquido.
Como o talude é electricamente illante, a
stia forma determina a aparicién ou non
de componientes horizontais da corrente
eléctrica, que desempefian unha funcién
importante no comportamento da cuba.
O grosor do talude e a stia extension
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baixo a chamada ‘sombra do &nodo’
afectan as comporfientes da corrente. A
forza debida a esta corrente horizontal
causa oscilaciéns horizontais na superfi-
cie do aluminio liquido. Deste xeito o
perfil do talude infltie na estabilidade da
voltaxe e na eficiencia das cubas comer-
ciais.

Por tédalas razéns expostas, un dos
obxectivos do desefio das paredes dunha
cuba é promove-la formacién dun talude
adecuado para dar unha operacién da
cuba estable e eficiente e unha vida
longa.

Nos dltimos oito anos, no
Departamento de Matemdtica Aplicada
da Universidade de Santiago de
Compostela abordamos, por encargo da
empresa INESPAL METAL S.A. e en colabora-
cién cos seus enxefieiros, a simulacion
termoeléctrica dunha cuba de electrélise,
que incorpora un mddulo de axuste
automadtico do modelo 6 caso de calque-
ra cuba en funcionamento, a través de
medidas das temperaturas no seu inte-
rior, das temperaturas do seu caixén ou
dos fluxos de calor que o atravesan.

Para valida-los seus resultados
monitorizdronse varias cubas da fabrica
da Corufia, picindoas no seu seo con ter-
mopares conectados via datatakers a
ordenadores persoais, para a toma de
temperaturas en continuo. Os resultados
foron excelentes xa que se estableceron
diferencias entre as temperaturas calcu-
ladas polo modelo e as medidas polos
termopares, de arredor da decena de
graos centigrados.

Os primeiros froitos xa se recolle-
ron coa elaboracion e a revision de novos
desefios de cdtodos que reducen as per-
das enerxéticas e aumentardn previsible-
mente a stia lonxevidade, ainda que non
se pode confirmar este aspecto a curto
prazo debido 4 extensa duracién do ciclo
vital das cubas.

A seguir escribirémo-las ecuaciéns
do modelo termoeléctrico e daremos
unha idea sucinta sobre a stia resolucién
numérica. Finalmente, mostraremos
algtins resultados correspondentes 4
simulacién de cubas industriais.

2.2 DESCRICION DO MODELO

Na préctica é suficiente con mode-
liza-lo cdtodo. Ademais, por razéns de
simetrfa abonda con inclui-la metade
dunha destas secciéns. Referimonos a
figura 2 para as notaciéns:
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Figura 2: O dominio do submodelo térmico.
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Sexa Q7 o conxunto aberto ocupa-
do pola parte da cuba que estamos mode-
lizando. Denotamos por ' a fronteira de
QT e considerdmo-la seguinte descompo-
sicién de ' (véxase a figura 2):

M _Ty0r,0M,0rg0s. (22)

O conxunto S representa a superfi-
cie do talude, que é unha ‘fronteira libre’;
determinala é unha parte do noso
problema.

Denotemos por Qf o subconxunto
de 't ocupado polos materiais electrica-
mente conductores do cdtodo (ver figura
3). A ecuacién bdsica para calcula-lo
potencial e a densidade de corrente é a
ecuacién de continuidade da carga, dada

por:
0.7(x) =0 (23)

Figura 3: O dominio do submodelo eléctrico.

onde | é o vector densidade de
corrente, que esta relacionado co poten-
cial eléctrico da forma:

J) =-0k DOV (x), (24)

sendo 0 a conductividade eléctrica, que
depende da temperatura. De (2.3) e (2.4)
dedtcese a seguinte ecuacién en deriva-
das parciais en QF:

-0.(cxDOV(x)=0. (2.5

Por outra parte, a calor desprendi-
da por efecto Joule incrementa a tempe-
ratura de acordo coa ecuacion en deriva-
das parciais non lineal:

-O.(k (¢, T)OT(%))
oD D00V @PenQr (26)

onde k denota a conductividade térmica,
que tamén depende da temperatura.

A mesma ecuaciéon verificase no
resto de Q7 substituindo o seu segundo
membro por cero.

Para completa-lo modelo é necesa-
rio precisa-las condiciéns de contorno
para as ecuacions eléctricas

Ja)n=-j(x)enly (27)
V(ix)=0enly, (28)
J(x)n=0
endQp \ (F; 0Ty, (29

e térmicas
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kbg_(x) =a (T(x)) - T+ B (T, (x)' - (T (x) +273)) en T, (2.10)
n

k(x,T)aL(x)z OenTl,
on

Tx)=Tsenly
T(x)=T,enTy

As funciéns que aparecen nas ecua-
ciéns (2.7)-(2.13) representan os seguin-
tes pardmetros fisicos:

® o (x, T): coeficiente de transfe-
rencia de calor por conveccién no punto
x da fronteira d temperatura T.

® f3(x, T): coeficiente de transfe-
rencia de calor por radiacién no punto x
da fronteira 4 temperatura T.

® T.(x): temperatura do aire que
bafia o exterior da cuba no punto x da
fronteira.

® T, (x): temperatura do medio co
que intercambia calor por radiacién o
punto x da fronteira

® j(x): densidade de corrente no
punto x da fronteira 'y

® T, temperatura da barra cato6-
dica a 11 cm do caixén da cuba.

o T - Iy
T,: temperatura de operacion.

A ecuacién (2.10) establece que o
fluxo de calor a través da fronteira exte-
rior I -, se debe 4s perdas por conveccién
e radiacién, mentres que a condicién de
tipo Neumann homoxénea (2.11) se veri-
fica por simetria.

2.11)
(2.12)
(2.13)

Notese que I'; representa a parte
da fronteira onde se subministran como
dato a temperatura e a densidade de
corrente; de xeito andlogo, supofiemos
que a temperatura e o potencial eléctrico
son cofiecidos en [y,

Por outra parte, obsérvese que os
dous problemas, térmico e eléctrico,
estdn eucaixados: o primeiro depende do
potencial eléctrico mentres que no
segundo a conductividade eléctrica
depende da temperatura.

Por tltimo damos condiciéns sobre
a superficie de talude S. Lembremos que
esta interfase non se cofiece de antemdn.
De feito, como xa se mencionou, a sta
posicién é unha informacién que se pre-
tende obter mediante a simulacién
numérica.

Notemos primeiro que o campo
electromagnético provocado polo paso
da corrente xera un movemento horizon-
tal das fases liquidas de grande intensi-
dade. Como consecuencia disto a tempe-
ratura destas é bastante uniforme (é a
chamada temperatura de operacién da
cuba) e cae bruscamente nunha capa del-
gada ata a temperatura do liquidus do
bafio (ver figura 4).



Aplicacions das matematicas na industria metaldrxica 97

Esta capa delgada, chamada ‘zona
pastosa’, é unha mestura de sélido e
liquido a nivel microscépico, de maneira
que a stia modelizacién resulta moi
complicada.

Nos supofiémo-las seguintes ecua-
ciéns na superficie do talude:

T(x)=T, (2.14)
kOT®) — f(x)n, (xy),  (2.15)
on

onde n7 representa a primeira compo-
fente do vector unitario, normal a S no
punto considerado x e flxy) é unha fun-
cién que debe subministrarse para cada
cuba. Na préctica f debe ser identificada
a partir de medidas experimentais.

A inclusién de nq resulta, non sé
conveniente desde o punto de vista
matemadtico, senén tamén xustificable
desde o punto de vista fisico; en efecto o
fluxo de calor depende da pendente da

Figura 4: Transferencia de calor das fases liquidas 6
talude.

fronteira libre, sendo tanto maior canto
maior é esta.

2.3 RESOLUCION NUMERICA

As ecuacions establecidas no para-
grafo anterior non se poden resolver con
técnicas analiticas, polo que se recorre a
métodos numéricos. Unha posibilidade,
desenvolvida en [4], consiste en utilizar
unha discretizacién mediante un ‘méto-
do de elementos finitos’. A presentacion
deste asf como a descricién dos algorit-
mos iterativos para resolve-lo problema
non lineal que se obtén estdn féra do
alcance deste artigo; o lector interesado
encontrard os detalles na referencia
citada.

Aqui limitarémonos a presentar
algins resultados tipo, obtidos para
cubas electroliticas reais mediante un
programa de ordenador que implementa
estes algoritmos.

As figuras 6 e 5 mostran as isolifias
obtidas para o campo de temperaturas e
para o de potenciais eléctricos. Na pri-
meira pode observarse a superficie do
talude.

3. ELECTRODOS DE FORNOS METALURXICOS

Os electrodos constittien unha das
pezas fundamentais dos fornos de arco,
que se utilizan na industria metaltrxica
para a obtencion de ferroaliaxes, silicio,
carburo de calcio, acero e outros. A sta
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Figura 5: Ispotenciais.

misién é produci-las altas temperaturas
que se necesitan para que tefian lugar as
reacciéns quimicas de reduccién. Para
isto xérase unha gran cantidade de ener-
xfa nun arco eléctrico que se produce no
seu extremo inferior, no centro do forno
(ver figura 7).

O didmetro tipico dos electrodos é
de 1-2 metros mentres que a stia lonxi-
tude é de arredor de 10 metros. As
correntes que se utilizan son de alta
intensidade (ata 150 kA).

Ata principios desta década, os
electrodos madis utilizados na industria
eran os de grafito puro, os precocidos e
os Soderberg. Este tltimos xéranse in
situ, 6 cocerse unha pasta carbonosa que
se introduce nun recipiente cilindrico de
aceiro chamado wvirola. Para facilita-la
coccién existen unhas varas que partin-
do desta virola se introducen na pasta. A
gran cantidade de calor desprendida 6
paso da corrente polo efecto Joule
emprégase parcialmente na cocciéon da
pasta. Este é un proceso crucial durante o
cal a pasta, que inicialmente é non con-
ductora e branda na parte superior do
electrodo, se converte nun conductor

Figura 6: Isotermas.
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Figura 7: Un forno de reduccion.

solido. Deste xeito, a stia conductividade
eléctrica sofre cambios moi importantes
dun lugar a outro do electrodo, debido
ds fortes diferencias de temperatura. De
feito é esta tltima variable a que deter-
mina o grao de coccién da pasta, polo
que é importante conseguir no electrodo
unha distribucién correcta da tempera-
tura. En particular, a posicién da rexion
de coccién inflie enormemente na ope-
racién do electrodo.

Entre as vantaxes dun electrodo
Soderberg fronte 6s de grafito puro ou os
precocidos, estd o feito de que o primeiro
é meirande e o seu custo é menor. Sen
embargo, como os electrodos se conso-
men na punta, periodicamente deben ser
desprazados cara a abaixo, tipicamente
0,5 m por dfa. O existi-las varas mencio-
nadas para a coccion da pasta, este move-
mento vertical cara a abaixo non € posible
sen escorregar tamén a virola, a cal se
funde e contamina o producto final. Este
é o motivo polo que os electrodos

Soderberg non se poden utilizar para a
obtencién de silicio metal (silicio puro
que se utiliza, por exemplo, para producir
aliaxes de aluminio).

Por esta razén, ata comezos desta
década os electrodos precocidos eran a
Gnica alternativa para a obtencién de
silicio metal. Sen embargo, recentemen-
te, un novo electrodo ‘composto’, o cha-
mado ELSA, foi desenvolvido pola
empresa espafiola Ferroatlantica na sta
factoria do poligono industrial de Sabén
(Arteixo, A Corufia) (ver Bullén e
Gallego [7]). Este electrodo consta dun
nticleo de grafito que acttia como sopor-
te mecénico central, e dunha coroa exte-
rior limitada por unha virola, constituida
por pasta tipo Soderberg que fltie contra
a parte inferior do electrodo ata que se
coce na zona por onde entra a corrente
eléctrica a través dunhas zapatas de
cobre chamadas “placas’.

O electrodo postie dous sistemas
de escorregamento independentes: un
para a virola e outro para a columna cen-
tral. Por outra parte, a diferencia do que
ocorre cos electrodos Soderberg, non son
necesarias as varas para a coccién da
pasta. Xa que logo, é posible proceder 6
escorregamento do electrodo mantendo
a virola fixa, de tal xeito que esta funcio-
na simplemente como unha ‘camisa de
extrusion’.

Noutras palabras, este electrodo
funciona de modo moi similar a un pre-
cocido. En particular, non existe a penas
contaminacién do producto polo aceiro
da virola, o que permite utilizalos para a
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obtencién do silicio metal. Sen embargo
0 seu comportamento termoeléctrico
global cambia con respecto 6s electrodos
Soderberg puros ou con respecto s pre-
cocidos. A razén é que o grafito é un con-
ductor moito mellor cd pasta e deste
modo o chamado ‘efecto pel’ é menos
importante ca nos de grafito puro, nos

precocidos ou nos Soderberg clasicos.

A gran vantaxe dos electrodos
compostos é o seu menor custo fronte 6s
precocidos. Asf, cando se utilizan para a
produccién de silicio metal, o aforro é
superior 6 12 por cento. Un inconvenien-
te é que a operacién é mdis delicada por-
que a velocidade de escorregamento estd
condicionada pola coccién da pasta. En
efecto, como a virola non escorrega hai
que estar seguros de que a parte do elec-
trodo que esvara baixo placas estd com-
pletamente cocida, para evitar que a
pasta liquida se derrame. Isto fai necesa-
rio que transcorra un tempo minimo
entre escorregamentos.

Deste modo a coccién da pasta é
un punto crucial na operacién deste tipo
de electrodos e para cofiece-la fronteira
que separa a pasta criia da cocida resul-
tan de grande utilidade os modelos
matematicos.

En xeral, sexa cal for o tipo de elec-
trodo, a gran complexidade no desefio e
na operacion fai moi conveniente
utiliza-la simulacién numérica. Por iso,
nas tltimas ddas décadas, varias se dedi-
caron a calcula-la distribucién de tempe-
raturas nos electrodos Soderberg (ver
por exemplo [11] e as referencias biblio-
gréficas que alf aparecen) e, mdis recen-

temente, de electrodos compostos (ver
Bermuidez, Bullén e Pena [2]).

A modelizacion termoeléctrica con-
duce a un sistema de ecuaciéns en deri-
vadas parciais non lineal que gobernan o
campo electromagnético (ecuaciéns de
Maxwell) e a distribucién de temperatu-
ras (ecuacién da calor). O encaixe entre
ambas prodtcese por dous motivos: en
primeiro lugar o efecto Joule, que depen-
de da densidade de corrente, acttia como
fonte na ecuacién da calor. En segundo
lugar, a conductividade eléctrica dos
materiais que compofien o electrodo
depende fortemente da temperatura.
Como antes mencionamos, a pasta
Soderberg non é conductora a tempera-
tura ambiente; sen embargo é un bo con-
ductor, similar ¢ grafito puro, ds tempe-
raturas que se acadan na punta do
electrodo (arredor de 2500° C).

3.1 MODELO MATEMATICO

A figura 8 representa un esquema
do electrodo ELSA. Unha corrente eléc-
trica de intensidade e frecuencia cofieci-
das entra a través das ‘placas’, especie de
zapatas de cobre que arrodean o electro-
do nun certo nivel. Entén baixa vertical-
mente e abandona o electrodo a través
da stia parte inferior, onde se forma un
arco eléctrico. Para cofiece-la distribu-
cién da corrente no interior do electrodo,
e a partir dela a da calor liberada 6 seu
paso (efecto Joule), debemos considera-
-las ecuaciéns de Maxwell que gobernan
o campo electromagnético
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rotH=] (3.16)
%—Ier rotE=0 (3.17)
divB=0 (3.18)
B=uH (3.19)
= 0oE (3.20)

onde o termo que inclte o desprazamen-
to eléctrico foi desprezado porque a
corrente é de baixa frecuencia (50-60 Hz).
As notaciéns utilizadas son as seguintes:

® ] é a densidade de corrente

® E é 0 campo eléctrico

® B éainduccion magnética

® H é o campo magnético

® 11é a permeabilidade magnética
® ¢éa conductividade eléctrica

Xa que estamos supofiendo que a
corrente € alterna, tédolos campos teran
unha dependencia espacio-temporal da
forma:

F(x,t) = Re(e!@F(x)) (3.21)

sendo wa frecuencia angular.

Craphits I
" Sodorberg pasts H
L
Rf i
I,

Figura 8: Esquema do ELSA.

Substituindo estas expresiéns nas
ecuaciéns de Maxwell resultan as
seguintes:

iwB+rotE=0 (3.22)
rotH=] (3.23)
J = oE (3.24)

Utilizando (3.19) e (3.20) é posible
eliminar tédolos campos e obter unha
soa ecuacién para o campo magnético

rot H=0 (3.25)

; 1
iwu(x, T) + rot G0 D

A conductividade eléctrica depen-
de da temperatura T. Por conseguinte, se
queremos integrar esta ecuacién debere-
mos resolver simultaneamente a ecua-
cién da calor:

dx, T)c(x, T)( oT . grad T) -div(k(x, T)grad T=]-E (3.26)

ot

onde d, c e k denotan, respectiva-
mente, a densidade de masa, a calor
especifica e a conductividade térmica,
que tamén dependen da temperatura, e

v é a velocidade de escorregamento ver-
tical debida 6 consumo do electrodo. A
fonte de calor no segundo membro da
ecuacion representa a calor liberada por
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unidade de volume e unidade de tempo
debido 6 efecto Joule. Nétese que este
termo produce un encaixe entre a ecua-
cién e (3.25). Por simplicidade, nunha
primeira etapa consideramos un modelo
estacionario e desprezamos por tanto o
consumo do electrodo e o seu escorrega-
mento. Deste modo, os dous primeiros
sumandos en (3.26) desaparecen.

Para completa-lo modelo e conse-
guir un problema matematicamente ‘ben
formulado’ compre establecer ‘condi-
ciéns de contorno’. Isto non é unha tare-
fa doada, polo menos polo que respecta
a ecuacion (3.25). Sen embargo, 0 noso

rot Hir.z}= —ﬁ:, +%%{rff, X,

&

onde (r,z) pertence 6 dominio bidimen-
sional Q que se mostra na figura 8.,

o} 3

obxectivo nesta etapa preliminar é simu-
lar un s6 electrodo, o que significa des-
preza-lo chamado ‘efecto proximidade’,
debido 4 presencia dos outros dous elec-
trodos; isto vainos permitir supofier que
0s campos tefien simetria cilindrica, e a
partir de af escribir unhas condiciéns de
contorno axeitadas.

En efecto, baixo esta hipdtese tédo-
los campos son independentes da varia-
ble angular g. Ademais, a densidade de
corrente non ten compofiente na direc-
cién tanxencial eg. Denotémo-lo opera-
dor rotacional en coordenadas cilindri-
cas, utilizando letras itdlicas

3.27)

Entén de (3.25) dedticese

af 1
"”"i"i[ﬂ{r.n.r} & ) a\olro. Ty o

Por outra parte, de (3.16) obtense

et H (g -vmd v

onde v = (vr,vz) denota o vector unitario
normal a " = 0Q e dirixido cara 6 exterior
de Q.

O segundo membro da ecuacién
precedente cofiécese sobre a parte da
fronteira de Q chamada Iy (ve-la figura

i a{rH!]
roa

1 acrﬂ.})m 328

(3:29)

8), porque a densidade de fluxo de
corrente eléctrica a través da superficie
do electrodo, ou ben é un dato (na zona
en contacto coas ‘placas’) ou ben é nula.
Ademais, un cdlculo fécil amosa que o
termo do primeiro membro é igual a

(3:30)



Aplicacions das matematicas na industria metaldrxica 103

onde T = (v,,- v,) é un vector unitario tan-

xente & fronteira.

A ecuacién (3.29) pode ser integra-

da 6 longo da fronteira para calcula-lo

8 GOH (el = { 8,000 7, (oD + 7, () (v)}v

Sobre a parte da fronteira en con-
tacto co arco eléctrico, [} =T \ (M@ p),
supofiemos que a compofiente tanxen-
cial da densidade de corrente é nula.

Facemos notar que a distribucién
de corrente sobre a superficie entre pla-
cas e virola influird de modo significati-
vo na posicién da zona na que coce a
pasta. Por este motivo, na practica as pla-
cas incliiense no modelo. Tamén a virola

grad T(r.ﬂ=%=. +%=.-

de maneira que a ecuacién da calor (3.26)
se escribe

4

1f @ o ar 1
—;[;trkt(r,ﬂ.ngh % (rk((r.2). T?EJJ' m‘[’“”r .

Por simplicidade, imos considerar
condiciéns de contorno de tipo Dirichlet
enlr=T \ T, édicir, suporemos que se
cofiece a temperatura na superficie do
electrodo.

3.2 RESOLUCION NUMERICA

De novo neste exemplo cémpre
recorrer a métododos numéricos para

campo electromagnético na superficie do
electrodo. Denotemos por s(u) unha
parametrizacion de 'y a partir dun
punto P situado no eixe. Supofiamos que
T @ s(u)>0. Entén Hg vén dado por

(.a1)

pode modelizarse; sen embargo, salvo
que tefia varas, como ocorre cos electro-
dos Soderberg, a sda influencia é despre-
zable para o conxunto do electrodo.

Co obxecto de escribi-la ecuacién
da calor en coordenadas cilindricas, sina-
lamos primeiramente que, supofiendo
axisimetria, o operador gradiente vén
dado por

{1.32)

(3.33)

resolve-las ecuacions do modelo termoe-
léctrico do electrodo. Concretamente
poden utilizarse métodos de elementos
finitos como o proposto en [2]. Para isto
€ preciso crear dmbalas formulaciéns
débiles dos problemas eléctrico e térmi-
co, e discretizalas aproximando o campo
magnético e a temperatura mediante
funciéns globalmente continuas e poli-
némicas de grao un, en cada tridngulo
dunha malla do dominio de célculo.
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Como o problema discretizado é
non lineal, para resolvelo é preciso reco-
rrer a un algoritmo iterativo baseado en
argumentos de punto fixo. Esencial-
mente, en cada iteracion resdlvense,
sucesivamente, un problema electro-
magnético e un problema de transmision
de calor, pero lineais en &mbolos casos.

A matriz do primeiro deles é com-
plexa e non hermitiana. Para resolve-lo
correspondente sistema numeérico lineal
utilizase un método de dobre gradiente
conxugado, precondicionado cunha fac-
torizacién incompleta da matriz de coefi-
cientes. Sen embargo, o sistema lineal
que xorde do problema térmico resélve-
se mediante o método de Cholesky.

O algoritmo descrito implementou-
se nun ordenador persoal mediante un
programa escrito en linguaxe Fortran.
Tamén se realizou un interface de usua-
rio que permite introduci-los datos e
visualiza-los resultados. O conxunto
constitie unha aplicacién informdtica
que pode utilizarse nun ordenador per-
soal baixo sistema Windows 95.

Esta aplicacién emprégase corren-
temente para simula-lo comportamento
do electrodo ELSA da compaififa
Ferroatlantica (Arteixo, A Corufia).

As figuras 9 a 12 amosan algtns
resultados tipicos. As isolifias para a
parte real do campo magnético Hg recé-
llense na figura 9 mentres que a figura 10
presenta parte real da densidade de
corrente. Como na zona de placas a con-
ductividade eléctrica do grafito ¢ moito
maior cd da pasta, a corrente eléctrica
‘prefire’ pasar a través daquel. Sen
embargo, a medida que descendemos a

temperatura aumenta e 0 mesmo ocorre
coa conductividade eléctrica da pasta.
De feito, na punta do electrodo compite
co grafito pola corrente e, debido 6 ‘efec-
to pel’, esta tende a sair cara 4 parte exte-
rior do electrodo. Isto é moi beneficioso
porque se desexa que o arco eléctrico
sexa 0 mdis grande posible.

Finalmente, as figuras 11 e 12 mos-
tran a isolifias da densidade de calor
liberada por efecto Joule e da temperatu-
ra, respectivamente. Nétese que o efecto
Joule é moi importante preto das placas
porque alf a densidade de corrente é moi
elevada. Tamén é importante na interfa-
se grafito/pasta, a unha altura de 0,5 m
por baixo de placas, porque o efecto pel
incrementa a densidade de corrente. Este
fenémeno é o responsable da aparicion
de esforzos de orixe térmica, que poden
causa-la rotura do electrodo. Estudios en
curso tratan sobre este problema, utili-
zando modelos da termomecanica dos
medios continuos.
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