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O. INIRODUCCION

En este articulo intentamos presentar una serie de rcsultados en la
metaldgica de las légicas trivalentes y,. mas concreto, de la logica triva-
lente L3 definida por U. Blau en Blau 1978. El interés de este tipo de
logica multivalente es claro si se piensa en la riqueza formal de que gozay
en sus posibilidades de aplicacion al analisis 16gico del lenguaje natural.

Frente a otros trabajos en légicas multivalentes !, nuestro objetivo
aqui es establecer algunos resultados en el ambito de lo que podriamos
llamar la metalogica standard de las 16gicas divergentes. Ciertos logros en
metajogica parccen depender de rasgos que no son especificos de la légica
standard, sino que son generalizables a otros tipos de 1dgicas. En este
marco general del estudio de las propiedades generales de esos sistemas
que llamamos 16gicas se inserta nuestro estudio 2.

La primera parte del articulo es una simple presentacidn de la logica
.3, presentacion que es tan breve como permite la comprension de lo que
la sigue. No hay nada aqui que no esté ya en Blau 1978, obra a la que se
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remite al lector interesado en informacion mas amplia. En la segunda
parte s¢ recogen unas primeras generalizaciones a la logica trivalente de
nociones utilizadas en ldgica bivalente standard, basicamente, las nocio-
nes de conjunto-modelo y las de propiedad de consistencia y demostrabi-
lidad analiticas. La tercera parte del trabajo esta dedicada al estudio de
ciertos temas basicos en la teoria de la demostracidén y/o en la teoria de
modelos de L3. Tratamos aqui de la eliminabilidad de la regla de corte
(Hauptsatz), el teorema de interpolacion y el de consistencia. En rigor,
tratamos de demostrar versiones adecuadas a L3 de los correspondientes
teoremas en logica bivalente de primer orden. Como elemento de apoyo
en la demostracién de estos teoremas introduzco un calculo secuencial
S3-S2 del quc estudio la consistencia y suficiencia, como un ejemplo mas
de la utilidad de las proporciones de consistencia. Asimismo analizo bre-
vemente 1a realacion entre este calculo y otros calculos secuenciales ade-
cuados a L3.

. EL LENGUAJE L3
1. 1. Vocabulario, formulas

El vocabulario primitivo de L3 incluye las siguiente categorias signi-
cas: 1) Para cada n = |, un conjunto infinito enumerable de parametros
de predicado n-adicos; 2) Un conjunto accesorio de parametros de predi-
cado monadicos, también infinito enumerable; 3) La constante de predi-
cado ‘=";4) Un conjunto infinito enumerable de variables de individuo; 5)
el conjunto { ~, =, A, /\ } de los juntores y el cuantor primitivos; 6) El
operador iota v 6) paréntesis. Como signos definidos introduciremos
luego los sigulentes juntores y cuantores: T, |, + T, v,— — =[], A,V.

Suponemos que los conjuntos a que hacemos alusion arriba asi como
los elementos de cada conjunto son disjuntos entre si. En ¢l metalenguaje
utilizamos, entre otras, las siguientes convenciones: I) P. Pred. es el con-
junto aludido en 1), arriba. Designamos sus elementos con Q;, k, 1= 1. 2)
P. Pred. A es el conjunto del punto 2), arriba. Sus elementos son designa-
dos por P\.i > 1. Sino es necesario distinguir entre 1) y 2) o es claro por
el contexto a qué nos referimos, utiliamos P, para todo tipo de parame-
tros de predicado. 3) Var. es el conjunto definido en 3). Sus elementos son
designados con X, X,, X;. ... En vez de X,. X,, X, escribimos a menudo
X. Y. Z. Las constantes légicas, primitivas o defimdas, asi como el signo
de igualdad aparecen auténimamente en el metalenguaje. Indicamos el
uso - no la mencion— de ="en ¢l metalenguaje separando este signo de
sus argumentos con un espacio. La logica del metalenguaje es bivalente. A
lo largo del trabajo iremos definiendo otros signos del metalengua)e.
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Como constantes logicas del metalenguaje utilizamos y. no, o, =, <>, YV,
3 y sus habituales lecturas en castellano.

El concepto de tormula es similar al habitual, salvo en algunos puntos:
debido a la ausencina de parametros de individuo como signos primitivos
de L3, sustituidos por cierto tipo de descripciones, en concreto, por des-
cripciones de la forma 1X Pi X, donde P€EP.Pred.A.. los términos de un
lenguaje 1.3 son las variables y las descripciones. Las férmulas se definen
sobre la base de estas categorias con la ayuda del concepto auxiliar de
pre-férmula y pre-descripcion que podriamos caracterizar, grosso modo,
como férmulas y descripciones —en sentido habitual— en que aparecen
variables libres y/o cuantificaciones vacuas. En sintesis *, las formulas
clementales tienen a forma P} A,.. Ay 0 A, = A}, siendo A, ... Ay descrip-
ciones. Las férmulas complejas tienen o bien la forma I) ~F, = G, (FAG)
con F, G, férmulas, o bien 2) tienen la forma AXF[X] donde F[X] es un
predicado (Cfr. mas abajo) en que X es la unica variable hibre. Llamamos
formulas j-complejas a las férmulas de tipo () y férmulas g-complejas a
las de tipo 2). Formulas j-elementales son las férmulas no )-complejas. La
nociones de variable libre / ligada, alcance de un cuantificador / descrip-
tor, etc... se definen como de costumbre. Es caracteristico de férmulas y
descripciones que en ellas no aparezcan vartables libres ni cuantificaciones
vacuas. Designamos com Frmla el conjunto de las formulas de L3. Desig-
namos los elementos del conjunto Frmla con F, G. H. a menudo con
subindices. A, B, C. —también con subindices— son metavariables para
descripciones.

Utilizamos (auténimamente, en el metalenguaje) ciertos signos . x,.
*a, ... gue llamamos marcadores. Por medio de ellos definimos los predi-
cados, del modo siguiente: Sea F una formula. Si sustituimos en F las
apariciones de las descripciones A, ... Ay por marcadores k. ..., k.
llamamos predicado k-ddico al resultado y lo designamos en el metalen-
guaje con F[k...., %]). Sea ahora F'[k,. ..., 5%k.] un predicado n-ddico y
T,. ... T. variables o descripciones. Con F,[T,. ..., Ta] designamos el
resultado de sustituir cada aparicidon de ki en F'[%k,, ..., k| T, (I <1< n).
Siempre que utilizamos esta notacidén suponemos que F'[x,, ..., %kn] esta
libre para Ty, ... Ty, es decir, suponemos que en Fu[%,,..., *ka} no hay nin-
gin %, en el dominio de un cuantor u operador iota que ligue una variable
libre en T;. Llamamos especializacion de AXEF[X] o t+XF{X] a toda fé6rmu-
la F[A], donde A es una descripcidén. Utilizamos las abreviaturas e, 1F
para designar las descripciones tXPi[X], «XF[X], donde Pi € P. Pred. A.
Dada una descripcion e (e, = t+XP} [X]) decimos que ¢ es nuevo para el
conjunto de férmulas M si el parametro P, no aparece en M.

U oUn andiisis mads amplio de este punto asi coma del resto de fo tratadoenclapartado 1. se puede
encontrar en Blau 197,
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A menudo realizamos demostraciones segin el grado de las {érmulas

Sfuera de lus descripeiones. Con este fin definimos 1a nocién de grado de

una térmula F fuera de las descripciones [gr (F)]. como sigue: gr(PY A, ...,
A = 1 gr("G) = gr(=G) = gr(G) + 1; gr(G, 1G) = gr(G)) + 1 v gr(A
XE[X] = gr( F[A]) + I, para una descripcidn A cualquiera.

Usamos en el metalenguaje el signo = para indicar la igualdad entre
expresiones, es decir, entre secuencias de simbolos de L3.

Entre las constantes logicas primitivas distinguimos dos ncgaciones.
Primero la negacidn que simbolizamos con —, la negacidn fuerte, presu-
positiva, que podemos leer ‘no”. Ademads la negacién gue simbolizamos
con 7, la negacidn débil, no presupositiva, que podemos leer como ‘non’ o
‘no es verdad que’. a es la conjuncidn, con una semantica, como hemos de
ver.igual a la de la conjuncion trivalente de Lukasiewicz y A es el cuantor
unmversal nominal, distinto al cuantor correspondiente en ldgica bivalente
por cuanto por medio de €l se cuantificatambién sobre objetos inexisten-
tes, por asi decir.

]1.2. Semantica

Damos dos tipos de semdntica para L3. La primera de ellas es una
semantica de interpretaciones y la segunda, de vatoraciones. Las dos defi-
nen {os mismos conceptos semanticos, aunque sean formalmente distin-
tas. Si bien la semantica de valoraciones es mas facil de manejar, en
general, la primera ofrece, en cierto modo, una vision mejor de la estruc-
tura de L3 y es imprescindible en ocasiones.

Definicion 1.1 Interpretacion en L3 4.
Sea D, enJo que sigue, un conjunto cualquiera, posiblemente vacio, (v,
f, i) €l conjunto de los valores de verdad verdadero, falso e indetermi-
nado y A un subconjunto, posiblemente vacio, del conjunto de tas
descripciones de L.3. ¢ es una funcion de interpretacion de L3 sobre D
st @ cumple las siguientes condiciones:

) ¢ es una funcidn suprayectiva del conjunto 4 en D . A4 es el
conjunto de Jas descripciones referenciales, es decir, el conjunto de
descripciones A tales que existe und € D con ¢ (A) = d.

2) Para todo parametro de predicado P* existe ¢ (P") = <g(P")".
@(P*)"> donde o(P")" y ¢(P")” son subconjuntos, disjuntos entre si. de
D*. es decir, conjuntos de k-tuplos de elementos de D.

3) Paratoda férmula F de L3 existe ¢ (F)€{v,f, i}, cumpliéndose.
ademds. lo siguiente:

+ Clr. Blau 1978, pp. 179-30: {&§.
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\(3. I)A Si F=P'A, A, o(F) = v s1 A;, .... Ay son descripciones
referenciales v <@ (Ay), ... @ (A)>€ ¢ (P 9 (F)=15si A, ... Aq
son descripciones referenciales y <@ (A1), ... @ (A)> e ¢ (PY). ¢ (F)
=1, en otro caso.

(72) St =A = B.o(F) = vsi A, Bsondescripciones referenciales y

® (A) = ¢ (B). ¢ (F)=1si Ay B son descripciones referenciales y
@ (A)# ¢ (B)y ¢ (F)=1ien otro caso.

(3.3) St F=-G.entonces o(F) = vsip (GY=1. ¢ (F)=fsip (G)=v
yq>(F)=l st @ (GQ) =1,

(34) SiF=-"G.o(F)=vsip(G)=1fo0i; ¢ (F)=1, en otro caso.
(3.5) StF=G A H,entonces ¢ (F)=vsip (G)=¢ (H)=v: ¢ (F)=1.

st p (G)=fo o(H)=1; ¢ (F)=1ien otro caso.

(3.6) Si F =/ XG[X], entonces @(F) = v si para toda descripcion A,

referencial o no. ¢ (G[A])=v: ¢ (F)={fsi hay alguna descripcién A tal

que ¢ (G[A)) =f; ¢ (F) =1i. en otro caso.

(3.7) Silas expresiones S, y S, son iguales o equivalentes por defini-

cion. entonces ¢ {(S)) = ¢ (S»).

(4) Pava toda descripcion de la forma (XG[X] vale que si hay una

descripcion A y un elemento d de D tal que ¢ (G[A]) = v y para toda

descripcion C tal que ¢ (G[C]) = v entonces ¢ (C) = d, entonces
1XG[X] es referencial y ¢ (1XG[X]) = d. En otro caso ¢ (1XG[X])
queda indefinida y 1XG[X] no es referencial.

Quiza convenga hacer algunas observaciones a esta delincion de
interpretacién. Primero de todo. ndtese que ¢l dominio de interpretacion
D puede ser vacio. Ademas. debido a la semantica, sustitutiva, de los
cuantores. se precisa que todo clemento del dominio sea designado por, al
menos. un designador. que en este caso ¢s una descripeion. Esto conlleva
una limitacion en la cardinahdad de D. pucsto que no hay mas que un
conjunto (nfintto enumerable de descripciones. Esta dilicoitad se salva, sin
mayores problemas, recurriendo a lenguajes cuya base ¢s L3 que contie-
nen un conjunto supletorio de «<nombres». con ta cardinahdad adecuada
para el dominio de objetos de que se trate. Pucsto gue este tema no es de
particular importancia en lo que sigue. no profundizaremos en su
analisis 3,

No se exige en fa definicion de interpretacion que toda descripeidn sca
referencial. Es posible. pues, que haya «nombres» gque no designan. Es esta
otra caracteristica importante de L3.

La interpretacion de los parametros de predicado es distinta a la habi-
tual en la logica standard puesto que se les atribuye pares de conjuntos de
k-tuplos <@ (P')". ¢(P")™> donde @ (P") es el dominio positivo del pari-

S Cle Biau 1978, pp. 250-282
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metro PYen la interpretacion ¢ y o(P*) es el dominio negativo del para-
mctro en esa interpretacion @. Intuitiva e informalmente diriamos que el
dominio positivo de P* esta formado por ¢l conjunto de k-tuplos que, de
manera clara y precisa, estan en la relacién P*, mientras que el dominio
negativo de P' representaria la clase de k-tuplos que, de manera no menos
clara y precisa, no estan en la relacién P*. Obviamente existc un conjunto
D" —[¢ (PYY Up(P*)—] quc podemos designar con o(P*)". el dominio
neutro de P*. y que representa la zona de vaguedad potencial del predi-
cado P

La condicion (3) puede entenderse como principio de trivalencia: toda
formula tiene un valor de verdad en el conjunto v, f.i. La condicion 3.1
afirma que las formulas elementales son indeterminadas si alguna de las
descripcioncs que en ella aparecen no es referencial o bien, siendo todas
referenciales, el n-tuplo que designan pertenece al dominio neutro del
predicado. Una formula elemental es verdadera o falsa segiin que el n--
tuplo designado en @ en las descripciones que en ella aparccen pertencrzca
4l dominio positivo o negativo del predicado, obviamente bajo la condi-
cion de que las descripciones sean referenciales. Notese que el dominio
ncutro del predicado de igualdad es vacio: ‘=" designa un conjunto ¢n
sentido clasico en toda interpretacion.

Como hemos dicho, distinguimos dos tipos de negacidn, la negacion
fuerte —, presupositiva, v la negacion débil, =, no presupositiva. Estos dos
tipos de negacion pretenden reflejar, desde el punto de vista de las aplica-
ciones de la légica L3 el andlisis del lenguaje natural, una ambigiiedad en
el uso de la negacion en este tipo de lenguajes: unas veces, la mayoria, la
negacion se utiliza para. manteniendo la presuposicion del enunciado,
negar el predicado del mismo, mientras que en otros casos la negacion
opera ncgando el cumplimiento de la presuposicion.

Notese que la interpretacion de los cuantores es sustitutiva, de donde
se sigue, como es sabido, que L3, en la forma aqui presentada, no es
compacta de modo general, puesto que €l conjunto

[ Pi(A)), PI(A), ..., Pi(AL), ... "API(X) )

es insatisfacible sin que haya ningan subconjunto finito suyo que lo sea.
L3 si es compacta, en cambio, respecto a conjuntos paramétricamente
limitados (cfr. mas abajo p. 25), entendiendo por tales a los conjuntos M
de formulas tales que hay un conjunto infinito de descripciones que no
aparecen en M. Esta dificuitad, al igual que la que apuntdbamos antes
respecto a la cardinalidad del dominio D y otras, relacionadas con ella y
con la suficicncia de los calculos, se puede salvar mediante ciertas modifi-
caciones en la definicion de L3 en fas que no entraremos aqui 6.

- toudern
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Junto con la semantica de interpretaciones que acabamos de definir
precisamos una scmantica de valoraciones, entendiendo por valoracion 7
(o L3-valoracion) una funcion B del conjunto de las férmulas en el con-
junto { v, f, i) que satisface las siguientes condiciones:

(1) Si Fes una féormula elemental, B (F) € {v, 1,1}

(2) - (6). 1gual que las condiciones (3.3) - (3.7) de la definicién de
interpretacion (def. 1), cambiando las alusiones a interpretaciones por alu-
sidn a valoraciones.

(7) BUPYA) — A=A)=v

B)yB((A=AAB=B)—1A=B)=v

(9) B ((A = B a F(A)) — F(B)) = v

(10) B ((WXF(X) = A) = (F(A) A A X(F(X) — X=A))=v

A pesar de las claras diferencias que existen entre los conceptos de
valoracidn e interpretacion, las dos semanticas que se pueden construir
basindose en uno u otro concepto coinciden, en el sentido de que las
nociones de verdad légica, consecuencia logica, etc., son extensional-
mente idénticas ya se definan sobre la base del concepto de satisfaccidén o
sobre el de interpretacion. Esto es consecuencia del hecho de que toda
interpretacion restringida al conjunto de las formulas es una valoracion y
toda valoracion es extensible a una interpretacion ¥

Definimos ahora una serie de conceptos semanticos fundamentales.
Utilizamos el concepto de interpretacion en esta definicidén aunque, por lo
que acabamos de decir, podriamos definirlos, casi de la misma manera,
por medio de la nocidon de valoracion. Utilizamos en lo que sigue M, N,
con subindices, en ocasiones, como metavariables para conjuntos de for-
mulas de L3. : <=>y : = indican, respectivamente, la equivalencia y la
igualdad por definicién.

Definicion 1.2 Sea ¢ una interpretacion para L3y {(F} UMC Frmla.

Entonces,

(1) @ satisface M:<=> Para toda {6rmula F en M, ¢ (F) = v.

(2) @ satisface F:<=>0 (F) = v.

(3) Fesl-verdaderoen L3, Fesvalidoen L3, |hTF:<=V ¢, ¢ (F)=v.

(4) F es I-falso, F es contradictorio en L3: <=V o, ¢o(F) = {.

(5) F es l-indeterminado en L3:<=> V¢, o(F) =1.

(6) F es consecuencia légica de M en L3, M|73 F:<=> Toda interpre-
tacion que satisface a M satisface a F. _

(7) G|z F: <= F es consecuencia légica de {G). =

(8) F es l-equivalente a G: <=>V ¢, ¢(F) = ¢(G).

(9) F es I-bicondicional con G:<=Fl13 Gy G|z F.

T Blaw 1978, pp. 173, 180y 191
* Blau 1978, pp 190-193.
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Las siguientes proposiciones son consccuencia tnvial de las anteriores
defimcrones: ‘

Proposicion 1.3 Sea M U ( F. F,, .... F.} C Frmla. Entonces se cumple

(N | F<=olt F
(2) MG F = M U ( ~F} es insatisfacible en L3

(4) M es satisfacible <<= Hay al menos una féormula F tal que no

ocurre yue M|[[TF.
Establecemos finalmente las definiciones de los signos definidos,

dando a la ver su semantica.
Definicion 1.4

Sean F. G formulas o preformulas v F[X] un predicado en que al
menos X aparcce hbre. Valga entonces

(1) TF: <>~ ~F. «F es verdadero»
\ v.sio(F)=v
¢(TFY =1 f.en otro caso
(2) 1 F.<=T-}. «F es falson
v.sip(F)y=f
e(LF)= f. en otro caso
(3) +F:. <= (~F A~—F). «F es indecterminado»

| { vosip(F) =i
o(th) = f. cn otro caso

(4) IF.<=>_- + F. «F es verdadero o falso»
‘ v.s1 9(F)=voep(F)=f

oIF)= 1 f.en otro caso

(S) FvG.<=—(-F aA-Q). «F o G»

v.aagp(F)=voeG) =v
HFVvG) = ¢ fsigp(F)=¢(G)=f
i. en otro caso
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(7) F—= G.:<=>(F - G)A (G — F) «F s1y solo s1 G»

v.sio(F)Zvyoe(G)#vooep (F)=(G)=v
f, stuno de los valores ¢ (F), ¢ (G) es vy el otro

o(F - G) = es f
i. st uno de los dos valores ¢ (F). ¢ (G)es vy el
otro 1.
8) F=G: <= (TF—TG) A (LF—1G). «F equtvale a Gy

v.st ¢ (F)= ¢ (G)

o(F =G)= f. en otro caso.

(9) [1] : <A X(X = X). «formula indeterminada»

o) =i

(10) V XF[X]: <==-AX-F(X). V es el cuantor nominal existencial:
«algun X es F»

H

v. s1 hay una descripcion A con (F(A)) = v
o(VXE[X]) = f. si para toda descripcion A, ¢ (F(A))=f1
i. en otro caso

(1) AXF[X]: = AX(X = X— F(X)). es el cuantor referencial
universal. «todo lo existente es F»
v, 81 para toda descripcion A tal que ¢ (A = A) = v, es
decir, por toda descripcion rcferencial, se cumple

_ que ¢ (F[A]) =
PIAXF[X] = f. si hay una descripcidn referencial A ta)

que ¢ (F[A]) =1
i, en otro caso

(12) VXF[X]: <=V X(X = X A F[X]). es el cuantor referencial exis-
tencial «hay algo existente que es F»
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o(VXFX]| =

VS

st hay una descripciéon referencial
¢ (F(A)) =v
f, si para toda descripcion referencial A, ¢ (F(A)) =f
i, en otro caso *

A tal que

2. CONJUNTOS-MODELOS Y PROPIEDADES DE CONSISTENCIA

2. 1. Notacion 0

a a a;

=T F E F

FrG F G

~—(FArG) | --F -~ G

b b, b;

I=ZF ~F ~F

~(F~G) - F -G

~(F A G) - F - G
¢ c[A] d d[A]
AXF[X] F[A] -AXF[X] -F[A]
"= AXFIX] | ™= F[A] = AXF[X] ~F[A]

9 Para esta definicion y las proposiciones precedentes, vease Blau 1978, pp. 173-5; 189-90. .
v Un contexto general en que enmarcar este tipo de nolacion puede encontrarse en Smullyan

1968 y 1970.
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Entiéndase que. en los cuadros anteriores y en 1o que sigue, =3 F es una
abreviatura de las férmulas —— F, -~ F, ™~ ~“F. Lo mismo vale, mutatis
mutandis, de = = = F y otras notaciones similares.

Llamaremos {érmulas de tipo conjuntivo a las férmulas de tipoa y c.
Son formulas de tipo disyuntivo las de tipo b y d. Los descendientes de
una formula de tipo a (respectivamente, de tipo b, ¢, d) son las correspon-
dientes férmulas de tipo a; y a, (respectivamente, las correspondientes
formulas de tipo b, y b, c(A), d(A).

La relacion semantica fundamental entre estos tipos de formulas se
establece en la siguiente

Proposicion 2.1 Sea B una valoraciéon de L3. Si F es una {érmula de
tipo conjuntivo, B (F) = v si B(G) = v para todo descendiente G de F.
St F es una férmula de tipo disyuntivo. B(F) = v si B(G) = v, para al
menos un descendiente G de F.

La proposicion anterior €s obvia, a la vista de las formulas que desig-
namos con a, b, ¢, d, la seméantica antes definida y la nocion de
descendiente.

Consideramos ahora una consecuencia de la proposicion anterior.
Noétese en lo que sigue que st M es un conjunto de férmulas y F una
formula, escribimos {M, F} para designar el conjunto M U (F).

Proposicion 2.2 Sea M un conjunto finito, postblemente vacio, de
formulas. Entonces,

(1) Si FesunaadcyF es un descendiente de F y si (M, F} es
satisfacible. entonces (M, F. F.} es satisfacible. _
(2.1.) St {M_ b} es satisfacible, entonces {M. b, b,} es satisfacible o {M,
b, b,} es satisfacible.

(2.2) Si (M, d] es satisfacible, entonces (M, d, dfe]} es satisfacible,
siempre que e, sea nuevo para (M, d}.

Demostracion: Los puntos (1) y (2.1) son consecuencia directa de la
proposicion anterior. La prueba del punto (2.2) precisa del teorema de
generalizacidn ', que utilizamos en la siguiente version: Si M es un con-
junto finito de formulas, quizd vacio, y e, no apareceen M nien A XF[X],
entonces MI7Fe)] =M 77A XF[X]. Basandonos en este teorema jus-
tificamos (2.2) para el caso en que d e€s una formula ~A XF[X]: Si (M,
“A\ XF[X]. ~F(e))} es insatisfacible, entonces M, = — AXF[{X] II‘LTF[e,-].
de donde, por el teorema de generalizacion, se sigue que M,

1 Blau 1978, p. 212,
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S AXFX) [E7 A XF[X] o. de modo cquivalente, que M, ~"AXF[X]} es
insatisfacible, contra el supuesto de (2.2). El casoenque d es — AXF(X) se
trata de modo similar,

El siguiente lema, que utilizaremos mas tarde en alguna demotracion,
es facil de justificar por induccidn segun el grado de las formulas fuera de
las descripclones.

Lema 2.3 Toda{érmula Fde L3 gue contenga solo signos primitivos
o bien (1) es clemental o bien (2) es de la forma — G, =G, ~~G.con G
elemental o bien (3) ¢s una a, b, ¢, d.

Ademas de la notacion hasta ahora introducida usamos las siguientes
abreviaturas metalingtjstica:

H; esta por el esquema metalingiiistico] PY(A) — A = A

H, estd por ¢l csquema (A = A A B=B) — (TA = B)

H; esta por el esquema (A = B 4 F(A)) — F(B)

Hy esta por el esquema (1XF(X)= A ) — (F(A) A A X(F(X)— X = A)

2.2. El calculo B3 2

Presentamos a continuacidén, como apoyo intuitivo a la notacion pre-
sente v 4 alguna de las proposiciones que afirmaremos luego, una formu-
lacién de un calculo de arboles para L3.

Suponemos definidas, de la manera habitual, las nociones de arbol de
formulas, rama. camino a una férmula, ete... Consideremos las siguientes
reglas de deduccion:

a
RBa — RBb

RBc
a,(1=1,2) b||bz C[A]

siendo nuevo ¢, para el conjunto de supuestos y loy predece-
dle.] sores de d(c)).

R Bd

RBH, H. (=1, 2, 3,4).

Las ideas subyacentes a estas reglas pueden expresarse diciendo que,
dado un camino Ci: a una formula Fen un drbol B, st enel conjunto Crde
Jos puntos de Cy aparece una férmula de tipo conjuntivo, C,- puede pro-

2B cileulo B ha sido estudado en Blau 1978 pp 230 5.,
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longarse por medio de uno cualquiera de tos descendientes de esa formula.
Si en CJ aparece un férmula b, F puede convertirse en un punto de
ramificacion dual con dos sucesores by y by. Si en C{ aparece una d, C,
puede prolongarse por raedio de un formula d[e,]. bajo la cautefa expre-
sada en Ja formulaciéon de la regla RBd, RBH, indica que una férmula de -
tipo H, puede ser el sucesor de cualquier férmula en un drbol asi como el
origen de cualquier arbol.

Podemos ahora indicar, esqueméticamente, qué es un arbol By,. , para
la férmula F a partir del conjunto finito M" de supuestos, diciendo que
By 1 esundrbol de formulas dual, que tiene como origena Fyenel que
cada sucesor G de un punto G,en B,,. , es 0 bien un elemento de M" o
bien es la conclusion de una de las anteriores reglas cuya premisa aparece
en ¢l camino a Gy en By, .. Como de costumbre, una deducciéon en B3
para F a partir del conjunto M es un arbol cerrado B,,. ., (es decir, un
arbol tal que para cada una de sus ramas R hay al menos una féormula G
con {G. ~G) C_ R*) para ~F a partir de un subconjunto finito M" de M.

l.a correccion de B3 se sigue de la proposicidn 2.2, como sigue: obser-
vemos primero que si el conjunto {M”, ~F} es satisfacible entonces todo
arbol B,,, ., tiene al menos una rama no cerrada. Pues supongamos que
no la tiene. Entonces toda rama R de B,,. _, es tal que el conjunto R* de
los puntos de R contienc un subconjunto {G.~GJ y. en consecuencia. es
insatisfacible. Ahora bien, si {M. ~F} es satisfacible, ~F lo es también y
para todo punto G, de B, , vale que si G, noes un punto final, entonces
hay al menos un posible sucesor G, de G, tal que (C&. G,] es satisfacible,
por la definicion de drbol para una formula, las reglas de deduccién de B3
y la proposicion 2.2. Por tanto existe al menos una rama de By, ., quees
satisfacible y, por tanto, no es cerrada. La situacidn, entonces, es la

sigutente. Supuesto que M |7 F existe un arbol By, ., con supuestos en
M", un subconjunto finito de M. Todas las ramas de B,, _, son cerradas.

Por lo dicho anteriormente, (M”. ~F} es insatistacible y. con cllo, (M, = F]}.
Por lo tanto. M |7 F.
Mostraremos mas adelante la suficiencia '3 de B3, como una conse-

cuencia del teorema de unificacion.

2.3 Conjuntos-modelo trivalentes

Introducimos en lo que sigue la nocidén de conjunto-modelo en la
togica trivalente L3. Como hemos de ver, la notacion antes introducida,

' Udlizo suliciencia en sentido de completud. completitud, cte, Sigo eneste punto la terminofogia
del Prol. Mosterin en Godel 1981, '
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extension de la utilizada por Smullyan, pone de manifiesto la similitud
entre los concepto de conjunto-modelo en logica bivalente '* y trivalente.
Los conjuntos-modelo —como los conjuntos godelianos o sistemas
deductivos no contradictorios y completos de Tarski '3, de los que son
una debilitacidén— cumplen una mision esencial en teoria de modelos: a
través de una u otra versidon del lema de Hintikka, en ¢l caso de los
conjuntos-modelo, o del teorema de suficiencia de Godel, en el caso de los
conjuntos godelianos, se establece una propiedad semantica, la satisfacibi-
lidad, respecto a conjuntos de formulas definidos de modo puramente
sintactico. Estudiamos a continuacidn esta propiedad en el caso de los
conjuntos-modelo trivalentes.,

2.4. Definicion Sea M un conjunto de férmulas de L3. Por defini-
cion, M es un conjunto-modelo, si expresadas las formulas de M por
medio de signos pnmitivos, M cumple las siguientes condiciones:

(1) No hay formula G tal que (G, G} C M.

(2) Sia € M, entonces a; €M ya, € M.

(3) Sih € M_entonces by € M o b; € M.

(4) Sic € M, entonces c[A] € M, para toda A € Des.

(5) Sid € M., entonces d[A] € M, para al menos A € Des.

(6) Hhe M, 10 =1, 2.3 4).

Dicho de otra manera, un conjunto M de férmulas es un conjunto-
modelo s1 expresado en términos primitivos cumple (1), (), (i), y (6):

(1) Si M contiene una férmula de tipo conjuntivo, M contiene tam-
bién a todos sus descendientes.

(i) Si M contiene una {érmula de tipo disyuntivo, M contiene tam-
bién al menos a uno de sus descendientes.

Como deciameos, la nocidn de conjunto-modelo es una debilitacion de
la de conjunto godeliano. Un conjunto godeliano es un conjunto consis-
tente y completo (es decir, st M es un conjunto godcliano en ldgica stan-
dard, para toda férmula F, F € M sii "F§M)y cerrado para la deduccion
en sistemas adecuados. Un conjunto-modelo es consistente pero no nece-
sariamente completo y no tiene que estar cerrado para la deduccion. Es
facil mostrar, sin embargo, que todo conjunto-modelo estd contenido en
al menos un conjunto godeliano.

La propiedad esencial de los conjuntos-modelo es su satisfacibilidad,
que se afirma en la siguiente proposicién:

'+ Vease. por ¢jemplo. Smullvan 1968, p. $7. Hintikka 19S5,
I3 Cir Tarski 1935, p. 189,

238



Proposicion 2.5
Todo conjunto-modelo es satisfacible en L3

Demostracion '¢: Sea M un conjunto-modelo. Sea B una valoracion
tal que

v.si F € M

(1) para toda formula elemental F, B(F) = { f,si-F € M
i, en otro caso.

(2) el resto de las formulas se valoranen Bsegun Jos puntos (2) - (6) de
la definicion de valoracion.

B valora univocamente toda formula de L3 puesto que cumple las
condiciones (2) - (6) de la def. de valoraciéon. Mostramos ahora que
satisface M y con ello que B(H,) = v, para toda férmula H,, cumplendo
asi las condiciones restantes de la def. de valoracién, La demostracion es
por induccion segin el grado de las férmulas fuera de las descripciones,
apovandonosenellema 2.3. Sea F € M. Entonces, (B.1.)si F es elemen-
tal, entonces B(F) = v, por def. de B.

(P.1): Supuesto que para toda férmula H, con gr(H) < n.si H € M,
entonces B(H) = v, demostramos la proposicién para F, con gr(F) = n.

I. Si(L.1) F="G, con G clemental, entonces, por def. 2.4, G € M.
Por tanto, B(G)# v y B("G)=v = B(F). Los casos en que (1.2)
F= = - G, con Gelemental y (1.3) F=-G, con G elemental, se tratan de
manera simifar,

2. SiFesunaa,b,cdd, entonces Fes una féormula de tipo conjuntivo
o disyuntivo. Todo descendiente F;de F es de grado menor que F. St Fes
de tipo conjuntivo, todos sus descendientes estdn en M. Por supuesto de
induccidén, todos ellos son verdaderosen By porla Prop. 2.1, B(F) = v. Su
F es de tipo disyuntivo, por la Def. 2.4 al menos uno de sus descendientes
estd en M y es verdadero, por supuesto de induccion. Por la misma
proposictén 2.1, B(F) = v, también en este caso. Ademas, toda férmula H;
estd en M, por (6)enia Def. 2.4y, porlodichoarriba, B(H,) = v. Luego 8
es una valoracion que satisface M, como gqueriamos demostrar.

La proposicion 2.5 no puede llevarse hasta la afirmacidon de que
conjunto-modelo y conjunto satisfacible coincidan extensionalmente. Es
obvio que hay conjuntos, por ejemplo {{(F o G)) que son satisfacibles y no
son conjuntos-modelos. Si se puede afirmar, en cambio, la sigulente:

o la demostracion es muy similar a la que aparcce en Blaw 1978, pp. 227 s,
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2.6 Proposicion

Si N es un conjunto satisfacible de f6rmulas de L3. entonces hay al
menos un conjunto-modelo M tal que N C M.

Demostracion: Sea B una valoracidon que satisfacc N. Sea M el con-
junto de las formulas verdaderas en esa valoracion. Es claro que N es un
subconjunto de M y que M es un conjunto-modelo: no hay ninguna
valoracidn B tal que B(F) = vy B(~F) = v. El resto de las condiciones de
la definicidon de conjunto-modelo se siguen de la prop. 2.1 y la defimcion
de valoracidn.

2.4. Propiedades trivalentes de consistencia analitica

Definimos en este apartado una clase de clases de conjuntos de formu-
las a cuyos elementos llamamos propiedades trivalentes de consistencia
analitica o simplemente propiedades de consistencia. Su propiedad fun-
damental, la satisfacibilidad de todo conjunto que tenga una propiedad de
consistencia, se afirma en lo que llamamos teorema de unificacién V7.
Dada una propiedad E de conjuntos de formulas, decimos que E es de
cardcrer finito st M € E stitodo subconjunto finito de M tiene la propie-
dad E.

Definicion 2.7

Sea E una propiedad de caracter finito de conjuntos de férmulas de L3
en donde no aparecen signos definidos. E es, por definicidon, una pro-
piedad trivalente de consistencia analitica si para todo conjunto M de
formulas de L3 tal que M € E. se cumple:

(1) No hay férmula G tal que [G, 2G) C M.

(2) Sia € M, entonces (M. a,} €Ey (M, a;}€E.

(3) Sib € M, entonces (M. b, } €E o {M, bs} €E.

(4) Stc € M, entonces {M, ¢[A]} €E, para toda A € Des.

(5) Std € M, entonces (M, d[ei]} € E, para todo e; nuevo en M.
(6) (M. Hi} € E(=1,2.3.4).

L.a proposicidon que sigue asegura la satisfacibilidad de los conjuntos
paramétricamente limitados que tengan una propiedad de consistencia.

17 Sobre propicdades de consistencia y el tleorema de unificacidon en logica standard ., véase Smull-
yan 1968, pp 65-& v 96-97.

240



Proposicion 2.8. Tcorema de unificacion

Sca M* L Frmla. con M* paramétricamente limitado v sca E una
propiedad de consistencia. Entonces.

st M* € E. entonces M* es satisfacible en 3.

Llamamos conjunto de los sucesores de un conjunto de formulas M al
mas pequefio conjunto N que contiene a M y es tal que st F € N_ los
descendientes de F estan en N. Diremos quc un conjunto M es E-
consistente si M € E.

Demostracion de la prop. 2.8.

Consideramos dada una enumeracién (Fi}, ¢ ; del conjunto de los suce-
sores de MU(F|F = H;, 1 <i<4). Definimos una secuencia de
conjuntos

No U Nl U Nn U Nn+]U...

tal que N, = M y supuesto defimido N,

{Nn, Fourdo st (N, Fosy} € Ey Fooy noes d.

Nags1 = {N., Foiir, F[ei]} si Faeres d, siendo Fle], sud[e,], e, no aparece
en formulas de {Na, Fasi} y {Na, Frney}) € E.

N.. en otro caso.

Consideramos M =U, ¢, N;; Afirmamos que 1) M es maximamente
consistente entre los conjuntos de sucesores de M U (F| F = H;}. 2) M es
un conjunto modelo.

I) M es E-consistente: Sea M un subconjunto finito de M. Hay un j
tal que M* (C N, . N, € E, porconstruccién. Porser E de caracter finito,
M" € Ey M € E. M es maximal entre os subconjuntos E-consistentes
del conjunto de sucesores que constderamos: si (M, Gl € Ey G es un
sucesor de M u {F| F = H;}, G sera F, para un h en Ja enumeracién
{F) I<i. Entonces Ny,- € E, porser E de caridcter finitoy N, = Hy-y U {G)
y.con cllo G € M.

2) M es un conjunto-modelo: Puesto que M € E. cumple la condi-
cion (1) de la definicion de conjunto-modelo. Sea F una a y G una a,,
i = 1,2 Entonces,sia € M, {M,a] € E, (i=1.2), porlacondicién (2)
de la def. 2.9. Por la maximalidad de{M. a} € M. Un razonamiento
similar vale para b, ¢ y sus descendientes. Si Fesunady F € M, {M,
F} € E y supuesto que Fes Fyen {F) ... (Nay, F} € E, porser E de
caracter finito. Puesto que Ny,-, es parametricamente imitado —pues loes
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N, v con él todo N,—existe ¢ que no aparece en {Ny.y, F}. Entonces
Ny = {Nu-y. F. F(g))} y d[e;] € M, para al menos una e;.

Fs claro, ademas. que toda H, esta en M. Podemos afirmar, en conse-
cucncia, que M es un conjunto-modelo.

Por la proposicion 2.5 podemos afirmar que M es satisfacible. Puesto
que M* C M, M* es satisfacible también, como queriamos demostrar.

Quisieramos anadir dos unicos puntos de comentario a lo que precede.
En primer lugar, hacer notar que «ser un conjunto- modelo» no es una
propiedad de consistencia: Sea M un conjunto-modelo, P' un parametro
de predicado no accesorio y supongamos que — AX — P'[X] € M.Si«ser
un conjunto-modelo» fuera una propiedad de consistencia, por la condi-
c16n (5) de su definicidon, todas las formulas de la forma — - P'(e)) con ¢,
nuevo para M cumplirian que (M, — - P'(e)} es un conjunto-modelo.
Pero esto no ocurre necesariamente, puesto que P(e) puede no aparecer
en {M, - — P'(e))) contra lo que exige la condicicn (2) de la definicion 2.4,

2.5. Algunas consecuencias del teorema de unificacion

Mostramos, en primer lugar, que ¢l calculo B3 a que antes hemos
aludido es suficiente. Consideremos la siguiente propiedad E, de conjun-
tos de formulas: M € E, si para todo subconjunto finito M" de M no hay
un arbol cerrado By, con supuesto en M°. Es facil comprobar que E, es
una propiedad trivalente de consistencia analitica.

(1): Si hay una férmuta G tal que (G, =G} C M, entonces hay un
subconjunto finito {G, ~G}de M y un arbol B (; ¢, con locual M € E..
Se cumple, por tanto, ]a condicion (1) de la def. 2.7.

(2) y (4): Si M" C M, F es una férmula de tipo conjuntivo y F; es un
descendiente de F tal que hay un arbol By,. , que es cerrado, entonces st F
€ M, hay, obviamente. un arbol B;, . con (M°, F)JC My {M°, F] finito.
Por tanto, M € E,. Luego se cumplen las condiciones (2) y (4) de la def.
2.7. De modo similar se comprueba que se cumplen el resto de Jas condi-
ciones de la def. de propiedad de consistencia. Podemos entonces justifi-
car la suficiencia (restringida a conjuntos paramétricamente limitados) de
B3, como sigue:

Proposicion 2.9 _
Sea M* un conjunto de férmulas, postblemente vacio y parametr1ca~

mente limitado. Entonces,

M* |5 F =>M* 5 F.

Demostracion: Si M* |F5 F, entonces [M*, = F} es insatistacible vy,
por el teorema de unificacién, dado que E, es una propiedad de consisten-
cia, (M*, ~F) ¢ E,. decir, hay un subconjunto finito {M,, ~F] de {M*
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~ F)yundrbol By, ., que esta cerrado. Por definicidon de deduccion en
B3, M* [T F.

La suficiencia de B3 en sentido general, es decir, para conjuntos cua-
lesquiera, se prueba por métodos no mucho mas complicados. No entra-
mos aqu! en el tema !,

En segundo lugar vamos a probar que L3, si bien no es compacta de
modo gencral, si lo es respecto a conjuntos paramétricamente Jimitados.
Utilizando la terminologia de van Fraasen '* diremos que L3 es I-
compacta st para todo conjunto M vale que M es satisfacible siy s6lo sies
satisfacible todo subconjunto finito M" de M. Llamamos disyuntivamente
valido a todo conjunto M tal que para toda valoracion B de L3 existe al
menos una formula F, F € M con B(F)=v. L3 es U-compacto si1 para
todo conjunto M de férmulas vale que M es disyuntivamente valido si hay
al menos un subconjunto finito M” de M que también lo es. L3 sera
compacto si es I-compacto y U-compacto. Aunque es sabido que en len-
guajes en que existe una negacion exclusiva, como es ¢l caso de = en L3,
[-compacidad y U-compacidad coinciden, damos una demostracidon
explicita de la compacidad de 1.3 respecto a conjuntos limitados. Sea E la
siguiente propiedad de conjuntos de formulas: M € E; s1 todo subcon-
junto finito de M es satisfacible. E, es una propiedad de consistencia: (1)
Si {G.2G) (C M, evidentemente hay un subconjunto finito M de M que
es insatisfacible. (2) SIM € E;,a € My hay un subconjunto finito M” de
M tal que {M", a,} (i = 1.2) no es satisfacible, entonces {M", a, a;} no es
satisfacible y por prop. 2.2, tampoco loes el subconjunto finito (M", a} de
M. Portanto M ¢ E,. contra el supuesto. Luego se cumple la condicién
(2) de la def. 2.7. El resto de Jos puntos de esta definicidn se comprueban
de manera similar.

Utilizando ta notacién N para indicar el conjunto {=F | F € N}, pode-
mos afirmar las siguientes proposiciones:

Proposicion 2.10
L3 es I-compacta respecto a conjuntos limitados.

Demostracion: Sea M* un conjunto paramétricamente limitado. Si
M* es satisfacible, todo subconjunto finito suyo lo es, evidentemente. Si
todo subconjunto finito M“ de M* es satisfacible, entonces M € E, y, por
el teorema de unificacion, M* c¢s satisfacible.

¥ Cfr. Blau 1978, p. 255,
V. Fraasen 1971, p. 36
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Proposicion 2.11
{.3 ¢s U-compacta respecto a conjuntos limitados.

Demostracion: Sea M* un conjunto hmitado. disyuntivamente valido.
El conjunto M* ¢s insatisfacible. por tanto. Por la prop. anterior, hay un
subconjunto finito M de M* que es insatisfacible. Por tanto, el conjunto
M® = (F| ~ F € M") es un subconjunto finito de M que es disyuntiva-
mente vahdo.

De tas dos dltimas proposiciones s¢ sigue la compacidad de L3 res-
pecto a conjuntos paramétricamente limitados.

2.6. Propiedades rrivalentes de denrostrabilidad analitica

Estudiamos ahora una clase de conjuntos de conjuntos de férmulas de
tipo «dual» respecto a las propiedades de consistencia, a cuyos elementos
llamamos propicdades-de demostrabilidad analitica. Su propiedad esen-
cial consiste ¢n una relacion entre sintaxis y semantica: Si M es un con-
junto finito, disyuntivamente valido y E es una propiedad de demostrabi-
lidad. M € E.

Definicion 2.12

Propiedades de demostrabilidad 0

Sca E una propicdad dc¢ conjuntos finitos. E es una propiedad triva-
lente de demostrabilidad analitica si para todo conjunto finito (M, F)
de formulas y para toda a, b, ¢ y d se cumple que:

(1) (M. F. "F) € Ey (M. ~F. ~~F} € E.

(2) (M. a,)] € Ey [M,a] € E=[M.a} € E.

(3) (M.b) € E = (M. b} € E.(i=12).

(4) (M. c[e.]] € E={M. ¢} € E.sie es nucvo para M. c.

(S) (M. d[A]} € E = (M. d} € E.

(6) (M. "H,) € E =M € E.

Proposicion 2.13
Si M es un conjunto fintto de formulas disyuntivamente valido y E es
una propicdad de demostrabilidad. M € E.

Podemos justificar esta proposicion como sigue. Si consideramos el
calcuio S3-S3 (cfr. mas abajo. p. 254) vemos que si [s3-sv = N entonces
N € E. Enefecto,si= Nesunaxiomaen S3 - S3 entonces N € E. por
¢l punto (1) de la definicidn antertor. St = N se ha obtenido de otro
secuente = N (u otros secuentes = N'y ©N7) ya deducido en $3-S3.

Clrs Smullyan 1968, p @Y para of correspondiente conceplo en logica standard
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cntonces supucesto que N* € E(N° € Ey N7 € E)sesigue que N € E.
segln las condictones (2)-(6) de la anterior detinicién. Dado gque para todo
conjunto disyuntivamentc valido M que sea fintto se cumple que [y
=> M (clr. p. 22), podemos afirmar que M € E.

f.a proposicion anterior nos ofrece un medio sencillo de demostrar la
suliciencia de ciertos cdlculos para L3: Supongamos un cdlculo C en cuya
definicion de demostrabilidad se incluyan las condictones habituales. Sea
E una propiedad del tipo «N € E si N (una disyuncidn de los elementos
de N) ¢s una formula demostrable en C». Si E es una propredad de
demostrabilidad, entonces C es suficiente. La razdén es que st
M* | F, con M* limitado, entonces [M*, F} es disyuntivamente
villido y por U-compacidad. hay un subconjunto finito M" de M* tal que
(M". F)es disyuntivamente valido. Por ser E una propiedad de demostra-
bilidad. =M"VF y M'}=F, de donde, M*¥—F,

Observemos que las restricciones en la def. 2.12 y en la prop. 2.13
respecto a la fimitud del conjunto M no son esenciales para la demostra-
cion de esa proposicion. En tanto en cuanto operemos sobre un lenguaje
U-compacto, nos basta que ¢l conjunto M* en la prop. 2.[3 sea limitado y
que E sea una propiedad de caracter U-finito, entendiendo gue E tiene
este cardcter st se cumple que M € E si hay al menos un subconjunto
fimito M de M tal que M" € E. Tenemos entonces la siguiente cadena de
implicaciones: M* es disyuntivamente valido =>M" es disyuntivamente
valido, para un subconjunto finito M" de M (U-compacidad) ==M" es
dcducible en S3-S3 (suficiencia de S3-S3)= M" € E= M* € E (caraic-
ter U-finito de E).

3. OTROS RESULTADOS METATEORICOS

Los puntos esenciales de este apartado son la introduccidn de una serie
de calculos secuenciales adecuados a L3, y ta demostracion de versiones
apropiadas a csta logica del Hauptsatz gentziano, el lema de interpolacion
de Craig y ¢l teorema de consistencia de Robinson. El tratamiento de
estos temas ¢s fundamental sintactico.

3.1. Caleulos secuenciales

Llamamos secuentec a un par (M, N) donde M, N son conjuntos 2!
fimtos de formulas de L3, posiblemente vacios. Escribimos M = N para
designar el secuente (M, N). Caracterizamos semanticamente un secuente

M Conjuntos de tarmulas v no secaencias, 1Ho hace innecesarias lus teglas estructurates de

Gentzen
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M => N diciendo que M = N es verdadero en f si hay involucracién
Vogica (/-involutior) 22 entre M v N, es decir, st B(Fi A ... A Fo) = v =
B(Giv...vG,) = v,cuando M = {F.....,F,} vy N = {G\,....G,}. Laaplicacién
del resto de los conceptos semanticos a secuentes se hace de la manera que
cabe esperar. Estudiamos a continuacion el calculo S3-S2, en base al cual
demostramos el Hauptsatz y el teorema de interpolacion.

Postulados de §53-52
I. Esquemas axiomdticos

Ax.s. ' M, “"F. F=
Ax.s.22 M, -F. F=

/1. Reglas de deduccion

Ra: Ma=/ M a= i=1.2)
Rb: M, b =
M b,=/ M, b=
Re: M, c[A]=/ M, c=
Rd: M dle]=> / M, d = st €; no aparece en la conclusion.
R H;: M, oH;, = (1=12,34).

Liamamos aplicacion de una regla de S3-S2 al par (triplo) formado
por una (dos) expresion(es) segun el esquema a la izquierda de la barra en
una de las anteriores reglas de deduccion y la expresion correspondiente
segun el esquema a la derecha de la barra de la misma regla de deduccaidn.
Llamamos premisa(s) de la (aplicacion de la) regla a la(s) primera(s)
expresion(es) y conclusion a la segunda.

Diremos que el secuente ¥ es demostrable en S3-S2 ( [s3-53 ) si hay
una demostracion en S3-S2 para X, es decir, si existe una secuencia finita
de secuentes X, ..., 2, con X, = ¥ tal que cada X, (| < i< n) es o bien (1)
un axioma, o bien (i1) la conclusién de una regla de deduccién cuya
premisa o0 premisas aparecen antes de 3, en la secuencia ¥, ..., 2., 0 bien
(11) 3; es el resultado de introducit o eliminar signos por definicidon ¢n esa
secuencia.

Una refutacion en S3-S2 para un conjunto fimito M es una demostra-

22 Cfr. Carnap 1943, p. 32,
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cién del secuente M = La (6rmula F es deducible en S3-S2 a partir del
conjunto M (M 3755 F) si existe un subconjunto finito M" de M y una
refutacién para (M, ~F}.

La férmula principal en AX.s.| (respectivamente, Ax.s.2) es 7 F (res-
pectivamente, —=F) y la formula de apovo es I, en ambos casos. a, b, ¢, d,
H; son las férmulas principales en las reglas Ra, Rb, Re. Rd, RH;. respec-
tivamente. a,, by y by; c(e). d(A) son las formulas de apoyo en las reglas
Ra, Rb, Re¢, Rd, RH,, respectivamente.

Siuna demostracion de ¥ en S3-S2 es una secuencia Xy, ..., X, decimos
que n es fa longitud de esa demostracion de % o que 2 es demostrable, en
esa demostracion, con jongitud n. Si hablamos de longitud de demostra-
cidn de un secuente en forma generaf, nos referimos a la més corta de sus
longitudes de demostracion.

Al hablar de las propiedades de demostrabilidad (cfr. apartado 2.5)
hicimos uso del cdlculo S3-S3 que definimos a continuacién. Sien S3-S2
son refutables justamente los conjuntos insatisfacibles, en S3-S3 son
demostrables los conjuntos disyuntivamente validos, como veremos al
tratar la suficiencia de ambos calculos.

Ademas, en S3-S3 se generan formulas cada vez mas complejas siem-
pre a {a derecha del signo de secuente, mientras que en S3-S2 ese proceso
ocurre por la 1zquierda de los secuentes. En este sentido son calculos
duales.

Postulados de §3-53 23

I. Esquemas axiomdticos

Ax.s. 1= ~F F N

AXx. 8.2 = ~F —-—F N

I1. Reglas de deduccion

Ra™ => a;, N

=> d>, N / C>a, N

Rb™ = b, N/ =b, N = 172)

Re™ ~>cfe], N/ =¢, N s1 e, no aparece en N
Rd*" = d[A]. N/ =d, N

RH» = 2H;/ = N (0= 1,2,3,4).

*' §3-S3 guarda nolables semejanzas con ¢l calcuto presentado cn Schwichtenberg 1977, aunque
S$3-83 s¢ ha ongimado de manera otaimente independiente de €l
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Diremos que M W F si hay un subconjunto finito M" de M con
una demostracion en S3-S3 para el secuente =>M". F donde M”.= (~G | G
€ M"]). Demostracion en S3-S3 se define siguiendo la pauta de) corres-
pondiente concepto en S3-S2. Mas adelante nos ocuparemos de la correc-
cton y suficiencia de este calculo, at 1gual que en el caso de S3-S2.

La unidn de los conjuntos de postulados de S3-S2 y S3-S3. quiza
— para ciertos fines— con ayuda de un conjunto suplementario de postu-
lados como el siguiente: (M. F <> F. N: M. F =&5~-F, N: M. -F =~F_ N}
da lugar a un calculo $3-SI, simétrico por ambos lados. que atiende al
principio de las subformulas por ambos lados y cuya equivalencia con el
calculo secuencial clasico S3 que definimos a continuacion es facii de
demostrar.

Postuladoys de S3
I Esquemas axiomdticos

M. F=F N

II. Reglas de deduccion

R1- M, F=>N R2: M=N,F
M =-F, N M, ~F = N
R3. M, F=> N R4: M=>M,F
M, =2F &> N M = N, =xF
RS M= M, F
M, -F = N
R7- M,F,G=> N RS- M==N FM=SN G
M, F A G= N M N, FaG
Rg: M—FN;M -G=>N Rlo: __ M=N-F -G
M,-(FArG)=>N M= N,-(FaG)
RII- M, F(A)= N R12: M = N, F [e]
M, A XF(X) = N M = N, A XF(X) (*)
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M, - Fle]= N R14: M = N, —F[e)
M, -A XF(X) = N (*) ' M = N, - A XF(X)

R13:

RIS Me> N. H (= 1.2734)
(*) St ¢ no aparece en la conclusion.
3.2, £l Haupisarz en §3-S2

El nucleo de este apartado es Ja demostracion de la

Proposicion 3.1. Hauptsatz
Si |—S_‘_Sl M, F=y ]__M__52 M. = F = , entonces .__53-52 M =,

En la prueba de esta proposicidn precisamos de una serte de lemas que
demostramos a continuacion.

Lema |

St M, d = es S3-S2 demostrable como conclusidon de una regla Rd
con longitud k y férmula principal (f.p.) en d. entonces rm_‘—‘s: M,
d[A] = con longitud k, para toda A € Des.

Demostracion: St M, d = es conclusidén de una regia Rd, tiene como
premisa un secuente M. d[e,] = S3-S2 demostrable con longitud k; < k y
con un ¢, yue no aparece en M, d. Mostramos por induccidn sobre la
longitud de la demostracion de M. d[e,] = que existe una demostracidn
de M. d[A] = con longitud k,<k;. Si M, dfe,] = ¢s un axtoma, puesto
que ¢ no aparece en M, d[e;] no es f.p. ni fé6rmula secundaria (f.s.) del
axioma y, por tanto, M, d[A] = es un axioma. Si M, d[e;] = es conclu-
sion de una regla de deduccion distinta de Rd, de] supuesto de induccidn 'y
la aplicacion de la misma regla que dio lugar a M, d[e,] = se sigue que
e, M.d[A]=>.Si M. dfe]es conclusién de una regla Rd, tiene como
premisa un secuente M', dTe]. d[ei} = cuya longitud de demostracién k,
es menor que k,. Porsupuesto de induccion, M' d7e,]. d[A] = es demos-
trable con tongitud menor o 1gual que ki siendo ¢ nuevo para M*,. d’, d(A).
Por Rd. se sigue que M. d[A] = es demostrable con longitud k, < k.

Lema 11
Sif 57> M = _con longitud k. entonces [ ;- M. F = con longitud
" : §1-82
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Demostracion: El lema se prueba sin dificultad por induccion segun k.
El dnico punto que merece atencidn estriba en que si M &> es conclusion
de vna regla Rd, puede bloguearse la aplicacidén de la regla sin F aparece
una e, que no aparece en M. En tal caso, el lema precedente nos permite
afirmar la existencia de una formula de apoyo en la aplicacion de la regla
en que la ¢ que en ella aparece es nueva para My F.

Lema [1]

(1) 91{—'M a =  entonces ;M. 2. ap =
(2 I_ M. b=, entoncesl—‘M b =2y M b=
Sll‘m M.d = entonces}T;, M, d[A] = para toda A € Des.

Demostracion: S el antecedente de cualquiera de los puntos (1), (2) y
(3) es un axioma, el consecuente o bien es un axioma.o bien es demostra-
ble a partir de un axioma por medio de Ra, Rb, Rc y el Lema Il. Si el
antecedente es conclusion de una regla de deduccion, de las premisas se
sigue el consecuente por aplicacion de la misma regla que genera ¢l conse-
cuente o bien no hay nada que demostrar. En el caso de (3), st d es la f.p.
de la aplicacion de la regla, el consecuente se sigue del supuesto de induc-
cién y el lema 1.

Demostramos ahora un ultimo lema del que el Hauptsatz es un coro-
lario.

Lema IV 2

Sean n y k nameros que cumplen (A) y (B):

(A):Sigr(G) < nyf 7o M. G2yl M. -G =  entonces b5
M =

(B) Sigr(G)=ny Pl: M, G = es S3-S2demostrable con longitud k,
y P2: M, ~G => es S3-S2 demostrable con longitud k, y ky + ky < k,
entonces [ M, F >

entonces para toda for mula F de grado n tal que !7 M. Fyla
M. ~F = con longitudes K’y k™ tales que k™ + k> = k vale que
M=

S3-%2

Demiostracion: Sea gr(F) = n ysea k = k; + k., donde k; es la longi-
tud de la demostracion de Pl: M, F = y k; es la longitud de la demostra-
cion de P2: M, ~F = . Mostramos que [, M = .

Consideramos primero el caso en que Pl y P2 son axiomas. St no
ocurre que Pl tenga como férmula principal o de apoyo a Fy que P2
tenga como f{ormula principal o de apoyo a ~F, entonces M &> es de la
forma M’ G, °G = yesunaxioma. Si “Fes {.p.en P2, entonces M = es

M La demostracion sc inspira en Smullvan 1968, pp. M1 s,
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de la misma forma que Pl y por lo tanto es S3-S2 demostrable. En los
casos restantes, en que ~F es formula de apoyo en P2, con F férmula
principal o de apovo en Pl, M &> es S3-S2 demostrable a partir de un
axioma por medio de Ra o Rb.

Estudiamos ahora el caso en que Pl o P2 son conclusion de una regla
de deduccidn de S3-S2. Supongamos que se trata de PI.

I. Pl es conclusion de una regla con f.p. en F. Pueden darse los
siguientes casos:

[.1. Pl sc ha obtenido por Ra. Entonces M, F =>es M, a = y por
bema T Moa),a) = es S3-S2demostrable. P2es M, "a= y maes b,
"~b 0 "~~G cuando F es =~G. Por lemas [y [Il. de P2 se puede
demostrar M. —a;, 2, =y M, ~"a, v por (A), M =es S3-S2
demostrable.

1.2 PI se ha obtenido por Rb. Entonces M, F = es M, b = vy tiecne
como premisas M b, = y M b, = . P2es M, b = . Puesto que "besa o
=~a, por lemas Il y I[1l M, =b;, 7b; = es S3-S2 demostrable y por (A)
también lo es M =,

.3 P1se haobtemdo por Re. con f.p. en F. Entonces Ples M, c =>y
tiene como premisa a M, c[A] =>. P2es M, "¢ = . ~ces ""d o d y por
lema 11l M, "c[A] = es demastrable. Por (A), M = es demostrable.

.4 Pl se ha obtenido por Rd. con f.p. en F. O bien (1.4.1)
F=-=A XG[X]obien(1.4.2) F =—A XG[X]. Estudiamos estos dos casos
por separado.

1.4.1. Ples M."A XG[X] = y P2es M, "~A XG[X] = .SiP2esun
axioma. entonces. si hay una G tal yue {G, =G} C M, entonces M => es un
axioma y por tanto, demostrable. Si ~~A\ XG[X]es f.p. entonces P2 tiene
ja forma M’ "A XG[X], "N XG[X}y M = es Pl y por supuesto,
demostrable. Si ~~A XG[X] es formula de apoyo, P2 = M’ ~~"A
XG[X], 7N\ XG[X] = 0o P2 = M' —~~A X(G[X]. ~~A X(Q[X] = vy de
Pl se sigue M => por Ra. Si P2 es conclusion de una regla con férmula
principat en “~A XG[X]. P2se ha obtenido por medio de Ra con premisa
P M, A XG[X] = . De Ply P:sesigue, por (A).que M = . St P2se ha
obtenido por medio dc una regla con f.p. distintaa ~~>A XG[X], entonces
M se sigue de (B) por aplicacion de la misma regla de la que P2 es
conclusion.

1.4.2. Ples M, -AXG[X] =y P2es M,"~AXG[X]=> . Si P2 es un
axioma y hay una G tal que {G, 2G) C M. entonces M = es un axioma. Si
“-AXG[X] es f.p., entonces P2 = M, “AXG[X]. ~=AXG[X] y Pl es
M= Si —=AXG[X]= es formula de apoyo, entonces o bien P2 = M’
" =AXG[X]. ~=AXG{X]= o0 bien P2 =M", —-—AXG[X]. “AX(C[X]= .
t'n ambos casos, M = es deducible de Pl por medio de Ra. Si P2 es
concluston de una regla con f.p. en "=AXG[ X]. entonces se ha obtenido
por Re y tiene como premisa un secuente P: M, "—G[A] = . De Pl se
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sigue. por lema 111 (3). P M. —G[A]yde Py Prse sigue, por (A). M = .
St P2 ¢s conclusion de una regla con f.p. distinta de ~—/A XG(X). de (B).
por aplicacidon de la misma regla de la que P2 es conclusidn. se sigue que
M = ¢s demostrable.

.5 Pl se haobtenido por RH,. Consideramos so6lo el caso de H,. por
ser los otroy muy similares. O bien P{ es M, ~(IP"A) ~ A= A) = v P2
es M, "~(IP*(A) — A = AY=> o bien Pl es M, -(IP*(A)— A= A)=>Dy
P2cy M. "—(IP*(A) — A = A))=>. En el primer caso, supuesto que Ply
P2 son S3-S2 demostrables, podemos hacer la siguiente demostracion:

. M. ~(IP'[A] - A= A)=> Pl

2. M. ~~(IPMA) — A= A)=> P2

3. M. ~—(="IPHA) (A = A= Def. en |

4. M, ~~—(="IP"A) i( A = A= Def. en 2

5. MUIPYMA)Y (A= A)= 3. lemas 11y 111
6. M. "IPNA)=> 4, lema |1

7. M. (A=A = 4, lema II1

de 5.. 6. y 7. se sigue. por (A), que M = es S3-S2 demostrable. El
segundo caso se trata de modo similar.

2. Plesconclusion de una regla conf.p. Gdistinta de F. St G es una a,
c od. entonces Pl tiene la forma M', G, F =y P2es M', G, ~F = . Pl
tiene como premisa un secuente P': M°, G'. F => donde G'es la férmula de
apoyo dc la aplicacion de la regla. Ademas la longitud ki de la demostra-
cién de P’y es menor yue la longitud de demostracidon de Pl. Sea k> la
longitud de demostracion de P2. Entonces, k/ + k» < k), + k» = k. Por
lema J1, es demostrable con longitud ki el secuente M*, G*, G, F = y_con
longitud k., el secuente M'. G', G, "F= . Por (B), M. G| G = es
demostrable y por Ra, Re ¢ Rd lo es también M = . Si G es una b,
entonces Pl tiene como premisas los secuentes M, b, F = y M b,
F = . Estos secuentes son demostrables con longitudes k' y k% ambas
menores que la longitud k, de la demostracion de PtL. Por lema II. M, b,
b. F=>y M. b, b,. F = son demostrables con longitud ki y kY. Asi-
mismo, de P2 se sigue, por lema Il. que M. b, by, “"F = y M., b, b,
~F = son demostrables con la misma longitud k> de la demostracion de
P2. Por (B) se sigue que M. b, b= y M, b>, b= son demostrables y
con cllo M = |

Consideramos ahora ¢l caso ¢n que P2 es conclusion de una regla de
deduccion. Cuando P2 se ha obtenido por medio de una regla distinta de
Rd y con [6rmula princtpal cn ~F o s¢ ha obtenido por medio de una regla
cualquicra con formula principal distinta de ~F. la demostracion es muy
similar al caso de Pl.teniendo en cuentaque si “Fesunaa. Fesunabo
ticne fa forma ~G. cuando ~Fes " ~G:si "Fesuna b, entonces Fesunaa
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y s1 “F ¢s una c. entonces F es una d. Veamos el caso en que P2 se ha
obtenido por Rd. con{.p.en "F. P2 es, entonces, M, "AXG[X]=> v Pl cs
M. AXGX]=. Si Pl es un axioma, AXG[X] noes la f.p. del mismo. Si
hay una férmuta G tal que {G, 2G} C M, M = ¢s una axioma. Si
AXG[X] es tormula de apoyo, entonces o bien Pl ¢s M', ~"AXG[X].
AN XGIXJ=y P2es M=o bien Ples M, = A XG[X]LA XG[X]=>y P2
es M =AXG[X]. "AXG[X] =2, En este ultimo caso, M', =Gl . Gle] =
con ¢ nucvo para M, AXG[X]. ¢s un axioma y porlema [1Ede P2 se sigue
M’ -=Glei]. ~Gle] =, Puesto que gr(Gle]) <gr(m A XG[X]). por (A) se
siguc que M. Gle,] = ¢s demostrable y por Rd, M = es demostrable. S
Pl ¢s conclusidn de una regla de deduccidn, estamos en uno de los casos
analizados anteriormente. Por lo tanto. ¢n todos los casos, M= es
demostrable.

Podemos ahora demostrar la proposicion 3.1: St hay una formula F
tal gue [T_\;M F=y lﬁM “F =y no ocurre que IT;—U M=
entonces hay un m tal que mes el menor grado de una formula respecto de
la que ocurre lo antenor. Entonces hay un k = k; + k, tal que k es el mas
pequeno numero con k; longitud de la demostracion de M, F = y k;
longitud de la demostracion de M, F = . Entonces, para todo grado
menor que m vy longitud menor que k, se cumple la proposicion 3.1.
Entonces, porellema |V, también se ha de cumplir para F y los secuentes
M, F=y M, "F = . Luego se cumple la proposicidn 3.1 en todos jos
Casos.

3.3. Adecuacion de los calculos secuenciales

Mostramos la adecuacion de S3-S2 y solo hacemos alusiones a la
suficiencia de los otros calculos secuenciales antes defimdos.

Proposicion 3.3 Adecuacion de S3-S2.
Sea (M*  F} un conjunto paramétricamente limitado, con M* posi-
blemente vacio, de formulas de L3. Entonces

M* o F<= M* |=—F.

Demostracion: Mostramos primero la correccion de S3-S2. Supuesto
que M* m F. entonces hay una demostracion de M", ~F = para un
subconjunto finito de M"de M. Entonces, si M", “F = es un axioma, hay
una formula G tal que (G, =G} C {M°, “F} y por tanto, (M°, “F} = ey
insatisfacible. St M", =F &> es conclusion de una regia Ra - Rd, por
supuesto de induccion el antecedente de la premisa o premisas de esa regla
es insatisfacible y por la proposicién 2.2, lo es también {M", “F} y, con
ello. {(M*_ ~F}. Si M", ~F = es conclusion de RH,, ~ H; € (M", “F} y

253



supuesto que = H, es insatisfacible, también lo es {M".. ~F}. Podemos
afirmar, por tanto. que si M”, “F = es demostrable, entonces {M", "F) es
insatisfacible y. en consecuencia, que M* [ F.

Mostramos ahora la suficiencia de S3-S2 por medio de una propiedad
de consistencia. Sea E; la propiedad de conjuntos de férmulas M tal que
M € E; sino hay un subconjunto finito M" de M tal que M" es S3-§2
refutable. Afirmamos que E; es una propledad de consistencia: Notese, en
primer lugar, que si hay una férmula G tal que (G, =G} C M., entonces
hay un subconjunto finito de M que es refutable y M ¢ E;. Se cumple,
pucs, el punto (1) de la definicion 2.7. Por lo que toca a 10§ otros puntos
de esa definicion, observemos que si M” es un subconjunto finito de M, F
es una férmula de tipo conjuntivo, F € My F,es un descendiente de F tal
que (M° F.} ¢ E;. es decir, si M, F; = es S3-S2 demostrable, entonces
m M°, F & por Ra y Re, y por tanto M ¢ E;. Sea ahora F una
formula de tipo disyuntivo. Si Fesuna by =5, M", by = y[ T M",
b, =, entonces, por Rb, 7o M M b=>yM € E: SiFesunad,y
o35, M. d(e)= con e nueva para M*, d, entonces | ;7 M", d, = por
Rdy M ¢ Es. Supongamos ahora que hay un Hital que [—;—; M". H, =,
es decir. tal que {M, H} € E. Por RH;, [ %". "H,= y porel Hauptsatz,
podemos concluir que ]ﬁ M=y M ¢ E; Portanto, se cumplen las
condiciones de la definicion de propiedad de consistencia.

Supuesto entonces que M*“T F. (M*_ ~F} es insatisfacible y porej
teorema de unificacién, ([M*, =F) ¢ Ei. Luego hay un subconjunto finito
M qe M tal que WM -F = . Por tanto, M* IWF = , cOmo
qucriamos mostrar.

El método mas sencitlo de mostrar la suficiencia de S3-S3 es hacer uso
de una propiedad de demostrabilidad y de la proposicion 2.13. Obvia-
mente, este camino nos estd vedado, puesto que utihzamos la suficiencia
de S3-S3 para probar aguella proposiciéon. Una prueba alternativa, senc-
lla aunque tediosa, podria darse en la siguiente forma: es facil mostrar por
inducciéon que si 5 M, "F = entonces [;, = M, F. Entonces si
M* |55 F, -5 M", "F = para un subconjunto finito M" de M, por la
suficiencia de S3-S2. Por lo que acabamos de apuntar, I—ﬂ_—\3 = M" Fy
M* ——F. o

$3-83 . . .

Una mancra de expresar la suficiencia de S3-S3 que resulta interesante
para nosotros, a la vista del uso que hicimosel S3-S3enel apartado 2.5, es
la siguiente: Si M es un conjunto finito, disyuntivamente valido, entonces
-5 S M. Enefecto, si Mes disyuntivamente validoy F € M. entonces
(M. ~F}es insatisfacible y M ”;_3}: de donde se sigue que 1?@ M. F.
Puesto que se puede demostrar que | = ~~G. N, = =G, N,
podemos afirmar que =~ <> M.

Todos los célculos que hemos definido en el apartado 3.1 son equiva-
lentes en el sentido de que los respectivos conceptos de deducibilidad

§3-82 S3-83
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coinciden, puesto que M | o <= MI F<=>M] G- <> M | .

F.aunque no son neccsanamente deduubles los mismos secuentes en cada
uno de ellos: asi el secucnte P'A. “P'A & noes deducible en S3-S3 ysilo

es en S3y S3-S2.

3.4. El teorema de interpolacion en L3

La (6rmula K es una féormula de interpolacion para la formula condi-
cional F = G sise cumple que todo pardmetro de predicado que aparece
en K fuera de las descripciones y es distinto de ‘="apareceen Fy G y toda
descripcion en K aparece también en F y G y, ademas, K es tal que
Im 7 F — Kyl 7K— G. El teorema de interpotacién afirma la existencia
de una (ormu]a de interpelacion por toda formula condicional L3-verda-
dera. Demostramos el teorema sobre la base del siguiente lema:

Lema 3.4

Si{ - M, F= entonces hay una férmula K tal que

(1) P M Ky KL F

(2) Todo parametro de pledlcado P* que aparece en K fuera de las
descripctones y es distinto de *=", apareceen M y F y toda descripcion
en K aparece M, F.

Podemos modificar (2) en la forma (2°):

(2) St hay un parametro de predicado P* que aparece tanto en F
como en (al menos una férmula de) M, entonces todo parametro de
predicado en K fuera de las descripciones y toda descripcion en K
aparece en Fy M. Si no hay ta) parametro de predicado, o bien M o
bien F es insatisfacible.

Demostracion: Por inducciéon segun la longitud de demostracion en
S3-S2 de M, F = . Llamaremos a K férmula de interpolacién (f.1).
Supongamos que M, F = es un axioma. Para mostrar los puntos (1) y
(2) del lema consitderamos los casos en que (1) Fes f.p. (11) F es férmula de
apoyo y (iii) hay un férmula G tal que {G, 2G) C M.

() M, F>es M’ G, 2G = . En este caso G es una férmula de
interpolacién: M, G, "G =: G, "G =y G, -G = son axiomas de
S3-S2.

i) M, F=2es M, "F.F= o0 M -F. F= . "Fes {1 para M’ °F,
F e . yaque M, "F, ""F = y "F F = son axiomas. — Fes f.1. para
M' ~F. F= yaque M, - F, ~—F=y-F F = son axiomas (111) M,
F=es M. G. G, F= . Entonces A X(X = X)A~A X(X = X)esuna
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Lo MY "G‘ G, Y(AX(X = X) o A X{X = X)) = es un axioma y
A X(X X)a N\ "N X(X=X). F= es demostrable a partir del-axioma
A XX = X)) "A X(X = X), F= por medio de Ra. Por lo que respecta
al punto (2") del lema 3.4 nétese que si hay un parametro de predicado P*
comin a M y F la demostracién es muy similar al caso estudiado,
teniendo que sustntulr A XX=X)ar"AX(X=X)por A X; ... A X
((P*X), ... Xi) A~ (P*X1. ..., X*)). Sino hay tal parametro P* comtna M
y F, entonces hay una férmula G tal que {G, 2G}C M y M es
insatisfacible.

Suponemos ahora que M, F = es conclusién de una aplicacion de una

regla y que se cumple el lema para la premisa o premisas de la aplicacién
-de la regla. Entonces,

I. St M, F = es conclusién de una regla Ra, entonces la aplicacion de
Ra tiene como premisa un secuente M, a; = o M’ a;, F = . Por supuesto
de induccion existe una férmula de interpolacién K para la premisa en el
sentido de (2). Entonces [, M, " K => y[ 4. K= ol s M a,
~K =y, K. F=. Por Ra, |77 M, Ky a K=ot
M\ a ~Key [ S K F=. Por tanto K es también f.i para M.
F=>en el sentido de (2).

2. Si M, F = conclusidn de una regla Rb, tiene como premisas dos
secuentes M, by & y M, b, = o M, b, F= y M, by, F & con f.i. Ky, Ko,
respectivamente. Un razonamiento similar al de 1. nos lleva a poder afir-
mar que K; A K; es una féormula de interpolacién para N, F = en este
caso.

3. Si M, F =>es conclusiéon de una regla Re, distinguimos el caso (i) en
que Fes f’p. de la aplicaciéon del caso (i1) en que la f.p. es distinta de F. En
(i) M, F = tiene como premisa a M, ¢c[A] = . Por supuesto de induccion
hay una f.i. K tal quel’"‘— M, ~"K = y[ﬁc[A] K => . K puede no ser
férmula de mterpo]amon para M, F & 1 A apareceen K ynoenc. En
otro caso K es f.i. para M, F = . Entonces, si1 A apareceen K y no aparece
en ¢, por supuesto de induccion M, ~K[A] = es demostrable y por Re y
Ra lo es tambien M, ~~A X~K[X] = . Por otro lado. y también por
supuesto de induccidn, ¢[A]. K[A] = es demostrable y por Re. Ray Rd
lo es también ¢, =~ AX"K[X] =. Por tanto "A X~K[X] es f.i. para M,
F = . En(it) la f.i. K de la premisa es también formula de interpolacion
para la conclusion. En todos los casos nos referimos a f.i. en el sentido de
(2).

4. St M, F = es conclusién de una regla Rd, tiene como premisa M,
d[e;] => . 0 M, d[e;], F = . Por supuesto de induccién existe una formula
de interpolacion K para la premisa, e, no apareee en M, d. F y, por tanto,
tampoco aparece en K. Luego K es f.i. para M, F = .

5. Si M. F=> es conclusion de una regla RH;, entonces M, F = eso
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bien M, = H;, F = o M, 2 H; =. En ¢l primer caso, si no hay un parame-
tro P* que aparezca tanto en M como en F, la férmula
(A X(X = X)a A X(X=X))esunaf.i ensentidode (2) para M, F= ya
que M, 2 H;, (A X(X=X) s AXX=X)= y A X(X=X) "N X(X
= X), F = son secuentes demostrables en S3-S2. Si existe un parametro P*
comin a My F, podemos escoger como f.i. para M, F = en sentido de (2°)
la formula (A Xi ... A X (P*X; ... X) A ~(P*X; ... Xi)). Enel caso de que
M, F=>sea M, 2 H;= | la férmula ~(A X(X = X) a ~ A X(X= X))es {1
en sentido de () yA X . A X~ (PX1 ... Xi)a = (P*X) ... Xi)) loesen
sentido de (2°), bajo el supuesto de que haya un parametro P* comuna M
y F. )
Es facil ver, ademds, que si no hay un parametro P* comtna My Fy
M, F = es demostrable en S3-S2, o bien M es insatisfacible o bienloes F.
En los casos 1-4, la existencia de una férmula de intereolacién en sentido
de (2’), bajo el supuesto de que exista un parametro P comuna My F se
demuesira de modo muy similar a lo hecho mas arriba.

Podemos ahora afirmar el teorema de interpolacion como un corola-
rio del lema anterior.

Proposicion 3.5 Teorema de interpolacion para L3 25,

Sea {M, F} un conjunto finito de férmulas. Si M [ ;7 F, entonces
hay una férmula K tal que

()M II;— KyK 5 F

(2) Todo pardmetro de predicado P* que aparece en K fuera de las
descripciones y es distinto de ‘=, asi como toda descripcion en K,
aparece también en F y en (al menos una féormula de) M.

De nuevo, podemos modificar (2) en la forma (2%):

(2) Si hay un parametro de predicado P* que aparece tanto en F
como en M, entonces todo parametro de predicado en K fuera de las
descripciones y toda descripcién en K, apareceen My F. Sino hay tal
parametro de predicado, o bien M es insatisfacible o bien F es 1ogica-
mente verdadera.

Demosiracion: Por la adecuacién de S3-S2, M I F=5 M,
"F=>. Porel lema 3.4, existe un férmula de interpolacién K en sentido de
(2) para el secuente M, “F=>. Por tanto, [ ;o M, "K=y | K,
“F = . De ahi que se pueda afirmar que M [ F y que K |7 F. Si hay
un pardmetro P* comin a M y F la existencia de una f.i. en sentido de (2)
se demuestra de la misma manera. Si no existe tal parametro, del lema 3.4

¥ Versiones similares en la 1dgica standard se encuentran en Smullyan 1968, pp. 127 ss. y Chang-
Keisler 1973, p. 84-5.
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se sigue que o bien M es insatisfacible o bien ~F es insatisfacible, es decir,
F es L3-verdadera. '

Quizéd no sca totalmente ocioso indicar que aqui, como en {a logica
standard, ¢l tcorema de interpolacion expresa, en cierta medida, la inversa
del Hauptsatz. En efecto, podemos leer ¢l Hauptsatz como la afirmacién
de que si hay una K tal que {M, K}y {G, K} son insatisfacibles, {M, G])
también loes. A la inversa, el teorema de interpolacién afirma, entre otras
cosas, que si {M, G} es insatisfacible, existe una férmula K tal que {M,
~K}y (G, K} son insatisfacibles.

3.5. El teorema de consistencia en L3

En L3, como en la légica standard, llamamos teorema de consistencia
a una afirmacion acerca de las condiciones en que la unién de dos conjun-
tos consistentes de férmulas es consistente.

En lo que sigue [simboliza I~ [, 7, v demés conceptos equiva-
lentes, en la medida en que Jo sean. Suponemos que M y M’son conjuntos
de férmulas sin descripciones. Sea Par.Pred. M. el conjunto de los para-
metros de predicado que aparecenen (férmulas de) M y sea Par. Pred. M.
el correspondiente conjunto respecto a M. Diremos que M y M’ son
consistentes si no hay formulas F, G tales que M| F A2 Fo M|
Ga>2G My M se dicen completos respecto al vocabulario comun si
para toda férmula sin descripciones G todos cuyos parametros de predi-
cado estan en Par. Pred. M. N Par. Pred. M’. se cumple que o bien
MGy M[TGoM[ =Gy M [~>G. Podemos probar el siguiente
teorema:

Proposicion 3.6 Teorema de consjstencia de Robinson en L3 2¢
St (1) My M ason consistentes y (i) Ny M'son completos respecto al
vocabulario comutn, entonces M U M’ es consistente.

Deniostracion: St M UJ M’ es inconsistente, entonces es insatisfacible
y, puesto que M y M’son paramétricamente limitados, por la compacidad
de L3 se sigue que existen subconjuntos finitos My M™ de M y M tales
que M", M |75~ F A 2F. para una féormula F. M" y M™ no son vacios
puesto que. en otro caso, M o M’ seria inconsistente. Se cumple entonces
que .
(Hh M| (M™) — F A 2F

“ La tormulacién v demostracidn del tcorema se basa en la presentacion del mismo para la 16gica
standard en Kleeoe 1967, pp. 374-375.
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donde (M®) es una conjuncidn de las férmulas en M*. Puesto que
Il (G — (F a 2F)) — ~G, se puede afirmar

(2) M° | (M)

Si no hay un parametro de predicado que aprece tanto en M° como en
M, del teorema de interpolacion se sigue (3) o (4)

(3) 5~ (M®) @ | =(M*)

en cuyo caso tanto M® como M? serian insatisfacibles y, con ello, incon-
sistentes, contra el supuesto de que M y M’son consistentes. Luego existe
una formula de interpolacion G en el sentido de (2°) (Cfr. prop. 3.5). Se
cumple, entonces

5) M° |5 G y 6) G5~ (M)

Cada parametro de predicado P* que apareceen G apareceen M°y M™y
en G no hay descripciones, puesto que no las hay en M°, M®. Por tanto,
cada P* en G esta en Par. Pred. M N Par.Pred. M". Como M y M’ son
completos respecto al vocabulario comun, vale que

() M G y MM G

(o)

8) M =G y M’ |5 2G

Si ocurre (7), M’|r5 G y por (6) M'|i5 = G, resultando M’ inconsistente.
St ocurre (8), de (5) se sigue la inconsistencia de M, contra el supuesto.
Luego no hay férmula F ni subconjuntos M°y M”> de M y M’ tales que
M® M® |7 FA 2 F. Luego M U M’ es consistente.
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