
SOBRE LA CONSISTENCIA DE LAS 'NEW FOUNDATIONS
FOR MATHEoMATICAL LOGIC'

J.Sanmartín Esplugues

INTRODUCCION. Los sistemas axiomáticos de conjuntos de
mayor 'uso hoy son, como se sabe, el de Zermelo-Fraenkel
(abreviado ZF) y el de von Neumann-Bernays-Godel(abrevia-
do NBG). El segundo, frente al primero; posee la ventaja de
sustituir el Esquema de Axioma de Separación por una lista
finita de axiomas para existencia de clases;con ello, al mismo
tiempo, se establece en ÑBG una delimitación clara entre lo
que puede y no puede construirsoe en él. Pero las laboriosas
construcciones exigidas por el Esquema de Axioma de Sepa-
ración en ZF encuentran su correspondiente en las laborio--
sas construcciones de las demostraciones del caracteOr de ele
mento en NBG.

Las. 'New Foundations'(abreviado NF) de W. V. O.Quine
poseen frente a ZJr y NBG la ventaja evidente .de evitar tales
construcciones. En NF, manteniéndose en consonancia con la

lfnea de. los Principia Mathematica , Quine se maneja , podrí~
mos decir, con un Axioma' de Abstracción( en su sistema, como
veremos, es una regla) del que se evita la aparición de para-
dojas mediante la condición de que la propiedad definitoria de
la clase en c'uestión esté estratificada.

Dar :una prueba de la consistencia de NF tendría un cierto
valor, como se desprende de lo arriba dicho;valor, sin duda,
acrecentado por la demostración de Wang-50.de que, si NF es
consistente, también será consistente el sistema de Quine ex-

puesto en Ma:ihematical Logic' J que posee frente a NBG la veE:
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taja de eliminar condiciones restrictQras en cuanto a existen
cia de clases, en particular la condición de que las variables
que satisfagan la propiedad defin~toria de clase tomen sólo
elementos como valores.

El sistema NF de .Mr. Quine se ha mostrado m'QY reacio
ante pruebas de su consistencia.. En Rosser-Wang-50 se de--
muestra que no hay. .ningún modelo standard para NF. Esbozo
su prueba del modo que sigue:

Son teoremas en NF:
O ~ Fin, 1 E Fin, 2 E Fin, . . .
o=lA,l=lJ\.. 1=10,2=1J\...2=10. 211,..._

(donde Fin, denota la clase de los enteros y Ala clase vacía),
de modo. que cada uno de estos resultados será verdadero en
cualquier modelo, y por tanto Fin será representada por una
clase infinita en el modelo que construyamos. En NF se de --
muestra asimismo

(m)(n)(m E Fin. n E" Fin ::Jm¿ n V m=n V m:> n),
de..modo que la relación ~ deberá imponer una cierta rela--
cíón de orden sobre el modelo de Fin, para que éste satisfa':'
ga el teorema citado en último lugar. Tal modelono será stan-
dard, si la relación de orden en cuestión no es una relación
de buena ordenación. Para que 10 fuera, sería preciso que el
modelo de Fin(denotémoslo Finx ) -poseyera los representa-
tivos de 0,1, .. .(denotémoslos OX , IX , . . ..)y solamente ellos.
Supóngase por el contrario que a no es ni OX , ni IX , . .. y
es un miembro de Finx. Puede suceder entonces que:

(1) a no sea el representativo de.A.. Procédase entonces
como se indica trás (2);

(2)a sea el representativo de..A .Entonces, ya que es un
feorema de NF que (x)(x é-Fin::> xfA)" ("3 x)(x EFin .Vex),
(donde Y denota la clase universal), para que Finx 10 satisfa
ga deberá haber un b en Finx tal que el representativo de V
en Finx , digamos yx , pertenezca a b. Pero se demuestra
en NF que Y 4: O, Y 41, . . . ;luego, yx ~ oX , YX{Yf- , . . . y, por
tanto b no será ni OX J ni IX , . . . ,ni el representativo de A,
simbolizado JL*:

Así se infiere la existencia en Finx de un miembro, di --
gamos c , que no es ni OX, ni IX, ... Es más podemos pro--
bar en NF que:

- ----
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(m)(n)(m EFin. mi.J\.. m10::> (3 n)(m =n -i-l . nfA));

luego, en el modelo Finx ~ ya que Q E Finx , G-¡l-KY ~10X , de-
berá existir un predecesor de ~, digamos g, tal que sJ10x,

911x , . . ., ~f ~. Podemos aplicar el argumento. a un prede-
cesor de este predecesor y así sucesivamente. En consecuen
cia Finx no estará bien ordenado. Luego, Finx deberá cons--=
tar sólo de los representativos de 0,1, . .. Es más, como
ofA. ' ifA , . .. son teoremas en NF , el modelo que constr'::..
yamos deberá ser un modelo para NF más el Axioma de In-
finito: V ti Fin. Mediante la adición del Axioma de Infinito a
NF puede d~sarrollarse una teoría de ordinales. Siendo OX
en el modelo el representativo de la clase de los ordinales
O en NF más el Axioma de Infinito, OX no podrá estar bien
ordenada, ya que ello supondría validar un teorema(véase
Rosser-42) del que es derivable en NF más el Axioma de
Infinito la paradoja de Burali-Forti .Luego, el modelo que
construyamos para NF ~ será un modelo standard.

Con todo, creo haber demostrado que puede haber un mo-
delo booleano (Boolean valued model) para NF. La ocurren--.
cia en tal modelo de una función de buena ordenación viene

impedida por el filtro. que manejo en su construcción. Ent.on-
ces, un corolario obvio - del que me ocuparé en otro lugar -
es la refutación del Axioma de Elección. Tal vez ello impli-
que un sacrificio demasiado grande. ~

Paso a exponer mi prueba, aunque previamente será inte-
resante resumir de modo breve el sistema NF y algunas no-
ciones sobre espacios topológicos y álgebras booleanas, que
son la base de aquella.

lo EL SISTEMA DE 'NEW FOUNDATIONS' consta de un prin-
cipio:

P.I. «xc y) :::>«y ex) =:>(x=y»)),

- --
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tres reglas que especifican conjuntos de fórmulas a conside-
rar como teoremas iniciales:

R.1. « tj' I('f \ X » I « vJ :) u) ) 1 « W \ \ti ).:> (~ \ w »» es un
_ '. J

teorema;

R. 2. Si "Ves. igual que 'f e,xcepto en que J3 aparece en 'Y
como variable libre en todos los lugares en que l>(aparece

en ~ como variable libre, entonces « C( ) i ;:,'Y ) es un teore-
ma; .

R. ,3'. Si \f es estratificqda y no contiene 'X, ( ~ x)(y)(y E x)
= l..J ) es un teorema;

y dos reglas que 'especifican conexiones de inferencia

R. 4: Si I.f Y (~\ (~\ X )) son teoremas, X es teorema;
R. 5. Si (1::7 'f ) es un teorema. y si C( no es una variable

libre de <1entopces (~::> (O{) '\' ) es un teorema.

De todas estas reglas interesa destacar R~ 3'. La estrati-
I'icación establecida por. la teoría de los tipos de Russell se
limita expresament.e a fórmulas dependientes de R. 3', conse!:
vándose en los otros casos fórmulas sin .estratificar. Con ello
se eliminan las consecuencias 1Iinnaturales" e "incómodas"
de la teoría de los tipos russelliana. ante todo la de que las
clases universal y vacía den lugar a una serie infinita de cla-
ses universales y vacías,> el álgebra booleana no se aplique a
clases en general, . .. ya que tal teoría obliga a que cada cla-
se tenga sólo miembros .de un tipo.

2.ESPACIOS TOPOLOGICOS
'NOTACION

1\

v

(oper~ción)

complementación
intersección
unión
implicación
coimplicación
multiplicación
suma

(signo)

- --- -
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Definición 1. X es un espacio topológico discreto, si, y sólo
si.. X es un conjunto no-vacío de puntos(abstrac
tos) y es definida una topología t sobre X por
una familia O de subconj1.Ultos de X ~ tal que
0= &(X),

(donde IS>(X)denota conjunto potencia de X).

Definición 2. Una topología t es definida sobre un conjunto
no-vacío de puntos abstractos X por una fami--
lia de subconj untos O de X, si se satisfacen
los axiomas siguientes:
A.l.l. ~ E O A.lo 2. X E; O
A.2. Si Bl ~ O Y B2 ~ O.. entonces Bl'" B2 ~ O
A.3. Si Bi>para todo i ~ 1, pertenece a O"

i i~J Bi} E O
Definición 3. B es un conjunto base de un espacio topológico.

X si, y sólo si, B e: X.

Definición 4. P es un conjunto abierto si, y sólo si, P <= O

Teorema 1. Si B es un conjunto base, B es un conjunto abier-
to.

PRUEBA. Por Definición 3 , si B es un conjunto base, enton--
ces B ~ X, Y como O es 6'(X), entonces B.~ o.

Teorema 2. ~ es un conjunto abierto
PRUEB.A.. Obvia por A.l.l.

Teorema 3. X es un cpnjunto abierto
PRUEBA. Obvia por A. 1. 2.

Definici.ón 5. pr es el complemento de P.

Definición 6. P es cerrado, si, y sólo si, p=Qr y Q es abier-
to.

- -- -- --- - -- ---
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Definición 7. P- es el cierre de P~ si y sólo si~ P- es el con-
junto de todos los puntos x tal que cada conjunto
base que contiene x contiene también un punto
de P.

Teorema 4. Si P ~ X" entonces PS P-.
PRUEBA. Obvia.

Teorema 5. P es cerrado, si" y sólo si, P=P-
PRUEBA. Tenemos probado por Teorema 4 que P ~ P -.Falta
probar que p-~ P o"por Definición 5, pa =. p-r.Por Definición
6 y por supuesto(P es cerrado) tenemos que pa es abierto. Lue
go para todo x E:P'" xlp- ;de modo que x~P-'. -

Definición 8. (1) Denotamos p-r por pJ.
(2) Denotamos p-r-, por pll.

D f ' . . ~ 9 P l . ~1 . P P ll
e lnlCl0n. es regu ar " SI" Y so o ,SI" =

Ahora sea X= ~O" 1) 1 , 1= w x uJ J i. e. todo punto x de X
es una función definida sobre 1 que toma valores en {O"1~ .
Formalmente x(i" j)=O ó 1"para :i,,:j tW .

D.efinición 10. B~. es un conjunto subbase .de X si" y sólo si
1" J

Bn -
{

' X , (
. .

)- L. . - x (:: . X 1, J -n J1" J
para n=O ó 1.

y redefinim.os conjunto base de X como

Definición 11. B es un conjunto base de X" si, y sólo si~ B 5 X
Y

B= 1'l. N B~.
= 1~ J ~. . 1" J

siendo N un entero positivo.

Si consideramos que n=g(i, j), entonces

-- - - - --- -- - - - - -
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Definición 12. El conjunto
i i, j : <i, j) E S S
será denominado el soporte de un. conjunto

n
{B

g(i, j) .-. ) f: S l
1 ,-. . ¿ N .. : <1, J j --- 1, J - 1"J

De modo gue podemos dar una nueva y definitiva definición p~
ra conjunto base:

Definición 13. B es un conjunto base" si y sólo si".

B= n B~(~"n
(1, J>E-S 1" J

para S finito.

Definición 14. R es una cota superior de un conjunto de elemen
tos" si P == R para cada P de dicho conjunto.

Definición 15. T es el supremo de un conjunto -de elementos"
sI, y sólo si" T es una cota superio.r de dicho
conjunto y es menor o igual que cualquier cota
superior del. mismo.

De donde seddesprende facilmente

Definición 16. T es el supremo d.e un conjunto de elementos
P., i E-1" si" y sólo si1

T= 1-1 P - ·
lE- 1

A su vez el ínfimo de un conjunto de elementos Pi, i El" se
definirá como sigue:

Definición 17. M es el ínfimo de un conjunto de elementos P f
para i ~ 1, si y sólo si

M = .n P. = ( .2. P.')'1EI 1 1E.-I 1

- --- - - - - - - - -- - - - - - - - --



IT ~'
11

.1
78 Consistencia de "New Foundations"

Definición 18. A es un álgebra S-booleana ~ siJ y sólo si~ es
un conjunto de conjuntos regularesJ abiertos y
con ínfimoJ de un espacio topológico no-vacío
X=\o~ l}I J J= W Xv..) J con

(1) o=~
(2) l=X
(3)PAQ=Pr¡Q
(4) P v Q=(Pv Q)li
(5) P' =p.L.

Y se satisfacen:

.1

: I

I

:¡

I ~

11

Teorema 6.
(6)(a) 0'=1
(7)(a) P /\ 0=0
(8)(a) P A l=P
(9)(a) P 1\ P' =0
(10) P" =p
(11)(a) p" P=P (b) P v P=P
(12)(a)(PI\Q)'=P'Y Q' (b)(Pv Q)'=P'I\ Qf
(13)(a) PA Q=QI\P (b) P v Q=Q VP
(14)(a) P ¡\ (Q 1\R)=(P A Q)I\ R (b) P v (Q v R)=(P v Q) V R
(15)(a) P /\ (Q V R)=(PI\ Q) y (PA R}

(b) P v (Q" R)=(P v Q)" (Pv R)

(b) I '=0
(b) P v 1=1
(b) P v O=P
(b) PvP'=1

J;..¡aspruebas son oQ'vias.

Lema 1. P v (P 1\ Q)=P
PRUEBA. P v (PA Q)=(PA l)v (P/\ Q}¡por Teorema 6 (8)'(a).
(P 1\ 1) v (PI\ Q)=(pv P) /\ (Iv Q).,por Teorema 6(15)(b).. e
=p/\ lJPor Teorema 6(11)(b) y (7)(b)., e =P"por Teorema 6
(8)(a).

.

I
Lema 2. p" (P v Q)=P
PRUEBA. Obvia.

- -- - --- - -
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Lema 3. (P f\ Q') y Q=P v Q

p:R-UEBA. (P /\ Q') v Q~(P v Q.) ¡\ (Q' v QL por Teorema 6(15)
(b). (P v Q) 1\ (Q' v Q)=(P v Q) A 1..por Teorema 6(9)(b). (P v Q)
A l=P v Q, por Teorema 6(8)(a) .

Lema 4. (P v Q') 1\ Q=P /\ Q
PRUEBA. Obvia.

Lema 5. (P 1\ Q) =P, si, y sólo si, (P v Q) =Q
PRUEBA. Si .(P A Q)=p.. entonces (P A Q) V Q=(P v Q);de modo

que por Lema 1, Q={P v Q). A la inversa, si (Pv Q)=Q, ent~n
ces p/\ (Pv Q)=(P/\ Q);de modo que, por Lema 2..P=(P/\ Q).

Definición 19. (1) P-7Q ,si,y sólo si.. P'vQ
(2) P# Q, si, y sólo si, (P-» Q) A (Q-7 P)
(3) P = Q, si.. y sólo si, (P 1\ Q)=P

Lema 6. (1) P ff:P
(2)¡> ~ Q A Q!: P -?> P = Q
(3)P~ QI\ Q= R ~ P.! R
(4)(a) O ~ P (b) P~ 1
(5)P~ Q~ PA R~ QA R
(6)P ~ Q -'"> p" R ~ Q y R
(7)(a) PA Q ~ P (b) P= pv Q
(8)P ~Q .. si, Y sólo si, Q' ~ P'
(9)P ~ Q .. si, y sólo si, (P~ Q)=l
(10)P=Q.. si.. y sólo si, (P~Q)"=l

PRUEBA. Obvia.

:Definición 20. J es un automorfismo de un álgebra S.-boolea-
na A. si, y sólo si, J es' una aplica,ción biyectiva
de A sobre sí misma y para cualesquiera con--
junto's P, Q de A se satisface:

(1) J(P 1\Q) =J(P) 1\J(Q)
(2) J(P ~ Q)=J(P) v J(Q)
(3) J(P' )=(J(P»'

- --
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Teorema 7. Si J es un automorfismo
(1) J(O)=O
(2) J( 1)= 1

PRUEBA. J(O)=J(P 1\P'-), por Teorema 6(9)(a). J(P 1\ P')=J(P)
A J(P'), por Definición 20( 1). J(P) 1\ J(P') =J(P) /\ (J(P»', por

Defínición 20(3). Por tanto, J(O)=O, por Teorema 6(9)(a).
La prueba de (2) discurre paralela.

Teorema 8". Si J es un automo~fismo y si P, Q é:A, entonces
(l)J(P ~Q)=J(P)~ J(Q)
(2)J(P#Q)=J(P)e;+ J(Q)
(3)P ~ Q , si, y sólo si, J(P) ~ J(Q)

PRUEBA. Obvia a partir de Definición 19.

Teorema 9. Si J es un automorfismo y si PiE A, entonces

(1)' J( '~I P i) = '~I J(P i)1 .1

(2) J( .nI P.)= .n I J(P.)
. 1 ~ 1 1~ 1

Prueba Obvia a partir de Teorema 8(3), ya que en él se es-
tablece que la propiedad se ser supremo o ínfimo se preserv¡
bajo J.

Teorema 10.
(1) J-1 es un automorfismo

(2) Jl J 2 es un autornorfismo

(donde. J-l es el 'inversot del automorfismo J;y J1 J 2 es el
'producto' de los automorfismos J1 y J2).
PRUEBA. Obvia.

Definición 21. F es un filtro de los sl.lbgrupos ,Xi, de un grupo

G de automorfismos J p si, Y sólo si,
(l)G E F

(2)K1 EF Y K2 E F, entonces K1/\ K2 E-F

(3)K1 EF Y ~ == K2, entonces K2 E;F.

------
-------- - -- --
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3. UN :MODELO BOOLEANO PARA NF

Sólo R. 3' . puede causarproblemas en el modelo booleano

que construyo.
Unas cuantas palabras previas sobre la noción vulgar de

:modelo booleano.
Se entiende por modelo booleano" p. ej:'\1l" una estructura

<V" E "=,, f> tal que

(1) V:f~

(2) ~ e = son los predicados especiales

(3) f(A) E-B Vn , donde A es un predicado n-ádico.

y B Vil es el conjunto de las imágenes de V en un

álgebra S-booleana B.

Siendo V el universo de objetos §.,12, . . . , por (3) obtenemos
una evaluación de los predicados del modelo en e¡ álgebra S-
booleana .Dicho groseramente, a cada par de elementos a y
b de V se les especifica(cosa que, desde luego, se hará de mo
do correcto una vez se h~ya completado la definición de Vlele
mentos P y Q del álgebra S-booleana ;y se hace lo mismo con
a E-12 y g=:Q :son estos elementos los denominados "valores bo
~leanos" de g E 1> y §.=!?" respectivamente. -

Denotaremos mediante l... I el valor booleano de. . .
Usa:ndo para el modelo:

(1) la misma notación ló gica de NF: ~ , . , v ,::> ,
=-, (=:10(L (ex );

(2) la notación conjuntista de Bernays-Fraenkel-
58;

(3) las letras metalingüísticas x, y, . .. para obje-
tos del modelo;

podemos introducir las evaluaciones siguientes:

I "'Xl = IXl'

IX. y I = Ixl A IYI
IX v y I = IX/v!Y I



--
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!X~Y! =Ix/~ Iyl
/X=YI = IX~/YI

J(x)l1{1= ar¿"V/'f I

J(~ x) 'i I = ~ vI ~ I

d~nde X e Y son letras ;metalingüísticas para fór:-n;l.Ulas.
Diremos que una fórmula de.NF será válida cuando su rela

tivizad.a al modelo tenga el valor bboole?-no l~y será falsa cuar.
do sti"relativizada al modelo tenga el yalor booleano O. -

Comenzamos ahora los desarrollos formales.

DEFINICION 22. Una función rank sobre un objeto del modelo"
digamos 2-~ es una función ~"denotada r. " cuyo
dominio es 9: y cuyos valores son. números
ordinales~ tal que

r(g.)=supremo {r(Q):!2 €: g 1.
~ri cuanto a /~ f!:»1 damos dos definiciones:

DEFINICION 23. Ig Epl = l>(§.), si r(§.) < r(t>L siendo .l:>(g)=1;,
si S!:Eb -,o p(g)=O-,si g();?

DEFINICION 24. l~ E pl = ~D(1])(Xé-l>. g=x/:J si r(g).2: r(~)
y no ocurre que r(§.)=r(gl=O"

(donde D denota dominio. )

DEFINICION 25. I~ = pl = 1 X¡¡D(g)Ixé- g => x ~ b/JI\ l X':'D(Q)
!Xf:Q::>Xt2-/1.

Pasamos a demostrar que R. 3r. vale en el modelo boolea-
no cuyas bases han sido puestas.

Definamos por inducción sobre ordinales ól~ t->~ ... subuni-
versos ~ "V¡6 " ... de V ;de modo que

V =~o

VI = {~'S

----
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Ve( = U{V~ : f3 < o( 1 J siendo ~ un límite or-
dinal;

VD<S V~ "si b( ~ ~

V = U 1V~: Od( ~) 1 "donde Od( ~) denota ~
es un ordinal.
- En general Vo(+! resultará de adicionar a su antecesor in-
mediato VOlfunciones S. (A partir de Definiciqn 23-24 se ob-
serva qu;e. 'clase' ~n NF es modificada. en el mode.lo. como
una. funcfón, que tiene como valores elementos del álgebra S-
1?ooieana)" 9~~ tengan al propio V()( de dominio y a un subcon--
jupto de los elementos d~l álgebra S-booleana d~ rango.

Ahora bie~, no toda función g don D(a) = V()( puede ser adi

cionada a V~ para producir Vo('H.. En eJecto, cada ~unc:i:ón a

a adicionar a Vt;(. para obtener VC(H.ha de ser tal que

(1) satisfaga la condición de extensionalidad:si
x, y E p(a), entonces a,(x) A /X=Y / ~ a(y) ;10 que permite vali-

dar facilmente. para ~H. la ley de identidad
a =b . b E C . ::> . a G c

o su variante
b E C . a=b . ::> . a E c,

de empleo frecuente en nuestra prueba;

(2) si J l ' . . . , J son automorfismos , G.es un grun -
po de los mismos y F es un filtro de subgrupos de G" entonces
a debe satisfacer la condición

(C) {J: J E G. /J(a)=a!=l1 E F .
Tal condición se .establece para eliminar una función..§: de bu~
Da ordenación en nuestro modelo, a menos que F sea un filtro
de todos los' sub grupo s de G. El motivo de establecer una con-
dición tal queda aclarado por lo dicho en la introducción.

En particular" F debe constar de todo subgrupo "digamos
K, de G tal que K incluya algún subgrupo GS que conste de to-

-- -
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dos los automorfismos que dejen fijotodo conjunto base de

un espacio topológico

X= [0,111 ,yara 1= ~i, j> :i,j ~ u.>J,

si y sólo si j E S y S ~ LV , siendo S el soporte de los conjun--

tos bases de la forma

n Bn _O ' 1
<. .

) 1 .., para n- o .

1,J ~ 1,J .

ACJaremos lo dicho y demostremos que no puede haber
funciones a tale~ de buena ordenación para nuestro modelo.

El espacio topológico del álgebra S-booleana es, según vi.-
mos:

e 1=W)( W y entonces como puntos 'Xde X tomábamos las fun

ciones x(i, j)=O ó 1,para i,jf:W y definíamoslos conjuntos -
subbases por

B~ . = tx: x(i, j)=n 11, J

para<.i, j>fI y n=O ó 1,y los conjuntos bases por

_ n nB-l.t.' '¿ N B. .
-1,J- 1,J

siendo N un entero positivo. Si g(i,j)=n y S es el soporte de

tales conjuntos bases, i,.e..
)n Bg\1, J

< i, j'>~ i, j

entonces definíamos los conjuntos base~ como productos no-
vacros de la forma anterior,siendo S finito.

Sea ahora G el conjunto de productos finitostal que cada

uno de sus factores es un automorfismo inducido en el álge-
bra S-booleana por intercambiar

Bn. con B~ k '
1,J 1,

para específicos j y k, Y para todo i y n. Entonces, para S~u),

sea GS un subgrupo de G que conste de todos los automor--
fismos que dejan B~. fijo, si y sólo si j~ S. F constará, en

tonces, de todo sUb1g}upo ,por ejemplo K, de G que incluya-

algún GS para S finito.Luego,K será un miembro de F sólo

- - - - - -
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sihay un número finito de subíndices j para los que Bf, j esté

fijo bajo todo automorfismo de K.
por la condición (C) , todo .9: a ser adic'ionadoa Ve>(para

producir ~+! ha de ser tal que GS ~ Ga ' luego debe"haber un
número finito de subíndices j para los que B~. esté fijo bajo1, J
todo automorfismo que lleve ~ sobre si misma.

Sea Finx en. el modelo el representativo de .Fin en NF. De-
nominemos w a Fin en NF ~ Y definamos un conjunto de subcon

juntos bases bj de Finx para j 6-w , tal que bj y bk estén -
intercambiados por el automorfismo inducido por intercambiar
B~. con B~ k para todo i y n.

1, J 1,
Supongamos que hay una f11Il~ión ~ de buena ordenación pa-

ra nuestro' modelo. Sabemos que

(1) GS~ Ga
(2) hay un número finito de subí.ndices j tales

qU'e j Gw y j E S;luego,

(3) hay un número infinito de subíndices j ta--
" que j l: uJ Y j ~ S,

entonces 2: bien-ordena los bj para j 6 l.() Y j i S :debe esco-
ger un primer y segundo b., digamos b. y b. . Ya queJ J1 J2

h'S y j21S, entonces hay un automorfismo en GS que inter-

cambia bj¡ con bj2 . Ahora, ya que (1), el automorfismo en cue~

tión deja ~ incambiado por la condición (C), y, como han sido

intercambiados bj1 con bj2 ~ debe escoger primero bj2

y luego bj¡ , lo que contradice nuestra selección inicial.
Denotemos mediante FX un filtro de tales características.

Sea ahora 1 una p:r:?pied~d dada, tal que <f(~' gl' ._' : ' §.n) p~ra
g., ~l' . . . 'E-n " V , sea. upa formula de NF constituida a partlr
de ~,=,.-v,. y cuantores ,.y determine un elemento del álge-

bra S-booleana , a saber /~ (§., g.l' . . . , §.n)/'

Estén ~l' . . . ,~n en V y definamos

--
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:E-(X)= / <f.(x, gl' .-. . , §.n) I
con D(a)=VD( .

Entonces R. 3'. adopta la forma

( 3 .9-)(x)(x é: a = ~(x"~l' ..., 2-n».
Debemos probar ahora que

(l) a. pertenece a Vo(+i ' al ser su dominio Vo(."
con 10 que damos cuenta de la estratificación;

(2) (x) (x E" g = ~ (x, 2-1" . . ., .9-n».

PRUEBA DE (1). Para probar que ~ EVo<-+!.hemos de demos
trar " según argumentaciones anteriores, que -

(1.1.) a es extensional;y
(1. 2.) se satisface la condición

.
1

x
~.J : .J E G. /J(a)=a/=l EF .

Prueba de (1.1.). Aceptemos como teorema, fácil de validar"
en nuestro modelo (x)(y)(x=y. J .~ (x) =- ~ (y». Denotemos
mediante ~ (x) el elemento del álgebra S-booleana determi-
nado por la satisfacción por parte de .Xde propiedades más

generales que la propia 'f .Sea 2(X)= 4>(x) y q;(x)= / ~ (x, il1"
. .., s.n)/. Enton~es, empleando el teorema mentado arriba,
~ es extensional y, por tanto, ~ es extensiQnal.

Prueba de (1. 2.). Dado el caracter de FX, sea gi EV , l=i~n.

Si Ga. = {J : .J E-G . /J(g l
.)=~

l./ =11, entonces Ga. E FX ,l~i=-1 -1
n >J E Ga ,,/J( g.)=g./=l , "y, por Definición 21 (2) , Ga {\ . . .-i 1 1 -i
n G E FX.a-n

Ahora debemos probar que G ()... n Ga ~ Ga ' de modoa. n-1 -
X X

que por Definición 21 (3), ya que Ga () . . . r. Ga ~ F , Ga ~ F.-i -n -

.Sea x'E V; entonces ya que /J(§.i) =§.i/ , dada una <f, / 'f (x, 2-1,. .
. , §.n) /~ / ~ (~, J(~l)' . . . , J(~n)) /, y por Le"ma 6(10), /) (x'2-r

-- ---- ------- -----
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..., @-n)/=/ r (x,J(gl),"" J(~n»/' Sea g(x)= / ~ (x'~l"" ,gn)/;

entonces g(x)=/ i (x, J(.9-1),. . ., J(gn)/ y, en cuanto que el inver-

SO de un automorfismo es un automorfismo (por Teorema 10(1»
-1

tenemos que ~(x)=/ ~ (J(J (x», J(~I),. . . ,J(9-n»/ y, obviamente,
-1 .

/
.

/

-1

~(x)=J / ~ (J (x),gl' . . . '~n) . Ahora bien, r (J (x),gl' . . . ,2n) /
-1 -1-1

= ~(J (x»;luego, g(x)=J(~(J (x»)=J(2-)J(J (x»=J(9-)(x),de modo

que g y J(~) son funciones idénticas.

Entonces, ya que es facilmente verificable en ~+i. la validez

de /9-=~/' /J(9-)=~/=l y Ga= {J : J ~ G. lJ(g)=~/=lt ;luego, JE G.a

y ,ya que J E G (\...n G ,entonces G () ...nG 5 G ,cona. a a. a a.-1 -n x -1 -n-
10 que tenemos demostrado que Ga G F y, por tanto, .§.G VO<'H.

PRUEBA DE (2,.).

Prueba de (2.1. ). {x)(x 6~.::> · ~ (x,~,..., ~n»'

Hemos definido arriba g(x)= /f.1( (x'~I"" '.§.n)/'siendo D(~)="'l(.

Sea x~D(~), E-(x)=~(x) Y ~ extensiona1, i. e. ~ (x) 1\ /x=b/ ~~(Q).

Ahora, sumando sobre x ,tenemos ~ D(§;)/x fE g . x=p/~ 'f (9);

luego /'QE§./!:. ~(l».

Por lo dicho arriba, g(x)= ~ (x);luego! /x (;~/ ~ ~ (x),por lo

acabado de demostrar, y /x~g/~ ~(x).Pero ~(x)=/~(X'2"l".

. .f2-n)/;luego, /x E-~/ ~ / ~ (x, 2-1' ... .f2-n)/ y, por Lema 6 (9),

/x E; f! :::> (x, §.1' . . . , §.n)/=1" y n1uHiplicando sobr.e x,

x~D(2-) /x ~ a :::> (x,gl".' '~n)/'

que es lo que había de demostrarse.

Prueba de (2.2. ). (x)(~ (x,gl' . . . , 9-n)' :::>. x E g)

-- -- -
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Seaahora ~(y)= / i (y,~r . . . , ~n) /. siendocomo antesD(!)

=VóX . Sea y E D(~) Y g extensional, i. e. .§..(y)/\ /y=x/~ ~(x). En

tonces., / '-f(y, ~l' . ·. , !tn) _. y=x / ~ .§.(x). Ya que ~,como arriba:

establecíamos, es extensional, entonces I ~(y, Er . . . , '?-n)' x=y I
~ / ~ (x'~l".. ,!tn)/;luego, I ~(x'.9-l'... '~n)/~ ~(x);luego, /~

(x, ~l' · · .,2-n)I ~ Ix f: ~I ' y, por Lema 6 (9), I !f.' (x, ~, ~ , !tn) :;)

x E ~/=1, y, multiplicando sobre x, "

xr:b(~)1 ~ (x, ~r . . · , E-n) :::> x ~ ~! I

queu es lo que había de demostrarse.

De "la conjunción de los resultados obtenidos, resulta pro.ba....

do R. 3'.
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