SOBRE LA CONSISTENCIA DE LAS 'NEW FOUNDATIONS
FOR MATHEMATICAL LOGIC!

J. Sanmartin Esplugues

INTRODUCCION. Los sistemas axioméaticos de conjuntos de
mayor uso hoy son, como se sabe, el de Zermelo-Fraenkel
(abreviado ZF) y el de von Neumann-Bernays-Godel(abrevia-
do NBG). El segundo, frente al primero, posee la ventaja de
sustituir el Esquema de Axioma de Separacién por una lista
finita de axiomas para existencia de clases;con ello, al mismo
tiempo, se establece en NBG una delimitacién clara entre lo
que puede y no puede construirse en él. Pero las laboriosas
construcciones exigidas por el Esquema de Axioma de Sepa-
racion en ZF encuentran su correspondiente en las laborio--
sas construcciones de las demostraciones del caracter de ele
mento en NBG. B

Las 'New Foundations'(abreviado NF) de W. V., O.Quine
poseen frente a ZF y NBG la ventaja evidente de evitar tales
construcciones, En NF, manteniéndose en consonancia con la
1Inea de los Principia Mathematica ,Quine se maneja , podria
mos decir, con un Axioma de Abstraccién(en su sistema, como
veremos, es una regla) del que se evita la aparicién de para-
dojas mediante la condicion de que la propiedad definitoria de
la clase en cuestién esté estratificada.

Dar una prueba de la consistencia de NF tendria un cierto
valor, como se desprende de lo arriba dicho;valor, sin duda,
acrecentado por la demostracion de Wang-50.de que, si NF es
consistente,también seri consistente el sistema de Quine ex-
puesto en Mathematical Logic, que posee frente a NBG la ven
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taja de eliminar condiciones restrictoras en cuanto a existen
cia de clases, en particular la condicion de que las var iables
que satisfagan la propiedad definitoria de clase tomen so6lo
elementos como valores.

El sistema NF de Mr.Quine se ha mostrado muy reacio
ante pruebas de su consistencia.En Rosser-Wang-50 se de--
muestra que no hay ningtn modelo standard para N¥. Esbozo
su prueba del modo que sigue:

Son teoremas en NF':

DEPim,lePFin; 2aFin, ...

0 A ,1# A . 140, 244\ . 240 . 241,
(donde Fin denota la clase de los enteros y A la clase vacia),
de modo que cada uno de estos resultados seréd verdadero en
cualquier modelo , y por tanto Fin sera representada por una
clase infinita en el modelo que consiruyamos.En NF se de--
muestra asimismo

(m)(n)(m € Fin . neFin om<nV m=n vV m> n),
de modo que la relacién £ debera imponer una cierta rela--
cidon de orden sobre el modelo de Fin, para que éste saiisfa-
ga el teorema citado en ltimo lugar. Tal modelono sera stan-
dard, si la relacidn de orden en cuestidén no es una relacidn
de buena ordenacién.Para que lo fuera, seria preciso gue el
modelo de Fin(denotémoslo Fin¥ ) pogeyera los representa-
tivos de 0,1, ... (denotémoslos 0¥ ,1% |, ..) y solamente ellos.
Supbéngase por el contrario que ano esni 0¥ ,ni ¥, ., ¥y
es un miembro de Fin¥. Puede suceder entonces que:

(1) a no sea el representativo de A .Procédase entonces
como se indica tras (2);

(2)a sea el representativo de N\ . Entonces ,¥a que es un
teorema de NF que (x)(xeFin > xf./\.)\/ (3 X)(x eFin . Vex),
(donde V denota la clase umversal) para que Fin¥ Io satisfa
ga debera haber un b en Fin® tal que el representativo de V.
en Fin¥ , digamos V¥ ,pertenezca a b. Pero se demuestra
en NF que V¢ 0,Vd1,...;luego, V¥ £o* , VE{¥ | . v por
tanto b no sera ni 0¥ ,ni 1¥ , ..., ni el representativo de /\-,
simbolizado N,

Asi se infiere la existencia en Fin¥ de un miembro, di--
gamos ¢ , que no es ni 0%, ni 1¥%,... Es més podemos pro--
bar en NF (e
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(m)(n)(m & Fin . m# /L. m#0> (3 n){m=n+1. nfA));

luego, en el modelo Fin¥* ,ya que ¢ € Fin® | c_:;f-f\'_*y c#0%  de-
beré existir un predecesor de ¢, digamos d,tal que d#0%,
_(_jflx Jiwivid Q}‘M Podemos aplicar el argumento a un prede-
cesor de este predecesor y asi sucesivamente, En consecuen
cia Fin¥ no estara bien ordenado.Luego, Fin¥ debera cons--
tar soOlo de los representativos de 0,1, ... Es mas, como
oF/ 17\, ... son teoremas en NF , el modelo que constru
yamos deber& ser un modelo para NF més el Axioma de In-
finito: V& Fin. Mediante la adicién del Axioma de Infinito a
NF puede desarrollarse una teoria de ordinales. Siendo OF
en el modelo el representativo de la clase de los ordinales

O en NF mésg el Axioma de Infinito, O¥ no podré estar bien
ordenada, ya que ello supondria validar un teorema(véase
Rosser-42) del que es derivable en NF méas el Axioma de
Infinito la paradoja de Burali-Forti . Luego, el modelo que
consiruyamos para NF no serd un modelo standard.

Con todo, creo haber demostrado que puede haber un mo-
delo booleano (Boolean valued model) para NF¥'. La ocurren---
cia en tal modelo de una funcién de buena ordenacidn viene
impedida por el filtro que manejo en su construccidn. Enton-
ces, un corolario obvio - del que me ocuparé en otro lugar -
es la refutacién del Axioma de Eleccidn, Tal vez ello impli-
que un sacrificio demasiado grande.

Paso a exponer mi prueba, aunque previamente sera inte
resante resumir de modo breve el sistema NF y algunas no
ciones sobre espacios topolbgicos y algebras booleanas, que
son la base de aquella.

I

1.EL SISTEMA DE 'NEW FOUNDATIONS' consta de un prin-
cipio:

P.1l. ((x<cy) = ((yex)> (x=9))),
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tres reglas que especifican conjuntos de férmulas a conside-
rar como teoremas iniciales:

R.LCp{yly NT{waw) [ {{wly ) (g1w)) esun
teorema; .

R.2.51 y es igual que p excepto en que ﬁ aparece en \y
como variable libre en todos los lugares en que & aparece
en g como variable libre, entonces {{« )<T > ) es un teore-
ma; '

R.3'.Si y es estratificada y no contiene x, ( 39 (y € x)
= 4 ) es un teorema;

v dos reglas que especifican conexiones de inferencia

R.4.51 ¢ y(9l(y! X )) son teoremas, X es teorema;
B.B.Si{ws N ) es un teorema, y si ¢ no es una variable
libre de  entonces (Uf > () W ) es un teorema.

De todas estas reglas interesa destacar R.3'. L.a estrati-
ficacién establecida por la teoria de los tipos de Russell se
limita expresamente a formulas dependientes de R. 3', conser
vandose en los otros casog férmulas sin estratificar. Con ello
se eliminan las consecuencias "innaturales' e 'incémodas'
de la teoria de los tipos russelliana, ante todo la de que las
¢lases universal y vacia den lugar a una serie infinita de cla-
ses universales y vaciag, el algebra booleana no se aplique a
clages en general,... ya que tal teoria obliga a que cada cla-
se tenga s6lo miembros-de un tipo.

2. ESPACIOS TOPOLOGICOS
_ NOTACION
(signo) {operacidn)

complementacién
interseccidn
unidén
implicaciéon
coimplicacidén
multiplicaciéon
suma

MJf | <> -



Consistencia de “New Foundations” 75

Definiciéon 1. X es un espacio topoldgico discreto, si, y sélo
si, X es un conjunto no-vacio de puntos(abstrag
tos) v es definida una topologia t sobre X por
una familia O de subconjuntos de X, tal que
0= §(X),

(donde §(X) denota conjunto potencia de X).

Definicidén 2. Una topologia t es definida sobre un conjunto
no-vacio de puntos abstractos X por una fami--
lia de subconjuntos O de X, si se satisfacen
los axiomas siguientes:

A1l §peO Al 2. XeO
A.2. 51 Bj¢ O y Bp¢O,entonces BynB, €0
A.3. 51 Bj,para todo i €1, pertenece a O,
2
i iel Bl-} €O

Definicién 3. B es un conjunto base de un espacio topolégico

X gi, vy 86lo si, B<X.

Definicién 4. P es un conjunto abierto si,y s6lo si,P ¢ O

Teorema 1.51 B es un conjunto base, B es un conjunto abier-
to.

PRUEBA. Por Definicién 3 , si B es un conjunto base, enton--

ces B X,y como O es &(X), entonces B ¢ O.

Teorema 2. @ es un conjunto abierto
PRUEBA. Obvia por A.1.1.

Teorema 3. X es un cpnjunto abierto
PRUEBA. Obvia por A.1 2.

Definicidn 5. P! es el complemento de P.

Definicién 6. P es cerrado, si, y sélo si, P=Q! v Q es abier-
to.
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Definicidén 7.P~ es el cierre de P, sl y s6lo si, P~ es el con-
junto de todos los puntos x tal que cada conjunto
base que contiene x contiene también un punto
de P.

Teorema 4.51 P £ X, enfonces P P~.
PRUEBA. Obvia.

Teorema 5.P es cerrado, si, v sblo si,P=P~

PRUEBA., Tenemos probado por Teorema 4 que P S P~. Falta
probar que P7< P o,por Definicién 5, P'< P-'.Por Definicion
6 y por supuesto(P es cerrado) tenemos que P! es abierto. Lue
go para todo x ¢ P!, x ¢ P~ ;de modo que xe P, B

Definicién 8. (1) Denotamos P~ por P*
(2) Denotamos P~!/~! por pit

Definicién 9. P es regular , si, vy sdlo si, p=p*

Ahora sea X=J0, 131 , I= wxw i, e, todo punto x de X
es una func_ién definida sobre I que toma valores en {0, 1% .
Formalmente x(i,j)=0 6 1,parai, jew .

Definicion 10. BII.1 . es un conjunto subbase de X si,y s6lo si

noo_ . C iy
Bi,j_ -{XcX. x(1,j)=n}
para n=0 6 1.

Y redefinimos conjunto base de X como

Definicidén 11. B es un conjunto base de X, si,y sb6lo si, B¢ X

Ng
B= | 1 B

11,7 N 1,]
siendo N un entero positivo.

Si consideramos que n=g(i, j), entonces
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Definicidén 12, E1 conjunto
14,j:<i,i> eS8y
serd denominado el soporte de un conjunto
m g(l: J) P [4 ‘
1¢i,j<N JLBi,j <L Sk '
De modo que podemos dar una nueva y definitiva definicidén pa
ra conjunto base:

Definicidén 13. B es un conjunto base, si y s6lo si,

ge U1 pei)

<i,j>eS i, 3

para S finito.

Definicién 14. R es una cota superior de un conjunto de elemen
tos,si P £ R para cada P de dicho conjunto.

Definicién 15. T es el supremo de un conjunto de elementos,
s1,y s6lo si, T es una cota superior de dicho
conjunto y es menor o igual que cualquier cota
superior del mismo.

De donde seddesprende facilmente

Definicién 16. T es el supremo de un conjunto de elementos
Pi’ iel, si,y sblo si

me 3

jel T1°

A suvez el infimo de un conjunto de elementos P, i¢1,se
definird como sigue:

Definicidn 17. M es el infimo de un conjunto de elementos Pi
paraici, siy sblo si

= n = = 1 1
M 1el Pi ( iel Pi )
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Definicidtn 18. A es un &lgebra S-hooleana , gi, v sblo si, es
un conjunto de conjuntos regulares, abiertos y
con infimo, de un espacio topoldgico no-vacio
X=40, 31 ,I=w xw ,con

(1) 0=¢
{(2) 1=X
(3) PArQR=Pn Q@
(4) Pv Q=(Pu Q)"
(5) Pr =p*
¥ se satisfacen:

Teorema 6,

(6)(a) 0'=1 (b) 17=

(7)(a) P A 0=0 (b) Pv 1=1

(8)(a) PA1=P (b) Pv 0=P
(9)(a) P AP =0 (b} Pv Pi=1

(10) P =p

(11){(a) P P=P (b)Y Pv P=P
(12)(a}(PAQ)'=P'V Q! (P)(Pv Q)'=P'A Q!
(13)(a)PAQ QAP b)) PVvQ=Q VP
(14)(a) PA (QARFPAQIAR () Pv(QV R)FHPV Q)V
(15a) PA{QVR)=(PAQ)v (PAr RJ

(B) Pv(QAR)=(Pv Q)a (Pv R)

I.as pruebas son obvias.

Temal, Pv{(PAQ)=P

PRUEBA. Pv (PAQ)=(PA 1)v (PA Q),por Teorema 6 {8){a).
(PA1)v(PAQ)S(PV P)a(lv Q),por Teorema 6(15)(b), e
=P A1, por Teorema 6(11)(b) v (7){b), e =P, por Teorema 8
(8){a).

Lema 2. PA(PvQ)=P
PRUEBA., Obvia,
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Lema 3. (PAQN)VQ=PvQ

PRUEBA., (PA Q) vQ=z(Pv Q)A(Q'v Q), por Teorema 6{15)
(b). (PvQ)n Qv Q)=(PV Q) A 1,por Teorema 6(9)(b). (Pv Q)
A 1=P v Q,por Teorema 6(8){a).

Tema 4. (PvQ)AQ=PAQ
PRUEBA. Obvia.

Lema 5. (PAQ)=P,si,y sélo si, (P vQ)=Q |
PRUEBA. Si{(PAQ)=P,entonces (P A Q)v Q=(P v Q);de modo
que por Lema 1, Q=(Pv Q). A la inversa, si (PVv Q)=Q, enton

ces Pa (Pv Q)=(Pa Q);de modo que, por Lema 2, P=(P A Q).

Definicion 19. (1) P>Q , i,y sblo si, P'vQ
(2) P=Q,si,y sblo si, (P>Q)A (Q—>P)
(3) P£ Q, i,y sblo si, (PAQ)=P

T.ema 6.(1) P< P
(2QP2QAQReEP>P=Q
(3 P2QAQs R>P<£R
(4)(a) 0 <P by P21
()P Q—= PAR2QAR
(6)P<Q—-=PVvRLEQVR
(T{a) PAQ<P (b) P£PvQ
(8)P=Q ,si,y sblo g1, Q'< P!
(9)P<£ Q ,si,y sblo si, (P->Q)=1
(10)P=Q, si, v sblo si, (P=Q)=1
PRUEBA. Obvia.

Definicién 20. J es un automorfismo de un &lgebra S-boolea-
na A-si,y sélo si, J es una aplicacién biyectiva
de A sobre si misma y para cualesquiera con--
juntos P,Q de A se satisface:

(1) J(P AQ)=J(P) A J(Q)
(2) J(P v Q)=JP) v IQ)
(3) J(P)=(J(P)}'
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Teorema 7. 31 J es un automorfismo

(1) J(0)=0

(2) J(1}=1
PRUEBA. J(0)=J(P A P'),por Teorema 6(9){(a). J(P A P'")=J(P)
A J(P"), por Definicién 20(1). J(P) A J(P)=J(P)} A (J(P))', por
Definicién 20(3). Por tanto, J(0)=0, por Teorema 6(9)(a).
La prueba de (2) discurre paralela.

Teorema 8. SiJ es un automorfismo y si P,Q € A, entonces
MJI(P-»Q)=I(P)—I(Q)
(2)J(PL=Q)=J(P)= J(Q)
(3)P £ Q@ ,si,v sblo si, J(P)<J(Q)

PRUEBA. Obvia a partir de Definicién 19.

Teorema 9. Si J es un automorfismo y si P; € A, entonces

(1) I 7 PY= 230

M - N
(2) J iel Pi} iel J(Pi)
Prueba Obvia a partir de Teorema 8(3), ya que en &l se esg-

tablece que la propiedad se ser supremo o infimo se preserv:
bajo J.

Teorema 10,
(1) J1 es un automorfismo

(2} J1 Jo es un automorfismo

(donde.J'1 es el 'inverso' del automorfismo J;y Jl Jo es el
'‘producto’ de los automorfismos J] ¥y J2).
PRUEBA.. Obvia.

Definicién 21. F es un filtro de los subgrupos-X;, de un grupo
G de automorfismos Ji, si, y sblo si,
(G EF
(2K eF vy Ky € F, entonces KlA KZ =B

(3)K.€F v KIE Kz, entonces Kqy € F.

1
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3. UN MODELO BOOLEANO PARA NI

S6lo R. 3'. puede causar problemas en el modelo booleano
que consiruyo.

Unas cuantas palabras previas sobre la nocidén vulgar de
modelo booleano.

Se entiende por modelo booleano, p. ej. ", una estructura
<V, e ,=,£> tal que

(1) vig

{(2) ¢ e = son los predicados egpeciales
viL
(3) f{A)e B ,donde A es un predicado n-adico.

v BYY es el conjunto de lag imagenes de V en un
dlgebra S-booleana B.

Siendo V el universo de objetos a,b,...,por (3) obtenemos
una evaluacidén de los predicados del modelo en el algebra S-
booleana . Dicho groseramente, a cada par de elementos a y
b de V se les especifica{cosa que, desde luego, se hara de mo
do correcto una vez se haya completado la definicién de V)’elg
mentos P y Q del Adlgebra S-booleana ;y se hace lo mismo con
a ¢b v a=b :son estos elementos los denominados ''valores bo
oleanos' de a «b y a=b,respectivamente. -

Denotaremos mediante /.../ el valor booleano de. ..
Usando para el modelo:
(1) la misma notacién 1b6gica de NF:~, ., v ,> ,
=, (o), (ot )
(2) la notacién conjuntista de Bernays-Fraenkel-
08;
(3) las letras metalingiiisticas x,y,... para obje-

tos del modelo;
podemos introducir las evaluaciones siguientes:

J~X] =[]
JX . Y[ = [X]AY]
X VY[ = %]V [Y)
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[X=>Y) = [X[~>]Y/
[X=Y[ = [Kf= Y/
[y /= 1Yo /g ]

[(Fx)g /= aXeV/‘?/

donde X e Y son letras metalinglisticas para férmulas,
Diremos que una formula de NE sera vialida cuando su rela

tivizada al modelo tenga el valor bbooleano 1,y sera falsa cuar

do su relativizada al modelo tenga el valor booleano 0. B
Comenzamos ahora los desarrollos formales.

DEFINICION 22, Una funcidén rank sobre un objeto del modelo,
digamos a, es una funcién,denotada r ,cuyo
dominio es a ¥y cuyos valores son niimeros

ordinales, tal que
r(a)=supremo {i"(‘g):lg ¢ Q’k i
En cuanto a /a eb/ damos dos definiciones:

DEFINICION 23, /aeb/ = b(a), sir(a)<r(b), siendo b(a)=1,
si aeb ,o0 b(2)=0,si a¢b.

DEFINICION 24. Jaeb/ = %D(b)/xe b. a=x/, sir(a)z r(b)
y no ocurre que r{a)=r(b)=0,
{donde D denota dominio.)
DEFINICION 25. /2 =b/ = | oy /xeasxeb/fayl)
= - xeD(a)' ™~ = xeD(b)
[xeboxeall.

Pasamos a demostrar que R. 3'. vale en el modelo boolea~

no cuyas bases han sido puestas.
Definamos por induccidén sobre ordinales «, {3), . .. subuni-

versos V, :Vg. s... de V ;de modo que
Vg
v, = {6}
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Vi © U {Vﬁ . [3 <X } , siendo x un limite or-
dinal;

v, S V{5 , sl b{f_ﬁ

V = U {Vy: Od(y) },donde Od(y ) denota Yy

es un ordinal,
" En general V,, resultara de adicionar a su antecesor in-
mediato V,, funciones g (A partir de Definicidén 23-24 se ob-
gserva que  ‘clase’ en NF es modificada en el modelo como
yna funcién , que tiene como valores elementos del dlgebra S-
booleana), que tengan al propio V,, de dominio y a un subcon--
junto de los elementos del 4lgebra S-booleana de rango.
Ahora bien, no toda funcién a don D(a) = V,, puede ser adi
cionada a V,, para producir V., ,.En efecto, cada funcién a B

a adicionar a V, para obtener V _, ha de ser tal que

(1) satisfaga la condicién de extensionalidad:si
%,y € D(a), entonces a(x) A /x=y/ £ a(y) ;lo que permite vali-
dar facilmente para \a:“i la ley de identidad

a=b . bec. > .acc

o su variante
bec. a=b.> .acc,

de empleo frecuente en nuestra prueba;

(2) si Jl’ ce e, Jn son automorfismos , G-es un gru

po de los mismos y F es un filtro de subgrupos de G, entonces
a debe satisfacer la condicidn

(C) -EJ: JeG. /Ja)=a/=11eF.

Tal condicidn se establece para eliminar una funcién a de bue
na ordenacién en nuestro modelo, a menog que ¥ sea un filtro
de todos los subgrupos de G.El motivo de establecer una con-
dicién tal queda aclarado por lo dicho en la introdueccitdn.

En particular, I debe constar de todo subgrupo , digamos
¥, de G tal que K incluya algin subgrupo Gg que conste de to-
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dos los automorfismos que dejen fijo todo conjunto base de
un espacio topologico

x=10, 1%I ,para I=Ki, j> i, jew i,
siysblosij€SySsew,siendo S el soporte de los conjun--

tos bases de la forma

il
<1, el Bi, j
Aclaremos lo dicho y demostremos que no puede haber
funciones a tales de buena ordenacidén para nuestro modelo.
E1l espacio topologico del algebra S-booleana es, segin vi-

mos: I
x=40,1}

e I=wxw y entonces como puntos x de X toméabamos las fun_
ciones x(1,j)=0 0 1, para i, jew vy definfamos los conjuntos
subbases por 0

Bi,j :{x: X(1,3)=n}
para<i,j>¢l yn=0 61,y los conjuntos bases por

n
= B
B lei, &N 1,]

,paran=0 6 1,

siendo N un entero positivo .Si g{i,j)=n y S es el soporte de
tales conjuntos bases,i,e.
Bg(l; i)
<1, v 1]

entonces definiamos los conjuntos bases como productos no-
vacios de la forma anterior, siendo S finito.

Sea ahora G el conjunto de productos finitos tal que cada
uno de sus factores es un automorfismo inducido en el alge-
bra S-booleana por intercambiar

BR B
i con ik

para especificos j y k, y para todo i y n. Entonces, para S£uw,
sea G, un subgrupo de G que conste de todos los automor--
fismos que dejan BY . fijo ,siy sélo si j&S.F constard ,en
tonces, de todo subgr'upo ,por ejemplo K, de G que incluya_
algtn GS para S finito. Luego,K sera un miembro de F soélo
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n

. egté
i,]

si hay un nimero finito de subindices j para los que B

fijo bajo todo automorfismo de K.
Por la condicién {C) ,todo a a aer adicionado a V, para
producir V, , ha de ser tal que GSE Ga ,luego debe haber un

namero finito de subindices j para los que B]i'l j esté fijo bajo

E
todo automorfismo que lleve a sobre si misma.,
Sea Fin* en.el modelo el representativo de Fin en NF, De-
nominemos w a Fin en NF , vy definamog un conjunto de subcon

juntos bases by de Fin¥ para jew ,tal que b; y by estén

intercambiados por el automorfismo inducido por intercambiar
BA ., con BRIt para todo i y n.
i, i, k

Supongamos que hay una funcién a de buena ordenacidén pa-
ra nuestro modelo, Sabémos que

(1) GS =3 Ga

{2} hay un nimero finito de subindices j tales
que jeéw ¥ ] € S;luego,

(3) hay un niimero infinito de subindices j ta--
que jew y j€8,

entonces a bien-ordena los bj para jew ¥y j& S :debe esco-

ger un primer y segundo bj , digamos bjl ¥y bj2 . Ya que

i19S v 3248, entonces hay un automorfismo en Gg que inter-

cambia bjl con bjz . Ahora,ya que (1), el automorfismo en cues

titbn deja a incambiado por la condicién (C), y, como han sido
intercambiados bjj con bjz a debe escoger primero bjz

v luego bJ—l , 10 que contradice nuestra seleccibn inicial,

Denctemos mediante Fx un filtro de tales caracteristicas.
Sea ahora ¢ una propiedad dada, tal que «(a, a2 ) para
8,2, -.-,8 ¢ V , sea'una férmula de NF constituida’ a partir

de €,=, ~,. ycuantores ,y determine un elemento del alge-
bra S-booleana , a saber /kg(?-_l, Q«l, Ce ,gn)/.

Estén ay,...,a, en V y definamos

-1
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alx)=/ ¢(x,2,, ... ,gn)/

con D(a)=V,, .
Entonces R. 3'. adopta la forma
(Fa)x)xea=wlxa,....a)).
Debemos probar ahora que

(1) & pertenece a V., ,al ser su dominio Vi,
con lo que damos cuenta de la estratificacidn:
(2) K(xea=g(xa,....2 ).

PRUEBA DE (1). Para probar gue a ¢V, , hemos de demos
trar , seglin argumentaciones anteriores, que -
(1.1.) a es extensional;y
(1.2.) se satisface la condicidn

JT:T€G. [I(a)=a/=1]eF"

Prueba de (1.1.). Aceptemos como teorema, facil de validar,
en nuestro modelo (¥)(y){x=y.>.< (x)= « (y)). Denotemos
mediante @ (x) el elemento del 4lgebra S-booleana determi-
nado por la satisfaccién por parte de x de propiedades méis
generales que la propia ¢ .Sea a(x)= $ (x) v P(x)=/ <% (x, 2,
e &
s _an)/. Entonces, empleando el teorema mentado arriba,
$ es extensional v, por tanto, a es extensional.

Prueba de (1. 2.). Dado el caracter de FK, sea gieV ,141%n,

SiG, ={7:Je€G . [J(a)=a./ =1}, entonces G, € F"  1¢i<
h=s} 1 1 _8_.1
n,JeG, . JJ( gi)=_e_1.l/=1 , ¥, por Definicién 21 (2) , G, O ...
i <5,

e
NG, oe FO
“n
Ahora debemos probar que G, n ... QN C:an c G, ,de modo
-1
;1
que por Definicién 21 (3), yaque G, n...nG&, € F,G e F

.Sea x-€ V;entonces ya que /J(gi)=§i/ ,dada una @, [« (x, ap, - -

) ,gn)/@ f(.j‘i (a, J(E_Ll), e J(gn))/, v por Lema 6(10), /“5’ (x,2,,



Consistencia de “New Foundations” 87

,gn)/z/tf(x,J(gl),...,J(g ))/. Sea a(x)= [« (x, a ...,gn)/;
entonces a(x)=/ ¢ (x, J(gl), Ce J(a )/ y,en cuanto que el inver-
go de un automorfismo es un automorfismo (por Teorema 10(1))
tenemos que a(x /Lg' 1 (x)}, 3(.31): C e J(gn))/ y, obviamente,

. -1
)=T /< ( (J~ (x SRR .,_e_tn)/. Ahora bien, /t.f’(J (x),_z_a.l, coo,a )/

: a(J'I(X));luego, é(X)=J(§(LI_1(X)))=J(§)J(J—1(X))=J(§»)(X), de modo

que 2 Y J(a) son funciones idénticas.

Entonces, ya que es facilmente verificable en V, , la validez
de /a=a/. [I(@)7a/=L y G ={J : Je G . [I(a)=a/=1};luego, J€ G
y.,yaqueJ€G_ n...nN G , entonces Graf\ . ﬂG < G ,Icon

a
“n &n =
lo que tenemos demostrado gue G o y,por tanto, a € V_,,.

PRUEBA DE (2.).

Prueba de (2.1.). {x}{xea.> - < (x, a5 ))

Hemos definido arriba a(x)= /Lf (x, ap - / siendo D(a)=Y, .

Sea xeD{(a), a(x)= t?( X}y y « extensional, i. e. L?( A [x=b/] < ¢ (b).

Abhora , sumando sobre x ,tenemos = /x €a . x=b/< ¢ (b
xeD(a

luego /b ez/2 glb),

Por lo dicho arriba, a(x)= \?(x);luego_, /x¢eaf< @ (x}, por lo
acabado de demostrar , y /x e a/< a(x).Pero _a(x):/cf(x,gl, ..
. ,gn)/;luego, [xeal s /LS? (x,gl, - ,gn)/ v,por Lema 6 (9),
[xea o (x, R g.n)/=l , ¥y mulfiplicando sobre x,

3 ;a )/,

x € D(a) [xea = (x,z_:tl,... a

que es lo que habia de demostrarse.

Prueba de (2.2.). L?(X al,...,g) D. X€a)
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Sea ahora g(y)=/ % (y, aps e g.n)/, siendo como antes D(a)

=V, .SeayeD(a) vy a extensional,i.e. aly)~ [y=x/< a(x). En

tonces, / \{(y,gl, e ,gn)_. y=x /< a{x).Ya que ¢,como arriba

estableciamos, es extensional, entonces / ¢ (y,gl, .. ,gn)‘ X=y/
£ /¢ (xa,...02 ) /iluego, [g(x,a,....2 /% alx)luego, /g
. ,gln)/_# /xea/ ,y,por Lema 6 (9), /“f (x, a)s s ,g,n) >

(XJ §'l: -t

x € a/=], y, multiplicando sobre x,

-
XéD(g)/ Lf(x’gl’ .. .,gn) o x€ af,

quea es lo que habia de demostrarse.

De la conjuncidén de los resultados obtenidos, resulta proba~

do R. 3",
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