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Sobre el estatus de la nocién de derivada:
De la epistemologia de Joseph Louis Lagrange,
al disefio de una situacion didactica

Ricardo Cantoral Uriza'
Huge Mirén Shac’

RESUMEN

Este estudio trata de un an4lisis de los efectos que la incorporacién de la tecnologia avanzada
produce en el campo de la enseflanza de la teoria elemental del analisis matematico.
Especificamente, el caso de las relaciones entre f y 7, es decir entre una funcién y su derivada
0 la funcién y sus primitivas. Utilizamos para ello, un disefo experimental que incorpora
intencional y sistematicamente a las calculadoras con capacidad grafica. Lejos de suponer como
un a priori teérico, que tal incorporacion tendria ventajas didacticas considerables, nos
planteamos como pregunta de investigacién el examen de la naturaleza del aprendizaje en ese
ambiente tecnolégico. En tal sentido, ¢l estudio que ahora reportamos, permite asumir una
postura racional y critica frente a la existencia de recursos tecnolégicos disefiados con fings de
ensefanza.

ABSTRACT

This study is about an analysis of the effects that the incorporation of cutting-edge technology
produces in the teaching field of the elementary theory of mathematical analysis. Specifically,
the case of the relations between fand /°, i.e. between a function and its derivative or the
function and its primitives. For this, we use an experimental design which intentionally and
systematically incorporates the calculators with graphical capacity. Far from assuming as a
theoretical priori that such incorporation would have significant educational advantages, we
approach the examination of the learning nature as an investigation matter in that technological
area. In such sense, the study we are reporting now, allows to take a rational and critical

attitude towards the existence of technological resources designed with teaching purposes
RESUME

Cet étude fait allusion & I’analyse des effets que produit I’incorporation de la haute technologie
produite dans le domaine de I’enseignement de la théorie élémentaire de I’analyse mathématique.
Spécifiquement, le cas des relations entre fet /° , c’est 4 dire, une fonction et sa derivée ou la
fonction et ses primtives. Nous utilisons a cet effet une conception expérimentale, qui intégre
de fagon intentionnelle et systématique les calculatrices a capacité graphique. Loin de supposer
comme un “a priori” théorique que telle incorporation aurait des avantages didactiques
considérables , on se pose alors la question de recherche I’examen de la nature de |'apprentisage
dans ce cadre technologique. Dans ce sens, ’étude qui est maintenant introduit, nous permet
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d’aquérir une attitude rationelle et critique face a I'éxistence des resources fechnologiques
dessinées en vue de I’enseignement.

RESUMO

Este estudo é uma analise dos efeitos que a tecnologia avangada produz no campo do ensino da
teoria elemental da analise matematica. Especificamente, o caso das relagdes entre fe £, ou
seja, entre uma fun¢fio e a sua derivada ou a fungo e as suas primitivas. Para asua execuVio,
usamos um desenho experimental que intencional e sistematicamente incorpora capacidade
grafica as calculadoras. Longe de supor como um a priori tedrico o fato de que tal incorporagéo
teria vantagens didaticas consideraveis, a nossa pregunta de investigag3o ¢ o exame da natureza
da aprendizagem nesse ambiente tecnoldgico. Nesse sentido, 0 estudo que reportamos permite
assumir uma postura racional e critica frente 4 existéncia de recursos tecnoldgicos desenhados

com a finalidade de ensinar.

ANTECEDENTES

Es sabido que las calculadoras hicieron su
aparicidn hacia la década de los 70’s,
inicialmente con un fuerte sentido pragmatico
tendiente a minimizar los tiempos, quiza
también los esfuerzos, de operacién y liberar
en consecuencia a los operarios y técnicos de
la industria, el comercio y la administracion
de tareas consideradas engorrosas. Estos
primeros disefios tecnol6gicos permitian
solamente la realizacién de operaciones
aritméticas basicas y el empleo de numeros con
una cantidad de digitos limitada casi a la usanza
del intercambio monetario.

Este proceso se extendié rapidamente hacia la
escuela y en muy poco tiempo, las calculadoras
originalmente disefiadas para otros fines fueron
considerablemente absorbidas por un
novedoso mercado emergente: las escuelas y
las universidades. Ello obligé a los productores
a reconsiderar sus disefios, a elaborar nuevos
dispositivos con caracteristicas tecnoldgicas
adecuadas al aula, atendiendo simultaneamente
las exigencias del profesor y de sus alumnos.
En los aflos ochenta aparecen las calculadoras
con capacidad grafica, o también llamadas

supercalculadoras, las cuales contaban con una
forma de escritura bastante cercana a la que
emplea un estudiante en sus cuadernos
escolares y una pantalla que simula una
pequefia hoja de papel o una porcidn de
pizarrén.

Es en este escenano que surgen y se desarrollan
una serie de investigaciones tendientes a
esclarecer el dilema del efecto en la formacién
de los alumnos cuando se dispone de
dispositivos tecniolégicos. Diversas cuestiones
fueron planteadas en un amplio y enriquecedor
debate, citemos como ejemplo cuestionamien-
tos como los siguientes: jE]l uso de las
calculadoras amenaza el desarrollo de las
habilidades basicas de nuestros alumnos? ; El
uso de las calculadoras favorece el desarrollo
mental de los alumnos? Como era de esperarse,
este debate reavivd antiguos escenarios
ideoldgicos que proporcionaban respuestas
parciales, diversas y contradictorias entre si.

En nuestra opinién, dicha polémica ha ido
perdiendo, paulatinamente, el matiz ideologico
que le caracterizd en sus inicios. Se perfilaron,
por ejemplo, aproximaciones que expresaban
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la necesidad de la exploraciéon de las
supercalculadoras con fines especificos de
investigacion. Aunque cabe seflalar que dichas
investigaciones se limitaron a sustentar sus
andlisis sobre enfoques cuantitativos basados
en la estadistica inferencial. Estos enfoques
intentaban establecer condiciones de
comparacion entre los resultados derivados
del estudio que los efectos de un cierto disefio
tendrian sobre un grupo experimental y otro
de control.

En estos experimentos los resultados solian
calificarse con la frase: “efectos de las
calculadoras en el salén de clases”. Estos
acercamientos han cambiado paulatinamente
y s¢ han deslizado hasta desarrollar diversas
aproximaciones cualilativas, en las que el
centro del estudio no suele limitarse a la
comparacién entre los desempefios de grupos
o alumnos, sino a un cierto andlisis con
detenimiento de las circunstancias en las que
ocurre, como por ejemplo en un estudio de
€asos.

Como pedremos notar en las dos siguientes
opiniones respecto del uso y de los efectos
de las calculadoras entre los alumnos en una
situacion de enseflanza, estas son tan variadas

como excluyentes:

e Segin (Dagher, 1994) aunque los
estudiantes puedan usar regularmente
las calculadoras con capacidad grafica
en su trabajo matematico, ¢lio no es
suficiente para garantizar la
construccion de las articulaciones de
los registros deseados. Pues aunque
las calculadoras puedan quedar
dentro del dominio privado de los
alumnos, generalmente esto no es
considerado como trabajo que sea
tomado bajo el control del profesor.

® (Contrario a la cita anterior, en
(Ruthven, 1992) se seflala que
idealmente una herramienta cognitiva
no s6lo sera suficiente para eslablecer
modos de pensar sino que también
sera capaz de apoyar el desarrollo
cognitivo y el cambio por parte del
usuario. Pues una de las principales
virtudes de la introduccion de la
calculadora al seno de una clase es
que la responsabilidad es devuelta a
los estudiantes para que ellos
desempefien una parte mas activa
desarrollando y evaluando ideas
matematicas.

En esta investigacién hemos procurado no
apoyarnos en tales visiones antagdnicas, sino
mas bien, en nuestra propia aproximacion
teérica dado que estamos interesados en tener
un mejor control del efecto de nuestros disefios
didacticos en los aprendizajes de los alumnos;
sean o no concebidos con la intervencion de
las calculadoras con capacidad gréfica. Por esa
razon es que optamos por diseflar una micro
ingenietia didactica con la intencion de estudiar
la naturaleza del aprendizaje al que, en el marco
de un cierto disefio, es posible aspirar en el
campo de relaciones que se establecen entre
una funcién y su derivada, o una funcion y sus
primitivas, al seno de un sistema educativo
especifico.

NOTAS SOBRE UN PARADIGMA:
PENSAMIENTO MATEMATICO
AVANZADO

Unarevision documental de las investigaciones
sobre pensamienio malemdiico avanzado,
exhibe la existencia de una gran cantidad de
estudios que muestran las profundas
dificultades de aprendizaje de parte de los
alumnos cuando se quiere que ideas del analisis
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matemadtico sean adquiridas en una primera
ensefianza (Artigue, 1998). Este vertiginoso
crecimiento en la investigacién contemporanea
ha sido posible, en nuestra opinion, gracias a
dos factores principales; el primero, debido al
creciente interés de los matematicos
profesionales en los asuntos de la ensefjanza y
del aprendizaje, y el segundo, a causa de la
estabilidad y madurez que han alcanzado
comunidades de investigacion que se organizan
en torno de grupos académicos con paradigma
propio, como es el caso del grupo internacional
de Psychology of Mathematics Education
(PME) o de la comunidad de investigadores
del Comité Latinoamericano de Matematica
Educativa (Clame). Este doble proceso de
desarrollo que se nutre, por una parte, de la
reflexion matematica al seno de lo didactico y
de apoyar, por otra, la explicacién didactica
con base en la construccién del conocimiento,
ha sido en nuestra opinién, una de las
principales y mas recientes contribuciones de
nuestra disciplina: La Matematica Educativa.

Como lo reportan las diversas revisiones que
se han escrito recientemente, los estudios que
tratan sobre la did4ctica del andlisis, se apoyan
en distintas metaforas del aprendizaje que
conservan, en algun sentido, elementos
comunes como la persistencia de su tesis
central que proviene de la epistemologia
genética y que es relativa al desarrotlo del
pensamiento, tesis que aunque no analizaremos
en este escrito, no queremos dejar de sefialar
que se encuentra en la base de sus
explicaciones. Sélo apuntamos el hecho de que
esas investigaciones se han centrado en
problemdticas que se ocupan de matemadtica
relevante en la ensefianza superior, asumiendo
que la matemdtica interviene en ese nivel casi
exclusivamente como disciplina principal de
enseftanza olvidando un hecho fundamental
que caracteriza al sistema didactico de la
educacion superior, también y quiz con mayor
fuerza, la matematica escolar esta al servicio

de otros dominios cientificos y de otras
practicas de referencia, de donde a su vez
adquiere sentido y significacién.

Como se puede advertir, el desarrollo de
habilidades y destrezas entre los estudiantes
precisa de procesos temporalmente prolonga-
dos a juzgar por los tiempos didacticos
habituales. Supone, por ejemplo, del dominio
de J]a matematica bésica y de los procesos del
pensamiento asociados, pero exige simultanea-
mente de diversas rupturas con estilos del
pensamiento prevariacional, como el caso del
pensamiento algebraico ampliamente docu-
mentado. Esa ruptura ademas, y esto es un
punto de partida de nuestra linea de
investigacion, no puede ser sostenida exclusi-
vamente al seno de lo educativo con base en
un nuevo paradigma de rigor que se induce
simplemente de la construccidn de los nimeros
reales como base de la aritmetizacion del
analisis, ni tampoco puede basarse solo en la
idea de aproximacion; sino que debe ayudar
también a la matematizacién de la prediccion
de los fendmenos de cambio.

Para acceder al estilo de pensamiento que se
precisa en analisis matematico se requiere entre
otras cosas, del manejo de un universo de
formas graficas extenso y rico en significados
por parte del que aprende. El conocimiento
elemental de larecta y la parabola no resultan
suficientes para desarrollar las competencias
esperadas en los cursos de analisis. Desde el
punto de vista del sistema de ensefanza,
tradicionalmente el curso que antecede al
andlisis es un repertorio de procedimientos y
algoritmos provenientes esencialmente del
algebra y de la geometria analitica, tocando
con mayor o menor énfasis el estudio de
funcién, habitualmente sobre la definic{én de
Dirichlet-Bourbaki. La enseflanza tiende a
sobrevalorar los procedimientos analfticos y
la algoritmizacién, dejando de lado a los




Sobre el estatus de la nocion de derivada: De la epistemologia de Joseph Louis lagrange al disefo.

argumentos visuales, por no considerarios
como matematicos, entre otras causas.

SOCIOEPISTEMOLOGIA DEL
PROBLEMA

En la perspectiva de la construccién social
del conocimiento, diremos que la naturaleza
del concepto de funcién es en extremo
compleja, su desarrollo se ha hecho casia la
par del humano, es decir, encontramos
vestigios del uso de correspondencias en la
antigliedad, y actualmente se debate sobre la
vigencia, en el dmbito de las matematicas, del
paradigma de la funcién como un objeto
analitico. Empero, €l concepto de funcién
devino protagonico hasta que se le concibe
como una formula, es decir hasta que logro
la integracién de dos dominios de represen-

tacion: el dlgebra y la geometria. La comple-
jidad del concepto de funcién se refleja en las
diversas concepciones y diversas representa-
ciones con las que se enfrentan los estudiantes
y profesores. Una lista exhaustiva de
obstéculos epistemoldgicos del concepto de
funcion se encuentra en (Sierpinska, 1992).

Desde el punto de vista de las funciones
cognitivas, los objetos inmersos en el campo
conceptual del analisis son particularmente
complejos a este nivel pues, como en el caso
que nos ocupa, la presentacion habitual de la
nocién de funcién se presenta como un
procedimiento que se aplica a unos ciertos
objetos llamados numeros; este mismo con-
cepto, el de funcién, deviene en objeto al ser
operado bajo otro proceso como la
diferenciacién 6 la integracién y as{ se sigue
hasta nociones aun mas avanzadas. De modo
que al iniciar un curso de andlisis el estudiante
debe concebir a la funcidén como un objeto,
una deificacion y por ende estara sujeto a las
operaciones que otro procedimiento haga con
él. De otro modo, ;qué significa operar un
proceso?

En nuestras experiencias con profesores en
servicio en la educacion media y superior y
con sus estudiantes hemos constatado que en
caso de que logren incorporar clementos
visuales como parte de su actividad matematica
al enfrentar problemas, entonces manejan a la
funeién no sélo como objeto sino que ademds
pueden transitar entre los contextos algebraico,
geométrico, numeérico, icénico y verbal con
cierta versatilidad, en otras palabras, en caso
de tener un dominio del contexto geométrico/
visual tanto en la algoritmia, la intuicién, asi
como en la argumentacion serd posible el
transito entre las diversas representaciones. El
problema didactico en consecuencia, ¢striba
fundamentalmente en la dificultad cognitiva
para adquirir maestria en el contexto
geométrico, por ejemplo, en el plano de la
argumentacion es mucho mas facil mostrar la
existencia de una raiz doble algebraicamente
que geométricamente, razén por lo que en la
ensefianza se acude al refugio algoritmico con
facilidad.

Una de las hipotesis centrales entonces,
después de un anélisis socioepistemolégico a
profundidad como el que se desarrolla en
(Farfén, 1997) consiste en asumir que previo
al estudio del andlisis se precisa de la
adquisicién de un lenguaje grifico que
posibilite, esencialmente, la transferencia de
campos conceptuales virtualmente ajenos, a
causa de las ensefianzas tradicionales,
estableciendo un isomorfismo operativo entre
el dlgebra basica y el estudio de curvas, mejor
ain, entre el lenguaje algebraico y el lenguaje
gréfico,

Esta revisién detatlada de la literatura
contemporanea nos permite reconocer que han
sido explicadas, bajo diversos marcos tedricos,
una gran cantidad de dislexias escolares. Una
de ellas, sefiala que la enseflanza habitual del
andlisis matemadtico logra que los estudiantes
deriven, integren, calculen limites elementales
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deriven, integren, calculen limites elementales
sin que sean capaces de asignar un sentido més
ampiio a las nociones involucradas en su
comprension. De mode que aun siendo
capaces de derivar una funcién, no puedan
reconocer en un cierto problema la necesidad
de una derivacion. Asi también, pueden
encontrar una derivada sin asumir que el
resultado obtenido mediante la derivacion sea
a su vez una nueva funcién susceptible de
derivacién. De medo que podemos encontrar
entre los estudiantes consideraciones como las
siguientes:

- 8i f(2)=0, entonces [ (2)=0, pues f
en 2 es constante. O bien, si f(x) = x’,
entonces [ (x) =2x, f(x)=2 y por
dltimo, f''(x)=0, pues “no existe” una
cuarta derivada

- SI dv/dx? = x' + 1 entonces

gz:i x?+1
dx

Por lo que respecta a la derivada, diremos que
¢sta se introduce en c¢lase como una medida
de la inclinacion de la recta tangente a una
curva. Es decir, el concepto de derivada se
presenta mediante una explicacién que utiliza
a ta pendiente de la recta tangente ante los
estudiantes de entre 16 y 18 afios de edad.
Ello presupone que la nocion de pendiente,
que fue introducida a los estudiantes de entre
12 y 14 afios de edad, haya adquirido una
cierta estabilidad funcional.

Una vez definida la derivada como la
operacionalizacion de la estrategia visual an-
terior, se suele iniciar su fratamiento mas bien
algoritmico y tedrico que consiste en ensefiar
a derivar diversas funciones y a demostrar
algunos teoremas. Una pregunta que interesa
anuestra investigacion consiste en cuestionar
sobre las razones que hacen que una
definicién, por ejemplo que la derivada se

puede interpretar como la recta tangente a la
curva en un punto, se estabilice entre profesores
y estudiantes con el paso del tiempo y se tome
en creencia colectiva. A qué se debe que unas
ideas, como la de D’ Alambert (1a tangente es
el limite de las secantes) dominen el discurso
educativo, se desarrollen y enriquezcan
mientras que otras como la de L'Hopital (la
tangente es la prolongacién del tado de una
cierta poligonal) se debiliten y mueran.

Al respecto investigaciones recientes (Garcia,
1998) reportan la existencia de robustas
dificultades entre los estudiantes de diferentes
edades para tratar con cuestiones que exigen
algun tipo de estrategia variacional. En algunos
¢asos, se¢ ha encontrado que los estudiantes de
ingenieria siguen, como aquellos reportados en
la educacion bdsica, sin asumir plenamente al
objeto “pendiente de una recta” como una
entidad, una totalidad que describe una
propiedad de las rectas. En consecuencia la
nocion de derivada, cuyo tratamiento escolar
se apoya en aquella de pendiente deviene fragil
entre los estudiantes.

Dado pues que ia presentacion habitual de la
derivada se apoya en la concepcion de que la
tangente es el resultado de un proceso al limite
de una familia de rectas secantes, y que ello ha
sido localizado como una gran dificultad
did4ctica (Dolores, 1989), debido a que los
estudiantes conservan la idea de tangente que
proporciona la matematica griega de la
antiglledad clasica. Esta concepcion asume que
larecta es (toda ella) tangente aunacurvasila
teca, pero no la corta. Esta caracterizacién
funciona adecuadamente para las cénicas, pero
no para curvas como las clbicas o muchas otras
mds. Esta concepcion deviene obstaculo
cuando se quiere tratar a la condicidn de
tangencia localmente, asi como la necesidad
de mirar a la tangente dinamicamente y no
estaticamente como en la geometria griega.
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Nuestro acercamiento didactico utiliza,
aunque sea solo parcialmente, la concepcion
griega de recta tangente para favorecer la
significacion del concepto de derivada en el
sentido de Lagrange y no en el sentido de
Cauchy. Este cambio de perspectiva lo
aconsejé un analisis a profundidad de
naturaleza socioepistemoldgica, que puede
consultarse en (Cantoral, 1990). Diremos en
forma sucinta que por cuanto toca
exclusivamente al aspecto formal, mientras
que la derivada en el sentido de Cauchy es
entendida como el limite del cociente incre-
mental, la derivada lagrangiana es, en cambio,
entendida como el coeficiente lineal del
desarrollo en serie de potencias de una funcién
entorno de un punto dado.

Esta doble apariencia de un objeto
matematico, no debe entenderse como una
forma de escribir de dos maneras distintas una
misma idea matematica, como con frecuencia
suelen creer los autores de manuales
escolares. Sino por el contrario, como la
expresién de epistemologfas radicalmente
distintas que pueden dotar a los objetos
matematicos, incluso, de significaciones
diversas: El uso hace al objeto. Un andlisis en
detalle puede consultarse en {Cantoral, 1995).

Desarrollando a fentorno del punto x con un
incremento A, obtenemos:

S(x + k) = a(x) + b(x)h + c(x)n?2f +...

si escribimos los coeficientes en términos de
las derivadas de f, tendremos,

S+ h) =fx)+ [+ fOR2!

Si ahora desarrollamos esta serie en torno del
numero x = a, tendremos

JOy=flay+ fa)x-a) + (@) (x-ayi2! +..

Ahora bien, si desarrollamos a la funcién fen
totno de un valor numérico particular, por
ejemplo en el cero, tendremos:

S(x) = f(0) + £(0) + f(0) x¥2! +...

De manera que una forma de encontrar la
derivada de una funcién en un punto, consiste
en desarrollarla en serie de potencias en torno
del punto en cuestidn. Veamos mediante un
ejemplo cdmo es que operan estas ideas.
Consideremos la funcién dada por la expresion
fixy=x, de la cual se quiere conocer la derivada
en x. Si seguimos la estrategia de Cauchy
tendremos:

Wy = [ J XA - S(x)
f(x)—},lﬂ-——h-——
“lim(1+h)3-x’ _
" ko h B
i X +3°h+3xh + B - X'
T h

= ling(h'z +3xh+ A =3x°

Si seguimos en cambio la estrategia de
Lagrange, tendremos que: f (x + A)=(x + h)’
=x*+ 3x’h + 3xk? + K, asi que la derivada de
Sesel coeficiente de A en la expansién anterior,
es decir, 3x%.

Esta segunda presentacion, fue usada con
frecuencia en labase del disefio de la secuencia
diddctica que ahora reportamos, iniciando
siempre con una exploracién de la nocion de
tangente en el sentido de la geometria griega.
Consideramos que este enfoque permite una
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cierta naturalidad entre los razonamientos de
los estudiantes y daba, a la vez, una forma de
control que se apoyaba en el digebra y la
geometria analitica en vez de sostenerse en
procesos infinitos y situaciones limites.

Derivada de Cauchy
limite de un cociente

di@) _ . Sx)-1(a)
dx

I—a x-a

Derivada de Lagrange
coeficiente de un desarrollo

fx)=flaytf(a)x-a)+ £ (a)x - a)/2! +...

Cabe aclarar que el acercamiento elegido para
el diseflo de la secuencia, usaria la idea de
tangente como una particular forma del
contacto entre una recta y una curva. Este
enfoque de la derivada es claramente diferente
de la presentacién habitual, en tanto que esta
pone a la tangente como el resultado de un
particular proceso al limite. De modo que en
la presentacion usual, la explicacion de la
naturaleza de la tangente descansa mas bien
en el proceso de obtencion que en la propia
propiedad de tangencia. Esto es, la tangente
es el resultado del proceso.

ALGUNOS ANTECEDENTES DEL
DISENO DIDACTICO

Como seflalamos anteriormente, en el disefio
de la secuencia didactica se plantea incorporar,
en la ingenieria diddctica, cuatro componentes
decisivos, las habituales componentes
epistemoldgica, cognitiva, y didactica, e
incorporamos una componente mas, la
socioldgica. Esta incorporacién, no sélo
agrega una mirada mas de la dimension
humana, sino que modifica sustancialmente la
concepcion de las otras tres. En este escrito,
no desarrollaremos esta aportacién

metodologica desde un punto de vista tedrico.
Se trata pues de dotar al concepto de derivada
de un campo de problemas y de situaciones en
donde su significacién provenga de los
hallazgos logrados en la socioepistemologia y
en esa medida, la intervencién del recurso
tecnologico estard siempre supeditado al
conjunto solidario de relaciones entre las
cuatro componentes.

Respecto de la componente epistemolégica,
diremos que los resultados preliminares de
nuestros estudios sefialaban la plausibilidad de
cambiar el status de la nocion de derivada al
seno del cuerpotedrico, si le acompafiabamos
de una reconstruccién racional apoyada en un
paradigma distinto al que domina en la
ensefianza contemporanea. Esto se lograria,
abandonando el paradigma cauchiano que
consiste en asumir a los objetos matematicos
centrales del calculo, la derivada y la integral,
como el resultado de una operacién de limite
aplicada a una cierta clase de funciones.

Por cuanto toca a la componente cognitiva,
los estudios realizados sobre concepciones y
construcciones mentales, sefiala la
imposibilidad, en tiempos escolares, de lograr
la interiorizacion de la nocién de derivada y
de su «encapsulacién» como objeto
matematico.

En relacidn con la componente didactica
hablamos visto que la introduccidn de la nocién
de derivada se apoya en una explicacion que
deviene fragil al juzgar los resultados
reportados sobre la nocidn de pendiente y del
limite de las secantes. Este consenso sobre un
objeto matemdtico imposibilita la exploracion
esponténea de los fendmenos didacticos que
de él emergen y manifiesta claramente la
necesidad de realizar estudios robustos de
ingenierfa didactica.



Finalmente, desde el punto de vista de la
sociologia, la razén de ser de la nocidn de
derivada no reposa en su estructura tedrica
habitual, sino en la posibilidad de movilizarle
y en esa medida significarle y resignificarle
progresivamente, en contextos que requieran
de la prediccion de fendmenos de cambio. En
las précticas humanas, en las disciplinas de
referencia, la derivada no se entiende
exclusivamente como el limite del cociente
incremental, sino como una forma de estudiar
la evolucion de un proceso de cambio, de
crecimiento o de decrecimiento. Esta tesis ha
sido parcialmente expuesta en diversos
trabajos de investigacion, citamos por ejemplo
{Azcarate, 1990 y Cantoral & Farfan, 1998).

Estos elementos, aunque sélo hayan sido
descritos escasamente en este escrito,
constituyeron la plataforma preliminar sobre
la que se elabord el disefio de la ingenieria.

DISENO DE LA SECUENCIA
DIDACTICA

Durante tres afios escolares (95-96, 96-97, 97-
98) elegimos tres grupos de estudiantes, uno
por afio, del bachillerato universitario. La edad
usual de los alumnos oscilaba entre 15-18 afios
de edad. La Gnica condicién que pusimos para
su eleccion, consistié en restringir su
conocimiento del analisis come disciplina
escolar en tanto que no hubiesen tenido ningun
contacto previo con la ensefianza explicita del
analisis matematico.

La experiencia conté con una serie de tres
fases. Las fases de preparacion, de desarrolio
y de institucionalizacién. La fase de
preparacién estuvo basicamente destinada al
desarrollo de competencias en la mayoria de
los alumnos (esto era una condicidn sin la cual
no podia llevarse a efecto la segunda fase) en
el manejo de la calculadora con capacidad

grafica y a su utilizacién en tareas que
requerian del desplazamiento a voluntad de
rectas y pardbolas mediante la manipulacién
de los parametros de las formulas generales
fx)=ax+by fix) =ax’ + bx +c. Lafase de
desarrollo de la experiencia estuvo dedicada
al desarrollo de los disefios de ingenieria. Las
sesiones de esta primera parte contenfan una
seccion de trabajo individual ante una serie de
tareas y la otra de discusidn y acuerdo sobre
respuestas conjuntas a las mismas tareas
realizadas individualmente, para lo cual se
dispuso de la formacidn de pequefios equipos
de tres alumnos. Finalmente, la tercera fase
llamada de institucionalizaci6n, en el sentido
de la teoria de situaciones, se consagraba a la
discusion en grupo con la participacion activa
y coordinada por el maestro de la clase y los
alumnos. En términos generales se buscaba el
establecimiento de un cierto acuerdo general
sobre los conocimientos generados por ellos
en las distintas fases de la experiencia.

Mas especificamente, en la fase de preparacion,
se buscé familiarizar a los estudiantes con
cuatro aspectos necesarios en el disefio:

I. Tratamiento matematico de problemas que
conducen al planteamiento de ecuaciones de
primero, segundo y tercer grado para que las
funciones lineales, cuadraticas y cubicas
pudiesen ser vistas como modelos de
fenémenos «realesy.

2. El conocimiento basico y el manejo de la
supercalculadora a un nivel de competencias
establecidos a la luz de la experiencia.
Conocimiento de las funciones ZOOM,
GRAPH, RANGE, TRACE, EVAL. Asicomo
las operaciones elementales y el control de las
mernorias.

3. La posibilidad de discutir con sus
compafieros de clase, en pequefios grupos de
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tres alumnos, ideas matematicas adecuadas a
la experiencia considerando la intervencion de
recursos tecnoldgicos, como una grabadora
de audio y las calculadoras con capacidad
grafica.

4. La familiarizacién con una serie de
operaciones graficas al nivel de automatismos
de respuesta. De manera que desplazar
vertical y horizontalmente la grafica de una
parédbola representada sobre una pantalla fuese
una tarea rutinaria.

Estos elementos nos permitieron aislar las
variables de interés para la investigacién y
centrarnos en consecuencia en los aspectos
de la naturaleza del aprendizaje en un ambiente
especial. El recorte sobre las piezas de
conocimiento fue hecho al momento de elegir
trabajar sélo con funciones lineales,
cuadriticas y eventualmente con cubicas.
Aunque no entraremos a discutir tales
restricciones solo diremos que ellas obedecen
a razones de corte socioepistemolégico.

Nuestra secuencia didactica consté de cinco
actividades con diversidad de secciones. Las
tres primeras trataron especificamente con la
propiedad de tangencia y las dos restantes con
la funcidn derivada, buscando con esta Gltima
establecer una relacién con la funcién
primitiva (f° es la derivada de f, pero fes
también una primitivade /7). Desde el punto
de vista de la matematica de la situacién
pretendimos tratar sélo tres cuestiones
principales:

1. Dada fde algan modo, se busca obtener /’
mediante el acercamiento lagrangiano al que
hemos aludido anteriormente.

2. Dotar af” de un significado que le permita
ser entendida a su vez como una nueva
funcién.

3. Dadaf’ de algiin modo, se busca construir f.

En términos generales, buscamos que las
actividades plantearan la necesidad a los
estudiantes de] cambio coordinado de registros
de representacion matemdtica. Particularmen-
te, tratamos con los registros gréficos,
algebraicos y numéricos, aungue este iltimo
séfo de manera implicita.

ESTRUCTURA DE LA
SECUENCIA

Actividad 12. Se les propone, en papel
impreso, una imagen de la ventana de la
supercalculadora que exhibe una recta. Como
datos de la actividad, se les dan las
coordenadas de un punto sobre el gje de las
¥’s en el que se quiere se coloque a una
parabola de modo que ésta tenga con la recta
un punto de tangencia en el sitio indicado. Los
estudiantes, primero de manera auténoma y
luego en pequeos grupos de tres alumnos,
tendrian entonces que «movem, a decir verdad
tendrian que coordinar los movimientos de la
pardbola sobre la pantalla de cristal liquido de
sus calculadoras mediante la asignacién a
voluntad de los pardmetros a, 4 vy ¢ de la
funcién cuadratica f (x) = ax® + bx + ¢, hasta
hacerla coincidir con la recta de manera, y en
esto consistia el verdadero problema de la
tarea, que el contacto fuese efectivamente
tangencial.

Se repite después la actividad cambiando la
posicion de la recta y del punto de tangencia,
conservando siempre la abscisa cero (esta
variable didactica cambiara su valor durante
las siguientes tareas). Esta repeticioén de la
tarea con nuevos datos tiene una doble
finalidad, por un lado pretende garantizar que
la tarea ha sido adecuadamente comprendida
por los estudiantes y por otro, que efectiva-
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mente los estudiantes pueden poner en
funcionamiento recursos y estrategias de
partida. Finalmente en esta actividad se limita
la movilidad en los parametros pidiendo ya
no una parabola en particular, sino una familia
de parabolas que satisfagan las exigencias del
problema. Este salto de la parabola en
particular a la familia de pardbolas en general,
pretende favorecer estrategias de formulacién
y validacidn del saber matemético que se desea
ver aparecer entre los estudiantes.

Con esta actividad se quiere que los
estudiantes reconozcan la naturaleza del
contacto entre una recta y una parabola,
apoyandose en sus conocimientos formados
durante sus pricticas escolares previas. La
nocién de referencia de lo que es una tangente,
se refiere al caso especifico de tangente a un
circulo. Esta nocion, al seno de la actividad
serd llevada hacia el caso de la pardbola y més
adelante se buscari la centracién del contacto
en una regién de la pardbola. Esto es, se
buscara mediante las actividades propuestas,
una cierta necesidad de considerar la
propiedad de tangencia como una propiedad
local.

En la siguiente actividad, como ya habiamos
anticipado, usamos el mismo formato de
preguntas y cambiamos el valor de unade las
variables de control, al permitir que el punto
detangencia, estuviera fueradel eje de las y's.
Como podré anticiparse, ello tiene la intencién
de exigir un cambio de contexto y en
consecuencia, satisfacer a una de las
exigencias metodolégicas: Reconocer que la
regularidad lineal, aquella vinculada con la
definicién de Lagrange, es invariante respecto
de la particular ubicacién del punto de
tangencia. De hecho, este hallazgo, de darse
entre los estudiantes, serfa el instrumento de
control de parte del alumno, para verificar la
certeza de sus predicciones,

Una vez que la articulacion de movimientos
de la pardbola «pareciera dejarla en contacto
tangencial con la rectan, las y los estudiantes,
tendran bajo su control dos estrategias de
verificacion: una consiste en lograr, con los
sucesivos acercamientos del punto de contacto
mediante la tecla ZOOM, una cercania entre
las curvas de manera que sea plausible creer
que la recta y la pardbola son efectivamente
tangentes. La otra puede no sélo reforzara la
anterior sino que se torma en un criterio de
validez alternativo, si la recta y la parabola
establecen entre sf un punto de tangencia,
entonces sus ecuaciones exhibiran
inevitablemente el siguiente aspecto:

Ax? +Bx+C & Bx+C

Cuando tenemos el punto de contacto en
(0, C), 1a funcion cuadratica tendra la expresion
P(x) = Ax? + Bx + C, mientras que la funcién
lineal lucird, inevitablemente como
R(x) = Bx + C. La coincidencia en los dos
altimos factores de la cuadratica con los
factores de la lineal, tendra segin nuestra
prediccién en el disefio de la secuencia, que
ser descubierta primero por ellos en sus
actividades individuales; para que después en
sus discusiones grupales, logren formularlo
y validarlo como un resultado matematico
fruto de sus acciones sobre las situaciones
planteadas. Esta imbricacién entre la parabola
P(x) y la recta R(x), en el dominio de
sus expresiones algebraicas (es decir,
P(x) = Ax? + R(x)), dard entonces el segundo
aspecto del control de la situacidn por parte
del estudiante.

Cuando ¢l punto de contacto ¢sta en la
coordenada (p, C). la situacién sera
equivalente, P (x) =A (x - pP+ B (x - p) + C,
mientras que la funcién lineal lucird,
inevitablemente como R(x)=B (x-p)+ C
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Una tercera etapa en la experiencia consiste
en plantear las mismas preguntas que
empleamos respecto de ia naturaleza del punto
de contacto entre una recta y una parabola,
pero ahora se tratara del contacto entre dos
pardbolas. Esta actividad esta dirigida a
fortalecer la autonomia de los hallazgos de
los estudiantes respecto de la particularidad
de las curvas tratadas, asi como autilizarala
recta como un intermediario en la solucién.
Los recortes efectuados al contenido, nos
exigen no abandonar rapidamente el reducido
universo de formas graficas que hemos
construido, a saber, recta y parabola y
eventualmente cibica. En esta situacion, es
posible esperar de parte de los estudiantes,
que incorporen como elemento auxiliar una
recta que sea tangente a ambas pardbolas y
de este modo, afianzar sus afirmaciones con
elementos parcialmente conocidos, pero
también es posible esperar que la estructura
de la estrategia sea empleada sin atender a la
naturaleza de las curvas. De manera que en
este caso, tendran que llevar sus estrategias
previas - acercamientos sucesivos en la
pantalla de la calculadora grafica y el
reconocimiento de la regularidad lineal a la
nueva situacién que se les ha planteado.
Sugerimos sin embargo, auxiliarse de la recta.

Mas adelante proponemos una nueva
situacion, se trata de las actividades 15 y 16,
con la que pretendemos plantear escenarios
que precisen de un cierto tipo de
anticipaciones causales y de inversion de los
procedimientos. Claramente estas actividades
tendran una serie de dificultades adicionales
a las actividades anteriores, pero resultarin
fundamentales para emitir algin tipo de juicios
que no se limite al juego del contrato
didactico. De algiin modo, estas actividades
buscan un cierto principio de reversibilidad
en sus respuestas. Ello, como es de esperarse,
fue logrado sélo por una parte del grupo de
estudiantes. En esencia, las actividades
proponian la construccion de una funcién

derivada y la anticipacién de una primitiva,

En el primer caso, toda vez que las acciones
que realizan los estudiantes al estudiar las
tangentes les permiten pasar de una férmulaa
una grafica y viceversa, ahora queremos que
su atencion se centre sélo en la pendiente de
la recta, ya no en la recta en si. Estas
actividades se abordan casi exclusivamente con
el empleo de la fdrmula de la pendiente y de
los acercamientos sucesivos que pueden
realizar a la parabola en distintos puntos.

La altima de las actividades se centrd, como
recién dijimos, en el problema inverso. Se les
dauna linea recta y se les pide que encuentren
una parabola de la cual aquella sea su derivada.
De nuevo, el manejo con la intervencion de la
calculadora grafica permite una cierta
autonomia de los estudiantes, al menos al nivel
de sus exploraciones individuales y al nivel de
su discusion en grupos.

RESULTADOS DE LA FASE
EXPERIMENTAL

Para el desarrollo de la secuencia didactica se
divididé el grupo en nueve equipos de tres o
cuatro alumnos. Durante esta fase el profesor
responde solamente a preguntas relativas a la
calculadora y su participacion es mas activa
en’la institucionalizacion, preguntando,
aclarando y especificando el resultado principal
de laactividad.

Los datos recolectados fueron: hojas de trabajo
por equipo, audiograbacién por equipo,
filmacion y observaciones del desarrollo por
un colega del 4rea de psicopedagogfa, todo
esto para cada una de las actividades de la
secuencia didactica. Con base en los resultados
de los reportes escritos de cada sesion (ver
cuadros siguientes) transcribimos las
audiograbaciones de los equipos VI, Hl y IX
por las razones siguientes. El primero de estos
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equipos obtuvo respuestas correctas en todas
las actividades, el segundo inicia con
dificultades en las dos primeras y concluye
las demas en forma brillante y el tercer equipo
tiene dificultades practicamente en toda la
secuencia.

Mostraremos fragmentos de los reportes de
trabajo y algunos episodios de aprendizaje
extraidos de las transcripciones, que nos
permiten identificar elementos utilizados por
los alumnos en la construccién de
conocimientos, asi como algunas dificultades,
por medio de lo cual describimos la naturaleza
del aprendizaje en este ambiente tecnolégico.
Dentro de la teoria de las situaciones, se dice
que un alumno ha aprendido un cierto
conocimiento matematico, si se ha adaptado
a las situaciones adidacticas que constituyen
una situacion fundamental, esta adaptacion se
manifiesta mediante un cambio de estrategia
del estudiante que le lleva a poner en préictica
la estrategia 6ptima de solucién.

Damos inicio a nuestra descripcion con las
actividades 12, 13 y 14 de la secuencia
didéctica relativas a la propiedad de tangencia
y la regularidad lineal, éstas se enumeraron
asi por razones de continuidad con la fase de
preparacién.

ACTIVIDAD 12

En ¢ésta se presentan las imagenes de ventanas
de la calculadora en la que se exhibe una recta:

//f

y=x+2
(0.2)

’\\\\\

y=-x +2
0,2

prd

y=2x+2
0,2)

Y se pide exploren con la calculadora qué
valores deben asignar a los parametros A, B,
C para que la gréfica de la funcién cuadritica
»y=Ax?+Bx+C sea tangente a la recta en el
punto indicado.

Las situaciones 5 y 6 plantean respectivamente:
(Cudl es la familia de cuadraticas
y=Ax?+ Bx + C cuyas graficas son tangentes
alarecta y = 3x - 2 en el punto (0, -2)? ;Cual
es laecuacion de larecta tangente a la gréfica
de la funci6n cuadrdtica y =x*-4dx + 6 enel
punto de interseccién de ésta con el eje »?
sugerimos usar la ventana estandar.

La mayoria de los equipos inician con la
cuadrética y =x?+ 2 pero al “comprobar con
el ZOOM” observan que la recta corta a la
parabola, entonces intentan cerrar la pardbola
asignando valores grandes al parametro A, su
estrategia de verificacion con los acercamien-
tos del ZOOM les mostraba el corte de la recta.
Los equipos que cambiaron a la estrategia de
fijar los pardmetros A, C y ensayar con B
lograron obtener una parabola tangente:
y=x+x+2,
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Veamos como interactian Martin, Alfonso,
Ivan y Pedro en el equipo V. En la primera
pregunta escriben y = x*+ x + 2 y explican:
“porque sabemos que Ccortaa Y y se le da
elvalorde2aC”

Para la segunda pregunta obtienen
y=x*-x+2yjustifican: “Por ser similara la
anterior, s6lo se mueve el parametro B
haciéndolo negativo”. Describimos algunos
episodios de aprendizaje localizados en la
transcripcion:

. Coémo, pero cémo quedo la ecuacion?
x1-x+2
Lo mueve un poco, ;no?
. ;A vercudles..?
El que te acabo de ensefiar y no me haces
caso
Si, sf esta bien
Ya te salié, ya hiciste el... , te sali6 as{
jAy! todas son iguales
Todas cortan en cero
. 5i, entonces nada mas
Nada mas hay que variar la x
(el parametro B)

PEX>OT

2o

;Cual es la siguiente ecuacion?
Sera que aquf le ponemos dos

;A ver?

M. ;Teniamos cual? x al cuadrado
[.LA.+2x, hay 2x +2

-

A. Sisale ;verdad?
Yocreo
LA ver? jfljate!
51, si sale
S{, si sale, chéquense
Chéquense

. 2x,digox* +2x + 2

Esto altimo les permite dar respuesta a la
tercera pregunta. Para fos dos ultimos incisos
los estudiantes discuten como sigue:

> Z

=» 7

—

>OPETr T

o>

Er»OE>T UL

>Z2-2>Z %

. ({Cudl es la que sigue?

;Cudl es la familia de cuadraticas cuyas
graficas son tangentes a la recta, a ver,
cual es este, 3x + 27

Yo ya sé cudl es el patrén

;El pardmetro! ; cudl patrén?

. Han cambiado varias veces, ;como quedo

¢l final?

Dos, aqui esta, 1, -2

2,-2,1,2y1

Asi

Si

Temo desilusionarte, no es ese, en serio
le cambia A

. Es que aqui le puse 3x + 2, es 3x - 2

Si
Y ponemos, ; dibujamos también la grafica?
JEncudl?

. En ta cuadratica o en la recta

En larecta
A ver déjame probar esto
Dibujamos también las graficas en la cinco

. 8i, ;jno?

Pusimos x* + 3x + 2. Y adem4s son los
valores
Si

. Yaesta el primer y segundo intento

Ya graficalo

. Ya, pero

jAh!, ya también resolvi este (inciso 12.6)
(Eh?

Ah, espérate Ivan no te aloques, no te
aloques

Yalo logré, ya lo logré

Espérate, de perdida déjame ver qué es

. A ver, déjame ver la pregunta Ivan

Ecuacion de la recta tangente

Es una groserfa, ...

Ah, ya se cual es, donde va Ja segunda
ino?
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. Es asi mira, es x?- 4x ;+67 ;no?
Quedarfa

. -4x, -4x + 6, a ver, sl, si es cierto
Si

>PEZTE

La seis esta aqui
Sali6 al primer intento

. Pero ponle porqué
Ah, todo, todo es nada mas porque esta
iiltima parte tiene que ser la ecuacion de
larecta

A. Exactamente

En la pregunta 5 Pedro reconoce un patrén
(laregularidad lineal) lo que permite formular
la familia de cuadraticas y = Ax? + 3x - 2
tangentes a la recta y = 3x - 2 en el punto
(0, -2) especificando A = variable, B = 3,
C =2y proporcionando las graficas de la recta
y de las cuadraticas para los valores de
A=21,-2

NN
=7

Al responder la pregunta seis en la hoja de
trabajo especifican la regularidad lineal: *'La
ecuacion es y =-4x + 6 porque los parametros
By C de la pardbola es la ecuacién de larecta
tangente y el punto de tangencia es (0, 6).
Observandolo de los ejercicios anteriores, B
yCdey=Axi+Bx + Cson laecuacion de la
recta tangente si el puntoes x=0". Presentan
la grafica de la cuadratica y la recta;

A

Vemos que a partir de la accidn y discusion de
las primeras preguntas, en estas dos ultimas
los estudiantes formulan y validan la
“regularidad lineal”, esto es, dada la recta
R(x)= Bx+C y el punto de contacto en (0, C),
la funcién cuadratica solicitada tendra la
expresion P(x) = Ax?+ R{x). Mostramos a
continuacién otras formas en que se
presentaron estrategias de formulacién y
validacién:

Equipo 1V: Martin, Isaac, Barbara y Jorge.

125 y=Ax1+3x-2 12.6

Gréfica con diferentes
valores de A; A<0, A>0

7

L

y=-4x+6

Grafica con la recta y la pardbola,
Conclusién: De larectay=x+2enel
punto (0, 2) a la pardbola tangente
Sélo se le agrega el término
cuadritico, con cualquier valor de A.

y=x+2 5 y=100x7+x+2
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Equipo V1: Carlos, Josunee, José y Omar.

125 Al 12.6
B3
c2

y=+tAx?+3x-2

y=-4x+6

Punto de interseccion con el eje y
{0, 6)

Como afectay = Ax’+ Bx + C para
encontrar la ecuacidn de la recta

= Ax + B. Descubrimos que
modificando A le damos sentido a la
ecuacion de Ja recta. Para encontrar
Ax de la ecuacion de larecta hay que
modificar B de la funcién cuadratica
y si se quicre encontrar B de la funcién
cuadrética hay que modificar Ax de
la ecuacion de la recta. C indica
¢l punto de interseccion con el eje Y.

y=Ax’+Bx+C

y=Ax+B

Equipo VII: Cristina, Alma, Rocio y Rodrigo

12.1 -1 A cualguier nimere  12.5

Al

B 111

c222 se fijan

-1 A cualquier nimero

12.1 1
-1
-2-2 -2

sc fijan

121 A 1 1 -1 A puede ser

cuilquier ndmero
Bl152 B=2
c2 22 >seﬁjan c=2
A

1 | A puede ser
cualquicr namero
-2 -2

2 C—2 > se fijan

Encontramos que los equipos que cambian
de estrategia, observan similitudes, patrones
y discuten sus hallazgos logran los objetivos
de esta actividad. Observamos también que
la estrategia de ensayo - error se convierte
en un obsticulo para algunos equipos, en la
medida que logran obtener una cuadratica

12.1

y=Ax"+3x-2

12,5 Ecuacion de larecta
y=-4x+6

El punto de interseccidn es:
©,6)

Grifica de larecta y la
pardbola.

N

que es tangente mediante ensayos; contindian
con esta estrategia y creemos que ello les
impide conseguir los objetivos deseados.

En general podemos decir que se cumplieron
las expectativas de nuestro analisis a.priori,
como se puede del Cuadro /-
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Equipos

Act. 1 L 111 v v VI viI VIl IX
12.1 1 I 1 1 1 1 T T I
12.1 1 I 1 1 T 1 ] 1 0
123 1 [ 1 I | 1 1 1 0
124 I ] 0 T I I I | 0
1.5 [ NK | I l 1 I 1 1
126 | NR NR NR T T T T T NEK
I3.1 1 1 1 0 | I I 1 0
132 1 0 1 1 1 I NR 1 T
13.3 0 [4] T NK T T NR 0 NR
134a| NR NR 4] NR T I NR NR NR
134h | NR NK 1 NR I I 0 1 NR

17 17T 71 07 1T 7 T [T vV 7 1T 7 T [T T J°1

Cuadrol
1, Respuesta correcta; 0, Respuestaincorrecta; NR, No respondié
Aprovechamos la potencialidad de graficacion ACTIVIDAD 13

de las calculadoras, a efecto de manejar como
una variable didactica el “movimiento” de la  (Qué valores se deben asignar a los
cuadrstica y = Ax?+ Bx + C hasta hacerla pardmetros A, B y C para que la
tangente a la recta en un punto indicado, esto  grafica de la funcion cuadratica
es totalmente distinto de aquella formaqueha » =A x’+ Bx + Cseatangente ala
sido usual en los cursos de calculo, dada la  recta en el punto que se te indica para
cuadrética se pide la recta tangente en un  cada uno de los incisos de esta
punto, desde luego, después de haber actividad?

introducido la nocién de derivada.

Hasta este momento hemos cambiado la
posicion de la recta y el punto de tangencia,
aunque hemos conservado siempre la abscisa
cero, en la siguiente actividad cambiamos el
valor de esta variable didé4ctica, permitiendo
que el punto de tangencia estuviera fuera del
cje de las y's. Este cambio en la variable de
control, como hablamos previsto, produjo
dificultades en los resultados de la actividad
como se puede ver en el cuadro /. Veamos las
situaciones planteadas usando el mismo
formato de preguntas. y=2 (1,2

y=x 142)
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N
X

y=-2x+2 (1,0)

4, (Qué regularidades puedes constatar de esta
actividad? Describe detalladamente tus
observaciones.

¢ Cual es la familia de parabolas cuyas graficas
se abren hacia abajo y son tangentes a la recta
y=-2x+4 enel punto(-1, 6)? (usala ventana
estandar).

Todos los equipos inician con la estrategia
ensayo - error, solamente los que cambian de
estrategia logran los objetivos, mostramos a
continuacion las reflexiones del equipo V:

[a—

(Es esta la forma?, jes la de x+b, x+a,
x+c?

xta?

Esx-2

Oyees(x+al+(x-b)+2

. Cémo, cémo lo vas a cambiar?

No se como puedes

Ta dices esta, (x + a}(x + b)

Es que en esa forma, en esa forma los...
Se tiene que hacer esta forma

El quiere saber qué forma es

Es (x - 2)?

Ahsi?, aja

Site da

81, pero no nos sale, pero sf sabemos
qué es, qué hay que desplazar

Tienes la forma x - 2

Si que nos fijamos en la pasada...

Mas x

Aja, +2. A ver préstamela, es que debe
haber una forma de... tendria que quedar
esto asi ;no?

Entonces no se como justificarlo

Si fuera en el cero

S i T

> >

‘>."'

I. (0,2)serianadamasx®+x+2
A. Si, entonces hay que desplazarla dos a la
derecha

En la explicacién en su hoja de trabajo se nota
la ruptura con la actividad anterior:
“Encontramos la funcién, pero en otra forma
(diferente de la solicitada y = Ax* + Bx + (),
y={(x-2Y+(x-2)+2, lo que se hizo fue
desplazar la ecuacién dos lugares a la derecha
y dos lugares arriba, llevindola después a la
formay = x2- 3x + 4. Para comprobar hicimos
un ZOOM - BOX".

Toman como ejemplo el tercer inciso para
responder la pregunta relativa a las observacio-
nes de regularidades: “Basandonos en la activi-
dad anterior y=-2x+2 — y =x’-2x+2, luego
se tendrd que desplazar hacia el punto de
tangencia. Tomando en cuenta que en Y, (ver
grafica siguiente) el punto de tangencia esta
en x = 0. Luego para desplazarla al punto de
tangenciaen (1,0) y=(x-1)2-2{(x- 1) +0.
C serd el punto Y (ordenada) del punto de
tangencia. Se puede trasladar a la forma
y=Ax? +Bx + C para saber los valores (de los
pardmetros), en este casoqueday = x* - 4x + 3”.

N
<

Lo anterior les permite obtener la familia de
paribolas que se abren hacia abajo y son
tangentes a la recta y = -2x + 4 en (-], 6),
respondiendo en una forma algebraica;

y=x-2x+4
y,=-(x+1D-20x+1)+6
y=-Ax+12-2(x+1)+6

Los equipos I y VI logran también la
regularidad lineal y= A(x-e)*+B(x-¢)+C.
En todos ellos encontramos que se hacen
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preguntas muy semejantes: ;Es esta la forma?,
(esladex + b, x + a,x + c?; Pero si sabemos
qué es, qué hay que desplazar; Si fueraen el
cero; Ah, pues si x* + 2x, creo que hay que
afectar a las xs; ;Cudl es, qué hace que se
mueva la... a la derecha?; ;Cémo podemos
afectar a las [x] de A y B?

La discusion grupal en la institucionalizacion
de los conocimientos matematicos adquiridos
en esta actividad fue muy participativa, esto
fue probablemente un factor determinante
para que los objetivos de la siguiente actividad
fueran conseguidos por la mayoria de los
equipos, como se puede ver en el cuadro /.

ACTIVIDAD 14

=5 / ¥23 \

Explora con tu calculadora una estrategia para
asignar valores a los parametros de la
cuadritica y = Ax’ + Bx + C que se abra
hacia arriba y sea tangente a la gréfica de la
pardbola y = -x*+ 8x - 12 en el punto (5, 3).

Sugerencia. Auxlliate con la recta tangente a
la pardbola en el punto indicado.

El equipo V al igual que otros, inicia con la

estrategia de invertir la parabola ¢ intentan
desplazarla hasta hacerla tangente a la otra, al
no tener éxito, su interaccidon nos muestra lo
siguiente:

I.  Ove, y si agarramos y primero encontramos
la recta tangente a ese punto, Y teniendo
la recta le encontramos la pardbola a la
recta /qué dicen? (regularidad lineal)

M. ;Qué?

P. Larectatangente

I Aja

P. Entonces, aqui es -2

1. Lahiciste

P. Es8x-12;no?

I. Si

P. No, ahi seria 8x, a ver pruébalo. ;,tampoco?
jAy! No le hagas, ;por qué, eh?

1. Pues, porque acuérdate que asi era, pero
cuando x = 0

P. Ah, es cierto, no lo hemos...

1. Nada mas desplézala

Extraemos un segmento de la transcripcion
que nos deja ver cierta desconfianza de los
alumnos al trabajo algebraico realizado para
la solucién:

[.  Hacemos un ZOOM-BOX para ver si es.
Por que estamos bien seguros que si es
{algebraicamente) y que tal si no es.
(requieren la comprobacion visual)

P. Si tontin, casi se confunde

Ah, es que estamos bien seguros que si, y

al llegar...

P. Ay, quesi!

M. (A ver...?

—

L. A fuerzas que es tangente y las tres, la
recta y las dos parabolas
M. Se confunden en la misma

En la hoja de trabajo este equipo presenta su
trabajo en forma resumida:
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Obtener la recta tangente en el punto (5, 3)
con el método de ZOOM-IN

(4.9953, 3.0092) - (x,, »)

(5.0054, 2.98911) - (x,, y,)

m=(y,- y ¥(x,-x)=-0.02009/0.0101=-1.989]
m=-2

y=3=-2x-5)

y=-2x + 13 recta tangente en el punto (5, 3)
de la pardbola y = -x* + Bx - 12

Después de obtener la ecuacién de la recta se
obtiene la cuadratica desplazindola. Por lo
tanto: '

y, =-x+8-12

y=x-2x+13 - (0,13)

Y, =(x-5P-2(x-5)+3

Familia y=A(x-5¢-2(x-5)+3

El cambio de estrategia consiste en tomar a
la recta como intermediario para aplicar la
regularidad lineal, 1o que nos ensefia un
transito constante entre las representaciones
algebraicas, graficas y numéricas, utilizando
una verificacion en principio algebraica, pero
bésicamente visual - grafica.

Un analisis global de estas actividades nos
permite enunciar algunos hechos didécticos,
asi como regularidades y obstaculos:

- Los alumnos hacen suyos los problemas
y se responsabilizan de sus respuestas
por medio de una justificacién.

- La discusion de sus primeras acciones
les permite cuestionarse, observar
similitudes y patrones que los conducen
aun cambio de estrategia.

- En estas actividades la estrategia
€nsayo-error se convierte en un
obsticulo epistemoldgico para algunos

equipos.

En la descripciéon de la estructura de la

secuencia didactica se especificéd que las dos
uitimas actividades contienen situaciones
relativas a la construccién de la funcién
derivada y la anticipacion de una primitiva.
Veamos estas situaciones y algunos
resultados.

ACTIVIDAD 15

[RAIGE
xMin=-4
ax=12
AL

aMin= -8

gMax=6
L ]

e T

\

En los ejes coordenados se muestra la grafica
de la funcién cuadrética f(x) = -.25x* + 2x .y
en lasiguiente pagina una amplificacion de ella.
Usa tu calculadora para encontrar la pendiente
de la recta tangente a la grafica de la pardbola
en los puntos que se te indique. Si la
aproximacion para la pendiente es muy cercana
a un nimero entero redondéala a ese entero.

Traza las rectas verticales y marca los puntos
sobre ellas en la grafica amplificada de la
cuadritica.

. Recta vertical en x = -2, (-2, -5)
2. Recta vertical en x,=2, 2,3)
3. Recta verticalenx,= 4, (4,4)
4. Recta verticalen x,= 6, 6,3)
5. Al unir los puntos marcados se obtiene

una recta, encuentra una expresion alge-
braica de esta funcion lineal.

6. A lafuncién que encontraste en (5) le
llamaremos funcién derivada de.a fun-
cion cuadrética f(x) = -.25x” + 2x. ;Qué
informacién sobre la pardbola puedes in-
ferir de esta funcién derivada?
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Equipos
1A%

Act.
151
15.2
153
154
155
15.6a
15.6b
15.7a
15.76
15.7¢
16.1a
16.1b
16.1c
16.2a
16.2b
16.2¢

VIII

e
”

RIS RS S S e g

— el ] e O ] ] ——q ]

Z
~
o -~ ] -

NR

o

NR

o e e ] ] ] ] - ] o - ]
J444+4444444 {4444
oooqooo—-—-cc.—_.___.é

J.—-_—-u—-—-—l.—-—d.—q-—q—d-—-——la
oc%%occo%-—-c—-—d———l

[ = o W o e = e i Ry,

Cuadro 2
1, Respuesta correcta, 0, Respuesta incorrecta; NR, No respondid

A través de un trabajo grafico - numéricotodos = Toda ordenada de la ecuacién lineal

los equipos logran construir la gréfica de la en el eje *'y” es el valor de una pen-
funcién derivada y su expresién algebraica diente de alguna de las rectas tangen-
correspondiente, esto se puede ver en el cuadro tes a la parabola,

2, que ademas concuerda con nuestras
expectativas del andlisis a priori. La obtencién
de un primer significado para la funcién
derivada fue dificil para los estudiantes, solo
dos equipos logran una formulacién, por
ejemplo, el equipo 11 constituido por Diana,
Lilly, Irais y ). Carlos respecto a la informacién
sobre la pardbola que se puede inferir de su

(Coémo interactian y qué elementos les
permiten hacer estas formulaciones? Veamos:

L. ¢Quéinformacion sobre la pardbola pue-
des inferir de esta funcién derivada?

J.C. jAh, mira!, si te fijas aqui, qué punto cru-
za, ah pues puedes obtener el vértice

funcién derivad, presentan: D. No, o sea, a partir del punto tangente de
» Es una secante de la pardbola con la parébola si ;no? a partir de un punto
pendiente negativa. de tangencia de la parabola podemos ob-
& Laintersecciéon de la gréfica de la tener la ecuacién
ecuacion lineal en el eje de las x"snos J.C. Fijate como nos hizo llegar a la derivada
da el valor de x en el vértice de la D. Qué informacién sobre la pardbola ;qué
parébola. es inferir?

285
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J.C.

J.C.

- o

Deducir ;jno?

Tienes que decir algo

Cémo lo sacaste

No, o sea eso que hace ver qué punto
es importante como dice él. Y aqui ve-
mos que en el punto de interseccién
con x es la proyeccion del punto maxi-
mo.

Del punto maximo en la parabola
Sobre el eje de las x's, y de ahi ya si
quieres la proyecci6n hacia aqui
(Quédijiste?

Que a partir de la interseccion de la
ecuacion lineal con el eje de las x’s se
puede decir que es la proyeccién del
vértice

Del punto maximo de la pardbola

Ah si, ;punto maximo? o vértice

O del vértice de la parabola

En el eje de las x’s, claro

Es que ve como le pusimos, la inter-
seccién de la ecuacion lineal con el eje
delasx’s es la proyeccién del punto
maximo de la parabola, se supone que
estas diciendo que elejedelasx’ses
éste jno?

Si

Pues ya, ahli a la interseccion se supone
que trazas una recta vertical, das el
punto maximo

De ahi ya te da el punto maximo

Si, que va a ser (4, 4)

Ya se otra cosa, que por ejemplo la de-
rivada puede ser una secante de la pa-
rdbola, porque si encontramos mas
puntos esta linea....

Yase vaa proyectar y la va a cortar en
otro punto

Mas bien si haces esla ecuacién la cor-
ta en dos puntos

Entonces es una secante

Con pendiente negativa

Podemos ver que algunas observaciones
visual - gréfico y reflexiones sobre éstas los
conducen a formular algunos significados de
la funcion derivada, la aplicacitn de ésta para
obtener algunas pendientes los hace
reflexionar nuevamente para proponer un
significado geométrico de la derivada.

D.

J.C.

A ver qué dice, utiliza la funcién para
obtener la pendiente de la recta tangente
a la grafica de la parabola

Lo que pasa es que ya encontramos la
derivada, ahora vamos a utilizar la deri-
vada.

(Estaes la derivada?

Si, vamos a utilizar esa

No, ;apoco con esa vamos a encontrar
nuestra pendiente?

(Con la lineal?

Porque dice utilice esta funcién para ob-
tener la pendiente de la recta tangente a
la grafica de la pardbola

. jAh! ya se cémo, ;no serd sustituyendo,

st aquix vale 1.57?

A lo mejor sf ;la hacemos?
Si

Dobnde esta?

. Sustituyamos ahi y encontramos cuanto

vale. A ver 1.5(-.5)
No

. =.75+2=1.25, supongamos que tenemos
y=125

A ver que te salié
1.25
<Qué hiciste?

. No se, estoy haciendo experimentos

Cuando estd multiplicando pasa dividien-
do, verdad

Si

Si le pones 1.25x, si es asf, mira como
experimenté. Sustituyes aqui x y haces
toda la ecuacion, te sale igual a 1.25
después de hacer todo, luego ese 1.25
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sabes que aqui ese 1.25 lo tomas como
pendiente y le pones cuanto vale y en
1.5, entonces me da que vale 2.4375, en-
tonces ya tengo el valor de la pendiente,
si tornamos esto como pendiente. Enton-
ces ya puedo sustituir en y= m(x-x } +y,,
sustituimos y=1.25(x-1.5) + 2.43 que fué
lo que hice ac4, luego hago toda la
operacion y lo que me queda es esta,
1.25x+.5625 y lo grafiqué y me salié eso
y sl es tangente. Y ahora me supongo que
serfa lo mismo en la otra, sustituir x con
el valor de 8, hacer todo igual, esa es la
pendiente, nada mas pidié la pendiente
ponle 1.25. Pero por que “y" en éstaes lo
mismo que la pendiente en la recta
tangente. Exacto a ver ponle 1.25
D. ;Es 1.25?

En la explicacién que hace Juan Carlos de sus
“experimentos”, de hecho hace una
comprobacién algebraica - visual - grafica
pues sustituye x = 1.5 en la funcion derivada,
obtiene el punto (1.5, 2.4375) sobre la
pardbola y luego encuentra la ecuacién de la
recta tangente v la grafica en la calculadora,
observando en la pantalla la posible tangencia
de la recta con la parabola, todavia mas,
conjetura entonces que con un trabajo
semejante responde la otra pregunta
planteada. Veamos cémo continua la
interaccion hasta formutar un significado mas
concreto de la funcion derivada:

D. Esta bien lo que hiciste Juan Carlos, se
supone que el punto que utiliza esta
funcidn para obtener la pendiente de la
recta tangente a la parabola, entonces x
vale 1.5,“y” vale2.4375 y yaconeso lo
puedes hacer con ¢l método de
aproximacion

L. ;También se puede hacer con el método

de aproximacion?

D. Si, parque si ya tienes que (1.5, 2.4375)

€s un punto, €s como si te diera (-2, -5)
como sacas la pendiente de ese punto
I.C. 8i, por aproximacion, a ver sicala por
aproximacion, a ver si sale 1.25, ponle
Z-IN, Es algo que tiene que haber ahi

J.C. Pon el punto, o sea este punto esta forma-
do por la coordenada x y la coordenada
“y” que es la pendiente

D. Que es la ordenada y

J.C. Entonces légico que si nos daaquila

coordenada que va a darte esta recta en
“y" va a ser la pendiente, no se sime
entiendan

L. No

1. Yo no entendi lo dltimo

J.C. Mira, aqui nos daba el puntox=-2,y

hacemos todo lo que quiera aqui es -2,
sacamos la pendiente de la recta tangente
aqui, pero la pendiente era 3, entonces
nos decfan sustituye y traza un punto
que sea (-2, 3) que utiliza la pendiente 3
aquf, y ya venia la recta. Entonces todos
los puntos de esta recta son pendientes
en 'y", o sea todas las ordenadas de “y”
en esta recta son las pendientes de las
tangentes de la pardbola

En la ultima actividad, como era previsto, la
anticipacion de una funcién primitiva resulté
mas compleja, los tres equipos que lograron
intuir la necesidad de una especie de proceso
inverso respecto del que usaron en la actividad
anterior alcanzaron los objetivos de la
actividad. Mostramos a continuacidén las
situaciones planteadas y los razonamientos que
muestra el equipo I,

ACTIVIDAD 16

En los ejes coordenados de la siguiente figura
se muestra la grifica de la funcion constante
y=2
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a) Construye una funcion tal que la
grafica de su derivada sea la funcién
constante de la figura.

b) Indica grificamente una familia de
funciones que cumpla con lo requerido
en ¢l inciso ().

¢) Encuentra una expresion algebraica
para la familia de funciones del inciso

(b).

En la segunda situacion solamente se cambia
la funcién lineal, las preguntas son las mismas.

En los ejes coordenados de la siguiente figura
se muestra la grifica de la funcién y=2x-6.

[RARGE
*xMin==
xMax=8

T
ax

=6

BSc,rl

e
e

La recta horizontal proporcionada no
concuerda con su experiencia anterior, esto se
puede ver en su interaccion:

I.

J.C.

J.C.

JC.

J.C.

{Cudl es la derivada de 27

No, no la derivada, aqui tienes que sa-
car o sea ¢l paso contrario, te estan dan-
do la derivada, entonces si la derivada

es 2, la funcién cuadrética va a ser

i4?

No, 2x, no x?

No, 2x, 2x

Pero 2x no es una funcidén cuadratica,

construye una funcion tal que la grafi-

ca de su derivada sea la funcion de la fi-

gura, si seria 2x

Pero es una recta que nada més atraviesa

Si, la familia podria ser. Mira, porque te
acuerdas que si tenfamos una funcién
cuadrética, asi como la que me enseiid,
tenemos 2x*+ 2x+ 2 y su derivada es
4x + 2, se le quita esto, entonces sinos
dan la derivada asi, como la pasarfas a
esta forma, pues seria entre 2 y aqui le
sumas uno, entonces te saldria y = 2x?
yluego aesta nada mis le sumas la
incégnita, este no lo sabrias entonces
¢s +¢, mas un parametro. Entonces te
dan ésta, la grifica de la cual es su deri-
vada, es 2x + algo.

+c

La familia seria 2x +, no se podria ser
2x + 5 y todas van a ser paralelas
{Enuna familia?

Es derivada, y = 2x, le ponemos el por
qué, ya que. ;puedes sacar tangentes
de una recta?

No

Entonces por eso esté asi

Puedes sacar su pendiente pero su
tangente no
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J.C.

J.C.

J.C.

Estd bien, su pendiente de esta grafica
es 2, si ;no?. Entonces si te acuerdas
que las pendientes siempre van a ser
la proyeccion en “y”, entonces aqui
siempre va a ser 2. Entonces la recta
que quieras poner, 2x mas lo que quie-
ras, siempre va a ser 2, entonces estd
bien todo concuerda. Si para obtener
la derivada se multiplica el exponente

de la incOgnita por su coeficiente, para
hacer el paso inverso, para realizar el
paso inverso se divide 2/ 1 a2

(211 +27

Se divide entre el doble del exponente
actual de 1a incégnita. No, entre el do-
ble no, entre el exponente mas la uni-

dad

No, fljate como la hiciste aqui, lo divi-
diste ;no?

;/Cémo vas a saber entre qué lo vas a
dividir? .

De todas maneras se tiene que dividir
entre 2

iClaro que no! mira si te dan una ecua-
cién y = 2x* + 2x* + x + 2 su derivada
seria 5*2, 10x* + 4x + 1, entonces aqui
no lo puedes dividir entre dos porque

saidria esto...

No, entre 5

Entonces cdmo te explicarias eso, o
sea al exponente actual de la derivada
se le suma uno

Y es por el cual se va a dividir

Para realizar el paso inverso, a lax se

le suma uno

Al exponente de la incdgnita

Al exponente de la incdgnita se le suma
una unidad por el cual posteriormente
se divide

Indica graficamente una familia de fun-
ciones que cumplan con lo requerido
en el inciso (a)

¥y = 2x + ¢, ahora ya que el parametro

hay que imos concretos al punto,
podemos decir que el parimetro c tie-
tiene {a funcién de mover la gréfica...
L. Yaque el pardmetro ¢ no afecta la pen-
pendiente de 2x ;jno?
I.  Esasi ;no? es lo que estds diciendo que
la ¢ no afecta para nada la pendiente de
2x, ya que...
J.C. Lapendiente dada por su derivada, ya
que en este caso la Unica proyeccion en
*y" es 2 y es la pendiente de la recta tan-
gente.

En su conclusién presentan una grafica con
tres rectas paralelas con la explicacién
siguiente:

A {/
Y

y=2
y=2x+5
y=2x-3

Para la segunda pregunta, la derivada como
dato es larecta y = 2x - 6, con las reflexiones
realizadas en la pregunta anterior, parece ser
que ya no tuvieron gran dificultad:

L. Dice, en los ejes coordenados de la si-
guiente figura, se muestran las graficas

1.C. 2x-6, construye una funcion tangente, es
es igual, nada mas que aqui ya te agregan
un término 2x, va a ser 2+, digo
x?- 6x y ya. jAh! mas algo

L. Bueno esto si va aseruna cuadritica,
pero la de aci atrés no era

J.C. Mira vamos a comprobarlo asl. Si le
ponemos un valor digamosx =3, se
supone que va ser cero ;no? Vamosa
ver si, si es cierto el punto maximo ah{
la tangente va a ser cero
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tva

. ;Cero?

J.C. 8§, porque se supone que es el punto
Ah bueno, su pendiente va a ser igual a
cero, en ¢l punto méximo de la pardbola
(no?

J.C. S, o sea, nada més era para comprobar
si era, vas a ver que aquf va a salir una
raya (recta) asi que es tangente en este
punto, ah{ esta ya,

L. Eso quiere decir que su pendiente es
igual a cero

1.C. Si, entonces si esta correcta
La pendiente ya la tenemos aqufen la
gréfica ;no?

J.C. Indica graficamente la familia de funcio-
nes que cumpla con lo requerido en el
inciso (a), seriay = x?- 6x + 6 también
;no? Serla la variante

J.C. Todo concuerda, todo esté bien. ;Qué
pasa si variamos ¢l parametro A?

Presentan:

N7/

y=2x-6
y=x-6x
y=xl-6x+6
y=xl-6x+2

]

CONSIDERACIONES FINALES

Esta experiencia didactica, que permitio
participar simultinea y coordinadamente
diversos elementos socioepistemoldgicos, con
la intervencién de las calculadoras con
capacidad grafica entre estudiantes de
bachillerato sin antecedentes de céiculo
elemental, permite configurar en nuestra

opinién, no sélo una robusta ruta de
investigacion, sino también una postura critica
ante el uso de los recursos tecnologicos
disponibles.

En este sentido, nuestra posicién al respecto
consiste en asumir que es posible lograr afectar
la naturaleza del aprendizaje de ideas
matemdticas entre los estudiantes en caso de
que la intervenci6n de los medios y dispositivos
didacticos se acompafien seriamente de
investigacion en el campo de la matemadtica
educativa. De manera que, a diferencia de las
posturas empiristas para quienes la sola
incorporacion del recurso tecnoldgico basta
para producir ganancias educativas, nosotros
consideramos, que al igual que una pieza de
conocimiento, exige del examen minucioso del
efecto que tendra entre los que aprenden. De
hecho consideramos, como lo prueba este
estudio, que la intervencién de medios
didacticos es insuficiente para lograr mejoras
en el aprendizaje si no se transforman los
medios en verdaderos dispositivos didacticos
en los que el conocimiento cientifico que
nuestra disciplina ha ido paulatinamente
construyendo

Los resultados que hemos obtenido en este
estudio didéctico, nos proporcionan
informacion valiosa acerca de la naturaleza del
aprendizaje de los alumnos en este medio
tecnolégico. En primer término, queremos
destacar la presencia de un proceso de
adaptacidn a las situaciones planteadas, en
especial en la fase de accién. Particularmente,
la estrategia de ensayo - error se convierte en
un obstdcuio metadidactico de naturaleza
epistemolégica, pues si bien no trata de un
concepto en particular, sino de una estrategia
de solucién, conserva del obstaculo
epistemoldgico el sentido, esto es, la estrategia
que resulta favorable en un momento dado de
la ejecucion ante tareas particulares, se torna
un obstdculo en situaciones posteriores, un
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tanto mas complejas y sofisticadas. De manera
que la estrategia de ensayo y error funciona
bien ante cierto tipo de tareas, pero fracasa
ante otras. Pueden los estudiantes no darse
cuenta, que un cambio de estrategia
conducirfa a una solucién exitosa por su
insistencia en la estrategia de base. Este
fenémeno ha sido observado no
sistematicamente en otras practicas similares
con profesores en procesos de actualizacidn.

Por otra parte, identificamos algunos aspectos
que consideramos fueron fundamentales en
la formulacién de las respuestas de los
estudiantes, en menor medida al nivel
individual -mediante sus formulaciones
escritas- y mas claramente al nivel de la
interaccidn en pequefios grupos o en el grupo
completo -a través de las discusiones y los
posteriores andlisis de las transcripciones-. La
construccidn de conocimientos por parte de
los estudiantes, como se confirma en las
observaciones que hemos reportado
anteriormente, utiliza procesos diversos,
como el reconocimiento de patrones, la
bisqueda permanentemente de similitudes y
el apoyo en sus conocimientos previos,
incorporandolos a las facilidades que les
brindan las condiciones técnicas del medio
tecnolégico. La posibilidad de visualizar
estarfa ausente de otra manera. En nuestra
opinidn, la visualizacién de los conceptos y
procesos matematicos de nuestro interés, no
s una consecuencia de la incorporacidn del
recurso tecnolégico, como simplemente
podria creerse, sino por el contrario obedece
alaarticulacion entre un disefio tedrico de la

situacidén didactica que atiende a una
epistemologia alternativa como describimos en
detalle en la seccién de socioepistemologia,
pues ese disefo permite a los estudiantes
apoyarse en las capacidades técnicas de las
calculadoras. Es el disefio de la situacién la
que permite €l uso de la tecnologia.

Citemos como ejemplo, el caso del
denominado proceso inverso, es decir,
construir la gréfica de una funcion primitiva a
partir de la grafica de una funcién. aquf
encontramos que aquellos estudiantes que
lograron una resolucidn satisfactoria de la
actividad, utilizaron al nivel intuitivo la
naturaleza inversa de las relaciones entre las
funciones, usaron transformaciones grafico -
algebraicas, aunque las formulaciones y las
justificaciones que exhiben se apoyan
fundamentalmente en aspectos visuales y
graficos y en menor medida, en aspectos
propiamente algebraicos.

En nuestra opinién, esta experiencia educativa
que ahora reportamos, nos permite sostener
una posicién respecto del papel que la
tecnologia juega en las realizaciones didécticas,
la cual consiste en asumir que efectivamente
es posible afectar la naturaleza del aprendizaje
de ideas matematicas entre los estudiantes, s6lo
a condicién de que la intervencién de los
medios didacticos sea entendida como
verdaderos dispositivos didacticos bajo el
control del disefio de las actividades, de otro
modo, su séla introduccidn seria insuficiente

para lograr los aprendizajes esperados.
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