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RESUMEN

En esta ponencia se presenta un estudio con alumnos de Educacién Secundaria sobre tres
procesos especificos del lenguaje algebraico: 1a sustitucién formal, 1a generalizacién y la
modelizacidén. A partir de las respuestas dadas a un cuestionario disefiado para esta investiga-
cién, se realiza una clasificacién de los errores cometidos y se analizan los posibles orfgenes
de dichos errores.

Este trabajo es parte de un estudio global sobre dificultades y errores que tienen los
alumnos de 4° de ESO y de Bachillerato, en los procesos anteriormente mencionados en el
Lenguaje Algebraico. Se formulan finalmente, algunas consecuencias didacticas que derivan
de estos resultados.

INTRODUCCION

Muchos alumnos, incluso algunos de los més capaces para las Matemdticas,
encuentran grandes dificultades cuando inician su aprendizaje del Algebra. Para el
profesor es importante conocer los errores bdsicos cometidos por los alumnos pues-
to que le provee informacién sobre la forma en que éstos interpretan los problemas
y ¢6mo utilizan los diferentes procedimientos algebraicos. Esta informacidn le
permitird arbitrar procedimientos y remedios efectivos para ayudar a los alumnos
en la correccidén de dichos errores.

Muchos profesores e investigadores preocupados por las dificuitades que el apren-
dizaje del Algebra ocasiona a los alumnos, han desarrollado diferentes investigacio-
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nes sobre el método de aproximacién a ella més adecuado. Varios autores apuestan
por la generalizacién como via de introduccién del Algebra en la escuela; Mason
(1996) considera que la generalizacién es la sangre, el corazén de las Matematicas,
en cambio Freudenthal (1983) piensa que la sustitucién formal engloba al resto de los
Procesos y, por tanto, es la mejor forma de iniciar su tratamiento. Para otros, el mejor
método de comenzar la ensefianza-aprendizaje del Algebra es desde la perspectiva de
la modelizacién, enfatizando en la fase de formulacién del modelo (Janvier, 1996).

Con este trabajo no pretendemos dilucidar cudl de estas opciones es la mejor,
aunque el estudio de los errores cometidos por los alumnos, en los distintos proce-
sos mencionados, proporciona informacién sobre las ventajas e inconvenientes de
utilizar una u otra forma de introducir el dlgebra en el d4mbito escolar.

El estudio que se presenta tiene como objetivo principal:

'— Analizar y clasificar los errores cometidos por un grupo de alumnos de Se-
cundaria en los procesos de sustitucién formal, generalizacién y modeliza-
cién,

MARCO TEORICO

El estudio de los errores cometidos en la ensefianza-aprendizaje del algebra se
puede apoyar en algunas teorfas de la psicologfa cognitiva. En este sentido, la
mente del alumno no es una pédgina en blanco, el alumno tiene un conocimiento
anterior que le parece suficiente y establece en su mente cierto equilibrio. Por ello,
la principal razén para que se produzca la asimilacién del nuevo conocimiento es
que éste debe tener significado para el alumno, para lo cual, ha de responder a las
preguntas que él mismo se ha formulado. En ningln caso el nuevo conocimiento se
afiade al antiguo, al contrario, le crea un conflicto al alumno, porque le provoca una
reestructuracion nueva del conocimiento total, produciéndose posteriormente una
acomodacién de la estructura anterior, que le permite recobrar el equilibrio perdido.

Los errores aparecen en el trabajo de los alumnos, sobre todo cuando se enfren-
tan a conocimientos novedosos que los obligan a hacer una revisién o reestructura-
cién de lo que ya saben. Como sefiala Matz (1980), «los errores son intentos
razonables pero no exitosos de adaptar un conocimiento adquirido a una nueva
situacién». As{, entendemos que el error va a tener distintas procedencias, pero
siempre, se considerard como un esquema cognitivo inadecuado y no sélo como
consecuencia de la falta de conocimiento o de un despiste.

Abordaremos el estudio de los errores tomando como referencia el marco teérico
descrito en Socas (1997), en el que se consideran tres ejes, no disjuntos, que nos
permiten analizar el origen del error. De esta forma podemos situar los errores que
cometen los alumnos en relacién con tres origenes distintos:

— Obstaculo
— Ausencia de sentido
~ Actitudes afectivas y emocionales
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Consideramos el obstdculo como un conocimiento adquirido, no una falta de
conocimiento, que ha demostrado su efectividad en ciertos contextos. Cuando el
alumno utiliza este conocimiento fuera de dichos contextos, origina respuestas in-
adecuadas (Bachelard, 1938; Brousseau, 1983).

Consideramos que los obstdculos que se presentan en el sistema diddctico pue-
den organizarse del siguiente modo:

Obstaculos Didacticos

Obstaculos
Epistemolagicos

Obsticulos
Cognitivos

La presencia de obstdculos epistemolégicos fuera de los obstdculos cognitivos,
se justifica por la impresiéon de que los obsticulos epistemoldgicos deben su exis-
tencia a la aparicidén y resistencia de ciertos conceptos matematicos a lo largo de la
historia, asf como a la observacién de conceptos andlogos en los alumnos, mds que
a la confirmacién de la resistencia de esas concepcicnes en los alumnos de hoy.
Esta condicidén parece esencial, por la disparidad de las normas que rigen la cons-
truccién del conocimiento matemdtico en la historia y la construccién del conoci-
miento matemédtico en el contexto escolar; el andlisis histérico puede ayudar al
did4ctico en su bisqueda de nicleos de resistencia al aprendizaje matemdtico, pero
no puede, en ningiin caso, aportar por si solo la prueba de la existencia de tal o cual
obstdculo para los alumnos de hoy. Esta diferenciacién se indicard de manera expli-
cita en algunos ejemplos.

Los errores que tienen su origen en una ausencia de sentido se originan en los
distintos estadios de desarrollo (semiético, estructural y auténomo) que se dan en
los sistemas de representacién, por lo que podemos diferenciarlos en tres etapas
distintas:

a) Errores del dlgebra que tienen su origen en ia Aritmética. Para entender la
generalizacién de las relaciones y procesos se requiere que éstos antes hayan
sido asimilados en el contexto aritmético.

b) Errores de procedimiento. Los alumnos usan inapropiadamente férmulas o
reglas de procedimiento.

¢) Errores del dlgebra debidos a las caracterfsticas propias del lenguaje algebrai-
co. Ejemplos de este tipo de error son el sentido del signo «=» en Algebra y
la sustitucién formal.

Los errores que tienen su origen en actitudes afectivas y emocionales tienen distin-
ta naturaleza; faltas de concentracién (excesiva confianza), bloqueos, olvidos, etc.
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Debemos sefialar también que el hecho de atribuir una letra a un niimero desco-
nocido o a un objeto matemitico es necesariamente una sustitucién formal y a su
vez también una generalizacién. El hecho de establecer una relacién entre letras y
ndmeros es, obviamente, una modelizacién en la que la sustitucién formal y la
generalizacién estdn presentes. No obstante, a pesar de esta necesaria e implicita
relacién entre los tres procesos en la cultura matemadtica, consideramos que pode-
mos epistemolégicamente diferenciarlos. En este trabajo, el estudio de errores se
realiza por separado en cada proceso, lo que nos mostrard indicios sobre cuél de
ellos presenta las mayores dificultades,

METODOLOGIA

Para responder al objetivo de investigacién, se disefié un cuestionario con 15
preguntas y 43 ftemes, en torno a tres procesos caracterfsticos del lenguaje alge-
braico: la sustitucién formal, la generalizacién y la modelizacién. El disefio y modo
de construccién del cuestionario, as{ como los criterios de correccién de las pregun-
tas estdn recogidos en Ruano y Socas (2001). El cuestionario se administrd en dos
partes, C1 y C2. La parte Cl, contiene 9 preguntas, con un total de 28 itemes. En
relacién con los procesos en estudio, las 4 primeras estén dedicadas a la sustitucién
formal (13 ftemes) y el resto a la generalizacidn. La parte C2 consta de 6 preguntas
(20 ftemes) donde las 3 primeras estdn relacionadas con la generalizacién y las
siguientes, con la modelizacién.

La muestra elegida fue de 60 estudiantes del IES San Matfas, del Barrio de San
Matfas en La Laguna (Tenerife): dos grupos de 4° de ESO de la opcién B, con 21
y 25 alumnos, respectivamente, y un grupo de 1° de Bachillerato Tecnolégico (14
alumnos), a los que se les administré el cuestionario (C1 y C2). Los alumnos no
habfan recibido instruccién del tema, previa a la ejecucidn de este cuestionario y no
se les proporciond ningtin tipo de ayuda. Se les pasé el cuestionario en dos sesiones
de 50 minutos, una para cada parte, durante su clase de Matemdticas, en dos dias
distintos de los meses de noviembre, diciembre y enero, para los grupos de 4°y 1°,
respectivamente, durante el curso escolar 2001-2002. Tras la correccidn del cues-
tionario la muestra quedé reducida a 43 alumnos (13, 19 y 11 alumnos, respectiva-
mente, en cada grupo) porque algunos sdlo hicieron una de las dos partes del
cuestionario.

Se utilizaron varios procedimientos para el andlisis de la informacién. La
clasificacién de los errores la realizamos ayuddndonos de esquemas de andlisis
en los que se refleja primero, el tipo de error cometido, segundo, los cddigos
de los alumnos, tercero, el ftem en el que han fallado y al final, el nimero
total de errores de cada tipo. En algunas preguntas con respuestas abiertas,
hemos empleado redes sistémicas para la recogida de la informacién utilizan-
do los pardmetros fijados por Bliss y otros (1983), con algunas modificaciones
para ajustarlas a nuestro propdsito. En concreto, en el lado derecho de la red,
hemos incluido un recuadro con el nimero del alumno que ha recorrido cada
itinerario.



ANALISIS Y CLASIFICACION DE ERRORES COMETIDOS POR ALUMNOS... 315

ANALISIS Y CLASIFICACION DE LOS ERRORES

A efectos de mostrar el an4lisis y clasificacién de los errores cometidos por este
grupo de alumnos de Educacién Secundaria, seleccionamos dos de las quince pre-
guntas propuestas: de la parte C1 del cuestionario, la pregunta 1 relacionada con la
sustitucién formal, y de la parte C2, la cinco, relativa al proceso de modelizacidn.

En la pregunta 1 se le pedia a los alumnos que sustituyeran las variables de una
expresion por otras expresiones mds complejas, que resultarian nuevamente variables.

Pregunta 1
1. Realiza las siguientes transformaciones:
a) Sia=2b, jen qué se transforma 5a + 37
b) Sia=0b+ 3, ;en qué se transforma 5a + 3b?
¢) Sia=2b, jen qué se transforma (a + 3) - (3 - a)?
En primer lugar, organizamos los errores de esta pregunta, relativa a la sustitu-
cién formal, atendiendo a si se han producido en la sustitucidn (proceso) ¢ en el
desarrollo y simplificacién de las expresiones. Asi, esquemdticamente, podemos

organizarlos del siguiente modo:

Esquema 1

! 125796101257 @]
1,2,579,6,11,12,57 —(1.b)
- 9]

No uso del paréntesis
J

! (1.a), (1.b), (L.c)
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En este esquema, los nimeros que figuran en el interior del primer recuadro
sobre la flecha representan el niimero asignado al alumno que ha cometido el error
con distintos tipos de letra, normal, negrilla o cursiva segin pertenezcan, respecti-
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vamente, a los grupos 1, 2 6 3. Unido a este rectdngulo se encuentra otro en el que
se indica el item que presenta el error y, por dltimo, en el recuadro tras la flecha, se
muestra el niimero total de errores de cada tipo cometidos.

Una vez organizados los errores, analizamos cudles son los orfgenes de los mismos.

Comenzamos por el andlisis de los errores cometidos al realizar el proceso de
sustitucién formal. En general, los alumnos no parecen tener demasiados problemas
al realizar las sustituciones, pues de las 120 respuestas dadas, sélo ha habido 17
incorrectas. Como era de esperar, el mayor nimero de fallos se produjo en el ftem
(1.b), y el error més frecuente es el de no usar paréntesis donde es necesario. Este
tipo de error suele tener su origen, o bien en una ausencia de sentido, o bien en un
obstédculo. En el primer caso, el uso incorrecto del paréntesis es un tipo de error que
se comete en Algebra y que tiene que ver, en muchas ocasiones, con problemas de
la Aritmética no superados. En el segundo caso, el origen estarfa en un obstdculo
didéctico relacionado con la forma de ensefianza de los paréntesis (Socas, 2001). Al
ensefiar la resolucién de expresiones con operaciones combinadas de nitmeros ente-
ros se suele seguir dos estrategias. En la primera, los célculos se efectian de
«dentro hacia fuera», los paréntesis tienen preferencia y se resuelven en primer
lugar, luego el corchete y finalmente, la llave. Por ejemplo:

345 7-Ga-3+5)+6+4t=—F3+5.-6+6]+at=—{-3+5.7+4}=
=—{-3+5.7+4} =-F3+35+4}=-36

Esto conlleva que cuando se pasa a realizar operaciones en las que intervienen
nimeros y letras, los alumnos sigan el mismo procedimiento, lo que produce erro-
res bien porque se bloquean al no poder resolver paréntesis del tipo, - (a - 2b) + b,
o bien, porque omiten el paréntesis y actdan como si no estuviera. La segunda
estrategia consiste en resolver las expresiones de «fuera hacia dentro», lo que
evitarfa, para el caso del Algebra, que se produjeran errores del tipo anterior.

Otro tipo de error cometido estd relacionado con la necesidad de clausura, error
que generalmente tiene su origen en un obstdculo cognitivo. Algunos alumnos que
estudian dlgebra ven las expresiones algebraicas como enunciados que a veces son
incompletos. Los alumnos no aceptan que una expresién no pueda cerrarse (no dé
un nimero) y que quede, por ejemplo, 10 - b + 3, ven la necesidad de completaria,
de cerrarla y dan como resultado 13 - b. La concatenacidn, esto es, la yuxtaposicidn
de dos o mds simbolos, también suele tener su origen en un obstdculo cognitivo.

La necesidad de particularizar las expresiones algebraicas aparece como un error
que tiene su origen en una ausencia de sentido. El alumno no encuentra sentido al
uso del lenguaje algebraico en determinados contextos, no sabe cémo trabajar con
letras, o éstas no tienen significado para él, por lo que necesita retroceder al lengua-
je numérico, particularizando las expresiones.

Nos fijamos ahora en los errores producidos al realizar el desarrollo de las expresio-
nes tras la sustitucidén formal. Observando el esquema comprobamos que el error més
frecuente es la necesidad de clausura, que ya situamos anteriormente con su origen en
un obstdculo cognitivo. Este tipo de error suele mostrar que el alumno tiene una fijacién
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en el pensamiento numérico y que tiene dificultades para pensar algebraicamente. El
resto de los errores esté relacionado con el uso incorrecto de la propiedad distributiva.
Nuevamente atribuimos este tipo de error a la ausencia del sentido. Se trata de un error
de procedimiento que se debe a que los alumnos usan inadecuadamente una propiedad
conocida. El primero de ellos se ha producido por la extensién de la propiedad distribu-
tiva (que supone dos operaciones) de la multiplicacién en relacién con la adicién, al
caso de la multiplicacién (una sola operacién), asf, 5 (2-b)+3=10+5-b+ 3. Es
posible que este tipo de error esté motivado por la forma de ensefianza-aprendizaje de
las propiedades de las operaciones basicas (suma, resta, multiplicacién y divisién).
Generalmente, se ensefian todas las propiedades juntas, sin hacer hincapi€ en cada una
de ellas por separado y no se profundiza en la necesidad de la existencia de dos
operaciones para que se pueda dar la distributividad, lo que puede llevar a mezclarlas.
En este caso, es posible que se haya confundido la propiedad distributiva con la asocia-
tiva del producto, o bien porque se introducen propiedades como extensién de las ya
conocidas, lo que también genera confusién si no se extrema el cuidado en el proceso
de ensefianza-aprendizaje. El segundo error estd igualmente relacionado con la propie-
dad distributiva, los alumnos tratan de distribuir la multiplicacién respecto a uno de los
factores, en este caso el numérico. Posiblemente este tipo de error se produce por no
reconocer las letras como uno de los sumandos para aplicar la propiedad distributiva, lo
que implicarfa un pensamiento numeérico.

A continuacidn, se presenta en un esquema la clasificacién de los errores come-
tidos por los alumnos en esta pregunta, atendiendo a los orfgenes de los mismos.

Esquema 1.A.

No uso del paréntesis 1,2,3,7.9.6:11,12, ;m
. 10,10 —
F Obstdculo Concatenacién —| 2
Necesidad de clausura 1,4810,19 > }T
Errores con L
origenen | No uso del paréntesis
Aritmética —[ —
Ausencia Particularizacién _—_l._._».; 1
de sentido Usoincorrestadela 479 [
— Procedimiento propiedad distribuliva EI

En este esquema observamos que al «no uso del paréntesis» se le asocia dos
orfgenes diferentes: obstdculo y ausencia de sentido. No obstante, para profundizar
en el andlisis de los origenes de los errores, es necesario realizar entrevistas clinicas
que nos darfan més informacién acerca del proceso seguido por los alumnos al
responder a las preguntas y que nos aportarian mas datos sobre el origen de los
errores. En este trabajo comentamos los datos obtenidos en el cuestionario inicial y
omitimos el andlisis de las entrevistas por lo que conjeturaremos el origen de los
errores a partir de las respuestas dadas al cuestionario.

Por dltimo, presentamos los errores de la pregunta 5 de la parte C2 relacionada
con la modelizacién. En esta pregunta se pretende que los alumnos obtengan y
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apliquen el modelo precio total = precio unidad x nimero de unidades, realizando
previamente la conversién en dos registros simultdneos: precios y frutag,

Pregunta 5

5. En el supermercado un kilo de peras cuesta 125 pesetas; un kilo de pldtanos
60 pesetas, el kilo de ciruelas 325, el kilo de naranjas 210 peserqs y €ada
kiwi cuesta b pesetas. La familia de Ana tiene los siguientes gastos ert frita:
Compran a la semana 2 kilos de peras, p kilos de plitanos, 3 kilos rrtcls de
ciruelas que de pldranos y 6 kiwis.

a) ¢ Podrias decir cudnto gasta la familia de Ana en fruta, en una serrzana?

b) ¢Podrias decir cudnto gasta la familia de Ana en fruta al mes, su paz-ziendo
que todas las semanas consume la misma cantidad de fruta y que rert mes
tiene 4 semanas?

¢) Si el precio del kiwi es de 20 pesetas y compran a la semana 1| kilo de
pldtanos, ;podrias decir cudnto gasta la familia de Ana en frura eri lna
semana?

Dado que esta pregunta admite una respuesta abierta, hemos crefido conveniente
introducir una red sistémica (Bliss y otros, 1987) con las distintas respuestas dadas
por los alumnos, antes de tratar de organizar los errores. Esta nos dard una idea de
cudles han sido los pasos seguidos para llegar a las distintas conclusiones.

En la red (esquema 2) aparecen los distintos caminos seguidos por los alumnos para
resolver cada uno de los apartados de la pregunta propuesta. Para el estudio de los
errores s6lo tomamos los razonamientos erréneos. Asf, con la ayuda de la red presenta-
da anteriormente, podemos organizar los errores como aparece en el esquema 3.

Como se observa en el esquema 3, el error mds repetido es la necesidad de
particularizacidn. Este se ha producido tanto en el {ftem (5.a) como en el (5.b).
Anteriormente mencionamos que la necesidad de particularizar suele tener su ori-
gen en una ausencia de sentido. A pesar de que los alumnos reconocen el modelo,
no encuentran significado al uso de las letras y necesitan retroceder a 1o numeérico
para poder resolver el problema. Otro error bastante frecuente es el cambio de
registro incorrecto. La mayorfa ha fallado al intentar expresar la relacidn entre los
kilos de ciruelas y su precio. Algunas de las respuestas dadas son 3 + 60 - p & 60 -
D, aunque la mds frecuente es considerar los kilos de ciruelas como 3 - p en lugar de
(3 + p). Los errores al realizar tareas relacionadas con la sustitucién formal, comao
es el caso del cambio de registro, suelen tener su origen en una ausencia de sentido,
debida a las caracteristicas propias del lenguaje algebraico. Otros alummos han
considerado que el problema no se puede resolver porque faltan datos. Tal ¥ como
ya hemos indicado en otras ocasiones, la no necesidad de utilizacién de las letras
tiene su origen en una ausencia de sentido y podria implicar que los alumnos
contintian pensando numéricamente. Dentro del grupo de errores que hemos deno-
minado «modelo incompleto» estdn los alumnos que han realizado correctamente
los cambios de registro pero que sélo han resuelto parcialmente el problema, Io
plantean pero no suman los distintos precios de las frutas para calcular el precio
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final. Esta situacién en la que los alumnos interpretan correctamente las diferentes
partes de un todo y luego no las yuxtaponen, podrfa deberse a descuido. Finalmen-
te, un grupo de alumnos tiene el ftem (5.c) mal porque han realizado la particulari-
zacién de los modelos que han obtenido en el item (5.a), y estos modelos no son
correctos, por lo que la respuesta es incorrecta. La confusién de la multiplicacién y
la potencia ha sido un error que se ha repetido en muchas de las preguntas, inde-
pendientemente del proceso con el que estuvieran relacionadas. Consideramos que
este tipo de error puede tener su origen en una ausencia de sentido.

Tal y como hemos hecho con las preguntas anteriores, ahora esquematizamos los
errores cometidos en esta pregunta en funcién de sus orfgenes, en el esquema 4.

Esquema 4.

9,2,6,7,15,16
17,19,11

Particularizacién

... | Confunden muliiplicacién  §
Aritméticat potencia —_—
58,15,1,3,9
Ausencia Faltan datos Akt » 8
de sentido
Debidos a las . o
Errores con aracterfsticas del ___f’_‘z{mbxo de regist 0_____>
origen en lenguaje algebraico !M€Orrecto
Actitudes
13,1,9,11,12,13,1,3
afcclivas y _Modelol e ;{EI
emocionales NeOmpleto

CONCLUSIONES Y VALORACIONES

Encontramos que el uso de los esquemas de andlisis descritos anteriormente, ha
resultado Gtil para organizar los errores cometidos por los alumnos en la mayorfa
de las preguntas. En aquellas en que las respuestas son abiertas, previo a la organi-
zacion de los errores, hemos empleado redes sistémicas que nos ayudan a ver
cudles son los razonamientos seguidos por los alumnos. Ahora bien, estas estrate-
gias que nos han permitido organizar los diferentes errores, no nos permiten identi-
ficar con garantias los distintos origenes de los mismos, es necesario completar con
datos obtenidos mediante entrevistas clinicas con los alumnos que nos proporciona-
rdn detalles sobre el proceso seguido a la hora de responder a las preguntas.

En general los errores dependen de los contenidos de las tareas presentadas y del
proceso, si embargo, hay algunos que se han repetido independientemente del pro-
ceso desarrollado: la necesidad de clausura, la particularizacién de expresiones, el
uso incorrecto del paréntesis y la confusién de la multiplicacién y la potencia.
Parece conveniente prestar especial atencidn a la prevencién y remedio de estos
errores en el tratamiento del Lenguaje Algebraico, fijindonos principalmente en el
origen de los mismos.
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Otros muchos errores tienen su origen en una ausencia de sentido, en algunos
casos son errores que estdn relacionados con cuestiones que han quedado sin resol-
ver en la Aritmética. De aqui que sea importante identificarlos para tratar de corre-
girlos en el dmbito aritmético y que no sean un problema afiadido a la hora de
introducir el Algebra.

Determinado el origen del error, las estrategias de remedio van dirigidas a
superar un obstdculo, a dar sentido a los objetos mateméticos o a crear una
actitud racional hacia las Matemadticas. Para dar sentido a un objeto matematico
no es suficiente con mostrar un contragjemplo, cosa que los profesores hacen
usualmente, por eso, parece razonable recurrir también a otras situaciones que
creen esquemas ficiles de recuperar, por estar apoyados en distintos sistemas de
representacion y no solamente en argumentos formales. La superacién de los
obstdculos es ciertamente dificil puesto que el conocimiento que tiene el alum-
no le ha sido 1til en miltiples ocasiones, ain asf, su aparicién es interesante, ya
que su superacién va a implicar la adquisicién de un conocimiento nuevo y
mejor.

En definitiva, independientemente del origen del error, la superacién del mis-
mo, requiere una participacién activa del estudiante. Para ello, el profesor debe
provocar conflicto en la mente del alumno, a partir de la inconsistencia de sus
propios errores, y, buscar estrategias para gue participe activamente en la resolu-
cién del conflicto, sustituyendo los conceptos falsos por la comprensién concep-
tual adecuada.
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