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Resumen

Se propone un procedimiento practico para obtener una solu-
cién particular correspondiente a un sistema homogéneo de ecuacio-
nes diferenciales, ordinarias, lineales, de primer orden y con coefi-
cientes constantes. Este procedimiento puede aplicarse a estudios
relativos a la cinética de la fase de transicion de sistemas enzimaticos
y otros modelos multicompartimentales.

Summary

A practical procedure in order to find a particular solution corres-
ponding to a homogeneous system of differential, ordinary, linear,
first order and with constant coefficients equations is proposed. This
procedure can be applied to studies dealing with transient phase
kinetic of enzyme systems and other multicompartment models.

1. INTRODUCCION

Los modelos multicompartimentales son aplicables a muchos
aspectos de la Quimica, Biologia, Bioquimica, Fisica y Farmacologia
(Hearon, 1963; Rescigno, 1964, Rescigno, 1965; Wagner, 1975;
Nimmo, Bauermeister & Dale, 1981; Nguyen &Wood, 1982). Los
estudios cinéticos de estos modelos requieren obtener una solucion
analitica particular de un sistema homogéneo de ecuaciones diferen-
ciales, ordinarias, lineales, de primer orden y de coeficientes cons-
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tantes. A partir de la solucion analitica y utilizando los datos experi-
mentales pueden determinarse los pardmetros cinéticos.

La mayoria de las reacciones enzimdticas se estudian suponiendo
condiciones iniciales que permiten considerar el correspondiente
conjunto de especies enzimaticas como un modelo multicomparti-
mental (Hearon, 1963; Hijazi & Laidler, 1974; Darvey, 1977; Gélvez
& Vardn, 1981). La solucién analitica del correspondiente sistema
de ecuaciones diferenciales lineales da la concentracion de cada
especie enzimdtica como una funcién del tiempo. A partir de aqui, la
obtencion de la concentracion de un producto particular que se
obtenga a partir de una o mads especies enzimaticas se obtiene facil-
mente mediante una integral inmediata.

Hasta ahora, todos los modelos enzimaticos, estudiados de una
forma general, son tales que en la matriz correspondiente al sistema
de ecuaciones diferenciales lineales se verifica que cada elemento de
la diagonal principal esigual, en valor absoluto, a la suma de los otros
términos de la misma columna. Ademas, se supone arbitrariamente
que los valores propios de esta matriz que no sean nulos, son simples.

Hay muchos sistemas enzimaticos que evolucionan de acuerdo
con un sistema de ecuaciones diferenciales lineales cuya matriz no
tiene las propiedades anteriores con respecto a los elementos de la
diagonal principal y, por lo tanto, no pueden aplicarse a estos siste-
mas enzimaticos las ecuaciones generales dadas en la literatura (Dar-
vey, 1977; Gélvez & Varén, 1981). Ejemplos importantes de estos
sistemas enzimaticos son las reacciones de activacion de zimégenos
(Varon et al., 1986) y aquéllos en los que la enzima libre estd en
exceso respecto de su sustrato (Hijazi & Laidler, 1972; Galvez et al.,
1983; Tudela et al., 1987; Varon et al., 1987).

El objetivo de este trabajo es proponer un procedimiento para la
obtencion de una solucién particular de los anteriormente menciona-
dos sistemas de ecuaciones diferenciales lineales, correspondientes a
un sistema enzimatico sin hacer restricciones ni con respecto a la
naturaleza de su matriz ni con respecto a las multiplicidades de los
valores propios de esta matriz. Este procedimiento es también apli-
cable a cualquier otro sistema multicompartimental.

2. NOTACION
En adelante utilizaremos la siguiente notacion:

n: nimero de especies enzimaticas (en general, nimero de compar-
timientos).

x; (i=1,2,...,n): una funcién del tiempo, t.

x° (i=1,2,...,n): valor de x; para t=0.

x{™ = derivada m-ésima de x; (m=0,1,...; x,®) = x;).



X: matriz columna n x 1 cuyo elemento i-ésimo es x;.

X’: matriz columna n x 1 cuyo elemento i-€simo es x°.

X(m): matriz columna n x 1 cuyo elemento i-ésimo es x;°.

K: una matriz constante y cuadrada de orden n.

K;: elemento de la matriz K de la i-ésima fila y de la j-ésima columna.

n
Cy = E KIJ 1)
=1

1)

I: matriz unidad de orden n.

K": potencia m-ésima de K (m=0,1,...; K' = I.

B,: matriz fila 1 x n cuyos elementos son todos nulos excepto el
i-ésimo, que es la unidad.

B,=B_ K (j=12,..n).

g: namero de valores propios diferentes de la matriz K.

(h=1,2,...,q): un valor propio de la matriz K.

r, (h=1,2,...,q): multiplicidad de »..

s.=n ot . b 41 (h=12,...458 = 1)

Ahp: (h=1,2,....q; p=1,2,..., r,—1) una matriz columna n x 1
cuyos elementos son funcion de t.

Fia=1

t
GBn(t) = ¢ Anptrre ™ th=1,2,...,q) (2)

G,(t)™: derivada m-ésima de G,(t) (m=0,1,...; Gh(t)“" = Gy(1)

G, ()™ (0): valor de G,(t)™ para t=0.

D: determinante de orden n cuyo elemento de la i-ésima fila y de
la (s, + p)-ésima columna (h=1.2,...,q; p=0,1,..., t—1)es

sii<p + 1, elelemento es 0. Por ejemplo, si », »= y »= son los valores
propios de la matriz K, siendo sus multiplicidades r,, r, y r;, respecti- 187
vamente, entonces:
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3. TEORIA

Sea el sistema homogéneo de ecuaciones diferenciales, ordina-
rias, lineales, de primer orden y de coeficientes constantes:

X612 = KX (S5)

El método de la transformada de Laplace nos permite escribir:

q
X = > Galt) Ch=1,2,..0,q) 6)
h=1

Para encontrar la solucion particular correspondiente a las condi-
. ] = 0 . .
ciones iniciales dadas por X' procedemos como sigue. De la ecuacion
(5), resulta:

q
Wem e S GGt fisme
h=1

m=0,1,...5 h=1,2,..0,q9) (7)



Si tenemos en cuenta que los elementos de la matriz K son constan-
tes, es facil verificar, por recurrencia, que

Xem> = KmX 8)

y la ecuacion (7) puede escribirse como:

a ;
KmX =S @actacme (m=0,1,...5 h= 1,2,...,9) (3)
h=1

Por otra parte, es facil demostrar, utilizando dlgebra elemental, que:

m
Gn(t)em>(0) = > CenimPrp TP (aam
: p=0

siendo

p!(;) sip € rml
1)

Cm,p

0 sip ?»ra-l

Obviamente, sim < r,—1, el nimero de términos del segundo miem-
bro de la ecuacion (10) esm + 1y sim» r,—1, este nimero es r,.

Si ahora en la ecuacion (9) m toma los valores 0,1,...,n—1, y para
cada valor de m hacemos t=0, se obtiene, teniendo en cuenta la
ecuacion (10), un sistema no homogéneo de ecuaciones lineales,
cuyas incOgnitas son las matrices columnas n x 1 Ay,
(h=1.2,...,q; p=0,1,...,1,—1). Usando la regla de Cramer, la solu-
cién de este sistema es:

Anp = Ash+px=/A Ch=1,2,.00,Q; P=0y1,eee,rn=1) (12)

Aqui A es el determinante de los coeficientes de las incognitas del
mencionado sistema y As +p es el determinante A, en el que la
columna (s,p)-ésima ha sido sustituida por la columna

K= 13
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Es inmediato demostrar que

q rn—1
Amie [ 1] [ 9ean c14)
h=1 j=0
y que
1 q ra—1
= _._._,l ! I I j ¢
A pT h=1 j=0 IO 4p 5

siendo D, . el determinante que resulta si en D la columna
(s,+p)-€sima es sustituida por la columna (13).

Las ecuaciones (14) y (15) permiten escribir la ecuacién (11)
como:

o
Anp= %"S—x (h=1,2yc2esP; P=0y1ye0c,rn—1)  (16)
Notese que tanto As,, como Ds, . son matrices cuadradas de or-
den n.

La ecuacion (16) posibilita calcular las matrices A, y, por tanto,
la solucidn particular de la ecuacion (5) correspondiente a las condi-
ciones iniciales X°.

Para asegurar la validez del método es necesario probar que los
determinantes como el' D son no nulos. En el Apéndice demostra-

mos que estos determinantes pueden expresarse como:

q
D = [ =yt (D=1 si g=1) (17}
u,v

uxv

y como u # v, estd asegurado que D # O. Por ejemplo, el determi-
nante (4) esigual @ ra-—» )2 (ra—2 18 (ra—22)=.

4. RESULTADOS Y DISCUSION

En este trabajo proponemos un procedimiento alternativo para
la determinacion de soluciones particulares de un sistema homogé-
neo de ecuaciones diferenciales lineales, de primer orden y de coefi-
cientes constantes, a partir de la matriz K del sistema, del determi-
nante D y de las condiciones iniciales, sin hacer restricciones res-
pecto a la naturaleza de la matriz K ni a las multiplicidades de sus
valores propios.

Nosotros utilizamos el método de la transformada de Laplace
para obtener la expresion general de la solucion del sistema de ecua-
ciones diferenciales y, a partir de aqui, desarrollamos nuestro propio
procedimiento para la determinacién de las soluciones particulares.



Los resultados obtenidos son aplicables para resolver analitica-
mente cualquier sistema de ecuaciones diferenciales como el descrito
y como la evolucién con el tiempo de los modelos multicomparti-
mentales viene descrita por sistemas de estas caracteristicas (Hea-
ron, 1963), creemos que este trabajo es util para el tratamiento de
estos modelos, en particular para las reacciones enzimaticas.

En aquellos casos en que no estemos interesados en obtener una
solucién particular completa del sistema (5), sino solamente en la
obtencién de la dependencia con t de x, (el elemento i-ésimo de la
matriz X;i=1,2,...,n), la tarea puede simplificarse sustituyendo en la
ecuacion (16) las matrices cuadradas, I, K, K?,...,K"~! por las matri-
ces fila By, B, B,,,...,B, ,; definidas en la seccién de notacion, obte-
niendo de esta forma el elemento i-ésimo de las matrices columnas
Ay

Darvey (1968 y 1977) ha dado férmulas cinéticas explicitas para

la fase de transicién de una reaccion enzimatica general en la que
todas las transformaciones entre especies enzimaticas son reversi-
bles, teniendo por lo tanto la matriz K las siguientes propiedades:

Kas £j=1,2,...,n) ¢ O 18>
e P i s RN ot R (S PR SR =~ 19
IKsy51 = €45 (para todo j; j=1,2, ...,nl 200
K es irreducible (21)

En estas condiciones K tiene un, y sélo un, valor propio nulo,
siendo la parte real de todos los demas negativa. En estos estudios se
considera también que los n—1 valores propios no nulos de K son
simples. Posteriormente, Gélvez & Varén (1981) extendieron el tra-
tamiento de Darvey para hacerlo aplicable a més reacciones enzima-
ticas, tales como reacciones enzimdticas con etapas de inactivacion o
de inhibicién irreversible. En este dltimo tratamiento, las propieda-

des (19) y (20) de la matriz K se mantienen, pero las propiedades (18)
y (21) deben sustituirse por:

Raa €3=1;2, ..,n) < 0 (22)

K es reducible o irreducible (23)

En estas condiciones K tiene un valor propio nulo cuya multiplici-
dad, c, que se determina inequivocamente, puede ser mayor que
uno. Los demds n—c valores propios se suponen simples y tienen la
parte real negativa. 191

Sin embargo, hay un gran nimero de reacciones enzimaticas,



tales como las reacciones de activacion de zimégenos o aquéllas con
exceso de enzima libre con respecto a su sustrato, para las cuales no
se verifica la propiedad (20) para uno o mas valores de j. A estas reac-
ciones no pueden aplicarse las formulas explicitas generales deduci-
das por los autores anteriormente mencionados. La cinética de la
fase de transicion de tales reacciones debe estudiarse de una forma
individualizada (Kaserra & Laidler, 1970; Hijazi & Laidler, 1972;
Gilvez et al., 1983; Vardn et al., 1986; Tudela et al., 1987).

El procedimiento préctico propuesto en este trabajo da féormulas
explicitas para obtener la concentracion de las especies enzimaticas
como una funcién del tiempo siempre que el sistema de ecuaciones
diferenciales que describe su evolucion sea lineal, sin restricciones
respecto a la naturaleza de la matriz K ni respecto a las multiplicida-
des de sus valores propios. Los anteriormente mencionados estudios
generales son casos particulares del realizado en este trabajo.

Casos Particulares.

La ecuacion (15) puede transformarse en otras mas sencillas para
cada uno de los posibles casos particulares que surjan de la natura-
leza de la matriz K y de las multiplicidades de sus valores propios.
Por ejemplo, consideraremos el caso en que todos los ¥alores propios
de la matriz K sean simples. En este caso se verifica:

g =n
i = r=z = =rm =1

Sn = h (240
p = 0 para todo valor de h

y las ecuaciones (5), (1) y (17) se transforman en:

X = Gn (t) 25)
h=1
GL(t) = Ahoeiht C26)
o
Ao = —DI‘DX— Ch=1,2,...n) (279



siendo D el siguiente determinante de Vandermonde:

1 - N R TR ¢
B >z . >
),‘2 }.’az ;hz
D = . 287
)lnﬂi )\zn—l_ ),'_‘r\—l
y, por lo tanto, D, (h=1,2,...,n) es
h-tsima columna
N
1 1 SArE LA ST 1
1 P K P
b 2aT v K= o =
D = : = : £ r (=125 =50
(29
b Plalac DT TR . o =R b

Si desarrollamos D y D, , la ecuacidn (27) se transforma, después de
simplificar, en

]_] G~ )

i=1
Ao = i:h Xe (30>
T Jow - 20
1z
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APENDICE

Sea D ( »,rii*asras...s>ara ) el determinante D definido en la
seccion de notacion donde hay r; columnas en las que »: estd involu-
crado, r; columnas en las que »= estd involucrado,..., ry columnas en
las que » estd involucrado. Para demostrar la ecuacion (17) proce-
demos como sigue:

1) Restamos de cada fila del determinante D ( >, ras2=iray ...,
»=,7a) la precedente multiplicada por »., con lo que se anulan todos
los elementos de la primera columna excepto el primero, que sigue
siendo la unidad.



2) A continuacion, desarrollamos el determinante resultante.
utilizando los elementos de la primera columna y sus correspondien-
tes adjuntos, resultando un determinante de orden n—1. cuyas pri-
meras 1,— 1 columnas coinciden con las r;—1 primeras del determi-
nante D ( >, ra522,r2, ..., 2, ) excluidos, naturalmente, sus ulti-
mos elementos.

3) Sacamos de cada (s,—1)-ésima (h=2,3,...,q) columna de este
nuevo determinante el factor comin  », - »,, y resulta:

q
Dixa, Y152z, 2jeaijrqrlal = El ili.>~.-. = ) CALD

=2

donde E es un determinante de orden n—1 resultante de esta etapa.

4) A continuacion, restamos de cada (s,—1+p)-ésima
(h=2.3,...,q., perosir, = 1, h debe tomar el siguiente valor posible;
p=1.2,...,r,—1) columna del determinante E la anterior y sacamos
de cada nueva (s,—1+p)-ésima (h=23,....q; p=1.2,....n,—1)
columna resultante el factor comin », - ~, y resulta:

q
=1 4
E = Dc%;,\';“li}\g,l‘ni--.;)\:,1")' (> — A,Iirh (AZ)

h=2

y de las ecuaciones (Al) y (A2) se obtiene:

q
o ! "
Dixy,rajra,fajeajXgqyral = D, ra—1j2z,Y=2y... 321" a’ If.}», - ) e

h=2

(A3

5) Si repetimos las etapas 1), 2), 3) and 4) con D ( x,ra-t152e,ra,
---1>™astq ), S€ Obtiene:

q :
Dlxiy¥a=1idaytaps -~ 52 Ta? = DEX ¥ 1=25 32, Y= i o Par e (o — ,\ur'”'
h=2

CA4)

y asi hasta un total de r, veces, de modo que resulta:

[ o - "] 195

h=2

Dixa,raijrayraj-ecjrgyral = Dlda,ray... 02y a’

(AS) ——
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6) Procediendo con el determinante D ( »=sr=i---i>,ra) de
idéntica manera que con el determinante inicial, se obtiene final-
mente,

q
D, Fajra,taj - idqpral  Didg,ral (2 — 20

L, v

urv

Falw

(AED

El determinante D ( »=.7=) es triangular inferior, siendo los elemen-
tos de su diagonal principal iguales a la unidad y, por lo tanto:

Dirgsra) = 1 CAT)

con lo que la ecuacién (A6) se transforma en la ecuacion (17).
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