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EI problema que aqui se considera puede introducirse con el 
siguiente caso particular: 

Considerese el sistema 

+ a x mn n 

de m ecuaciones lineales con n incognitas, en el que estas correspon­
den a los valores desconocidos que toman en un determinado 
momento unas variables de un sistema Fisico (intensidad de una 
corriente electrica, desplazamiento de un cuerpo , etc.). mientras 
que los terminos independientes bj proceden de las lecturas de unos 
aparatos de medida (vollimetros , amperimetros. dinamometros , 
etc.). Se supone que los coeFicientes ajj son constantes. es decir , que 
no varian Los parametros del sistema Fisico (resistencias. coeficientes 
e lasticos de los muelles , etc.) 

Con notacion matricial mas comoda se puede representar el 
si tema (I) por 

A.x = b ( 1 • ) 

donde [on .. 
. :'" 1 r' [~: A b x = • 

ami x mn n 
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son matrices respectivamente de R (m.o), R (o.l ) y R(m.l ) 

Puede ocurrir que el sistema de ecuaciones considerado sea te6ri­
camente compatible pero con los terminos independientes obtenidos 
empiricamente sea incompatible. En este caso es razonab1e pensar 
que existe un error en las lecturas realizadas en los medidores y que 
los terminos independientes han de ser distintos a los bi obtenidos 
experimentalmente, aunque esten pr6ximos a ellos. En esta situa­
ci6n hay que buscar unos b)' , ... , bm ' (0 un vector b') que hagan com­
patible el sistema (1) separandose 10 menos posible de los bj, ... , bm' 
Esta ultima intenci6n conviene precisarla mas. Normalmente se 
intenta hacer minima la sum a de los cuadrados de los errores 
(b)-b)') ' + (b2-b2')2 + ... + (bJll - bm')', 0 a veces 1a suma ponde­
rada de los cuadrados de los errores p).(b1-b j ')' + P2.(b2-b2')' + 
... + Pm·(bm -bJll')' donde los Pi son todos numeros reales mayores 
de cero. En cualquiera de estos dos casos, hacer minima la expre­
si6n indicada es equivalente a hacer minima su raiz cuadrada , es de­
cir, las expresiones anteriores se hacen mfnimas cuando y s6lo cuan­
do se hacen minimas J(b,+bi)2 • . .. +(bm-Ur:/ en el primer caso 0 

JP1(bl-bil2 •. • Pm(bm-b~)2 en el segundo. 

Si en R m se considera e1 producto escalar usual definido por 

(xly) "" xIYl+x2Y2+ : .. +xmYm 

asf como su norma asociada 

Ixl2 : ~ = Jx~+x;+ .. . +x~ 
en tonces la expresi6n Jlb1-bi )'.,. "Ibm-b,;/ es igua1 a IIb-b'1I 2, 
es decir, la distancia euclidea entre b y b'. 

Delmismo modo. si en R'" se consideran el producto escalar defi­
nido por 

(xly) , 

y su norma asociada 

lxi' ,,~ "Jplx 'i+P2x~+ "'+Pmx! 

entonces la expresi6n J P,I b, -bi )' •.. . 'Pm l bm -b,;/ es igua1 a II b-b'II' 
que es la distancia entre b y b' derivada de 1a norma 11 .11'. 

PO l' tanto, estos dos casos particulares citados se pueden incluir 
en el problema general que consiste en encontrar un b' < Rm (identi­
ficando R'" can R (o", )) que cumpla las dos condiciones siguientes: 

a) EI sistema A.x = b' es compatible. 
b) Para todo c" R'" tal que A.x = c es compatible se cump1e 

226 II b-b'll, li b-el i, siendo 11 .11 una norma asociada a un producto esca­
lar en RIll. 



La eleccion de una norma u otra , 0 del producto escalar , suele 
depender de consideraciones f[sicas y de la precision y fiabilidad de 
cad a uno de los medidores . 

Es claro que el conjunto formado por los c" Rm para los que 
A.x = c es compatible es un subespacio vectoria l (lm(A) 0 Sp(A)) 
generado por AI , Az, ... , An (columnas de A) ya que 

(Esto significa que A.x = c es compatible si y solo si c es combina­
cion lineal de las column as de A. Esto ultimo eq uival e a que el subes­
pacio generado por las columnas de A , L[AI , ... ,An] = Tm (A), ye l 
subespacio L[A j , ... ,An ,c] generado por A I, '" ,An,c son igllales. Y 
esto a su vez es cie rto si y solo si los dos tienen la misma dimension 
(ya que uno est a conten ido en el otro). Como el rango de A. rg(A) , 
es igual a la dimension de L[A j, . .. ,An] Y el rango de la matriz 
ampli ada (A/c) 10 es a la dimension de L[AI , .. . . An ,c] , este senci llo 
razonamiento demuestra que 

A.x = c es compatib le ~ rg(A) = rg(A/c) 

que es el enllnciado del conocido teorema de ROliChe-FrobenillS). 
Ademas para cualquier producto escalar que se considere, el teo­

rema de la proyeccion ortogonal asegura que dados un vector b, Rm 

y un subespacio vectorial [meA) existe un unico elemento b' Im(A), 
tal que V c f [meA) se cumple que II b- b 'II < II b-cll . y este b' es e l uni co 
punto de la interseccion de Tm (A) y b + (lm(A))k. La norma 11.11 es 
la asociada al producto escalar considerado. EI vector b' se ll ama 
proyeccion ortogonal de b sobre Im(A). 

Por consiguiente, las condiciones a) y b) antes mencionadas equi­
valen a la sigui ente : 

b' es la proyeccion ortogonal de b so bre Im(A) 

A continuacion se describe un metodo para determinar esta pro­
yeccion ortogonal b'. Con el fin de facilit ar su comprension se supone 
en primer luga r que el producto escalar es e l usual y posteriormente 
se considera el caso ge neral de un producto escalar cualquiera. En 10 
que sigue r = rg(A), y se supone que 0 < r < m, pues los casos exlremos 
con r = 00 r = m son triviales ya que 

r =Q ~ A=Q ~ b '=Q 

r=m ~ Im (A)=Rm ~ b ' =b 

l. A partir de la matriz A se hace n trans formacion es elementa-
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les' con sus columnas hasta obtener otra matriz Ben la que sus r pri­
meras columnas son linealmente independientes y las nor restantes , 

A = [::: :::J "<. •. [+1 
si existen , son nulas. Ademiis la submatriz formada por las r primeras 
fila s y r primeras columnas de B ha de ser la matriz unidad Ir (esto 
s610 es posible si las primeras r filas de A son linealmente indepen­
dientes; de 10 contrari o , para conseguirlo hay que intercambiar las 
ecuaciones , y por e llo las fi las de A). La submatriz formada por los 
e lementos de las m-r ultimas fila s y las r primeras columnas de B la 
representamos por C, por tanto CER(m·u ). 

Es claro , por la forma de obtener la matriz B , que las columnas 
de la matri z 

ge neran el mismo subespacio que las columnas de A , es decir gene­
ran el subespacio Im(A). 

2. COll siderese la matriz 

D = [Icr II:::] € R(m,m) 

donde 'c es la traspuesta de C e Im_r es la matriz unidad de orden m-r. 
La matriz 0 es in vertib le ya que: 

det( D) = ~
r -tc. 

C I 
m-r 

det(I +c.tC) 
m-r 

Para toda matriz C, C. tC es semidefinida positiva e Im.r+C. tC es 
definida positiva (los valores propios de Im_r+C. 'c resultan al sumar 
la unidad a los valores propios de C. tC, Y por tanto son estrictamente 
positivos) . 

Por ello det(D) = det(lm.r+c. tc) ,0 . Esto significa que la matriz 
D es invertible y sus co lumnas forman una base de Rm. 

228 (*) Las transformaciones clementales son: intcrcambiar dos columnas. multiplicar 
llna de elias por un cscalar no nulo. 0 sumar a una otra multipl icada por un escalar. 



Ademas 

10 que significa que las columnas de 

F = [: tc ] 
m-r 

son ortogonales con el producto escalar usual a las co lumnas de 

E = [I; J 
y puesto que estas forman un a base de Im(A), las co lumnas de F fo r­
man una 'base de su ortogonal (Im(A)).l . 

3. Considerese ahora el sistema compatible determinado 
(2 ) 

La expresi6n (2) eq uivale a la siguiente 

[:r] '¥l + [r-m
t

_

C
J¥2 = b 

( 3) 

en la que el primer sumando del termino de la izq uierda pertenece a 
Im(A) y el segundo sumando a (Im(A))~. Esto significa que la pro­
yecci6n ortogonal b' de b sobre Tm (A) y la proyecci6n ortogonal b" 
de b sobre (I m(A)) .L son: 

b' = [r; J . y 1 

( 4 ) 

donde Yt e Y2 corresponden a la soluci6n del sistema (2). 
Por ello , para determinar b ' 0 b" basta hallar Yt 0 Y2 respectiva­

mente. Ademas , al conocer uno de ellos , b' 0 b", se obtiene inmedia­
tamente el otro , ya que b'+ b" = b. 

4. Para calcular Yl 0 Y2 se puede pro ceder del siguiente modo: 229 
Multiplicando por la izquierda los dos miembros de la igualdad 



(3) por [J, I 'CJ y por [-C I Im_,l se obtienen 
t - - t -

(I
r

+ c.C)'Y1 b 1+ C.b2 
t - - -

(Im_r+C. C)'Y2 = b2 - C.b 1 

( 5) 

Las matrices (I, + 'C.C) EO R lu ) Y (lm-, + C. 'C) € R(m."m.,) son 
simetricas defin idas positivas, por 10 que para determinar b' a traves 
de Y 1 0 Y2 basta resolver un sistema de Cramer con matriz de coefi­
cientes simetrica definida posi tiva y de orden el minimo de r y m-r 
(que siempre es menor 0 igual que; ), Asi por ejemplo , si e l numero 
de ecuaciones de l sistema inicial ( I) es m = 10 Y e1 rango de la matriz 
A es r = 8, e l orden del segundo sistema de (5) es 2, Resolviendolo 
se obtiene Y2 , y por (4) se conoce boo, y b' = b-b" , 

En resumen , cuando el producto escalar es el usual , un metodo 
para obtener la proyeccion orlogonal b' de un vector b Rm sobre e l 
subespacio Im(A) consiste en: 

I) Obtener C , y de paso tambien r, como se indica en 1. 
II ) Si r < m-r. resolver el primer sistema de (5) 

t - - t -(I r + C,C)'Y
1 

= b
1

+ C.b
2 

Y obtener b' como se indica en (4) , 

b' = [Icr ]. y 1 
Si r , m-r , reso lver el segundo sistema de (5) 

t - - -
(Im_r+C. C)'Y 2 b 2 -C.b 1 

obtener b" como se indica en (4) : t 

b" = [~]'Y2 
y hacer b' = b-b", m-r 

Si se considera el caso general de un producto escalar cualquiera 
en R"' e l contenido de l punto I anterior sigue siendo valido , pem en 
e l punto 2 la matriz 0 hay que construirla de otro modo, Si Pes la 
matriz de l producto escalar respecto de la base canonica de Rm se 

p",d, ,"'d':" ~" [:;'I'~ ~ [:::: ir';:': .'.j 
donde las matrices E y F son las mismas del punto 2 anterior. 

230 Las columnas de E siguen formando una base de Im(A) y las 
m-r columnas de P-lF son lineal mente independientes, porque 



10 son las de F , y ademiis son ortogonales a las de E, ya que 
'E. P .(P- l F) = 'E.F = O. por 10 que pertenecen al subespacio 
(Im(A)).l. que es de dimension m-r. Por consiguiente , las columnas 
de P- l.F fo rman un a base de (Im(A))~y las de la matriz D' un a base 
de Rm, 10 que significa que D' es invertible. 

Si en el punto 3 anterior consideramos un sistema de ecuaciones 
aniilogo al (2) pero sustitu ye ndo la matriz D de coeficient es porIa 
D ', la expresio n (3) quedaria 

13' ) 
- -1-

E'Y 1 + P .F'Y2 = b 

Por ser D' inve rtible . existen un os unicos YI e Y2 quc cum plen la 
condicion (3'). Como ade miis E'YI pertenece a Im (A) y P- 1.F·Y2 
pertenece a (Im(A))-'-, resulta que la proyeccion ortogona l b' de b 
sobre lm (A) y la b" de b sobre (Im(A)).!. son 

-1 -
b" = P .F'Y2 (4' ) 

Igual que en el caso anterior, para determinar b' 0 b" es suficiente 
hallar respecti vamente YI 0 Y2, y conocido uno de e ll os e l otro se 
obtiene inmedi ata mente ya que b'+b" = b. Para ca lcul ar YI e Y2 se 
puede proceder de l siguiente modo: mullipli cando por la izquierda 
los dos miembros de (3') por 'E. P Y por 'F sc obti enen 

t - t 
(E.P . E) ' Y

1 
E.P.b 

t -1 - t - -
(F.P .F) 'Y

2 
= F.b = b

2
- C.b

1 

(5 ' ) 

Aqui volvemos a tener dos sistemas con mat rices de cocficientcs 
simetricas definidas positivas ('E .P.E es la matriz de Gram de las 
co lumnas de E, que son linealmen te independientes , mientras que 
'F. p- l.F = ('F. P- l). p .(P- l.F) = '(P- l.F).P.(P- l.F) es la matriz de 
Gram de las colu mnas de P-l.F que tambien son linealmente inde­
pendientes. La ultima igualdad es cierta porq ue Pes si metrica y por 
tanto tam bien 10 es P- l). Ademiis 'E. P.E . • Rlu)"'F.P - l.F .oRI"",.m.,). 

Observese que los sistemas indicados en (5) y en (5 ') co in ciden 
cuando e l prod ucto escalar es e l usual. ya que en este caso la matriz 
Pes la unidad I. 

Resumiendo, e l metodo expuesto para ca lcul ar la proyeccion 
ortogo nal b' de un vector b de R'" sobre el subespacio Im (A). cuando 
la matriz respecto de la base cano nica del producto escalar conside­
rado en R '" es P, consiste en: 

I) Obtener C , y almismo tiempo r , como se indica en e l punto 
1. Las matrices E y F indicadas en 2 se obt ienen inmediatamente a 
partir de 13 C. 

231 
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II ) Si r < m-r , resolver el primer sistema de (5') 
(,E. P.E).YI = IE.P.b 

Y obtener b' a partir de (4') : b' = E.Y I. 
Si r > m-r, resolver el segundo sistema de (5') 

(,F. P- I.F).Y2 = o2-Col 
obtener b" a partir de (4') : b" = p- l.F. Yz 
y hacer b' = b-b". 

Nota: Si el problema se plantea para hallar la proyecci6n ortogonal 
de un vector b sobre un subespacio del que se conoce un sis­
tema generador (no es necesa rio que sea base) , se puede ope­
rar del mismo modo construyendose una matriz A , en la que 
las co ltimnas sean los elementos del sistema ge nerador conoci­
do. 
Un paso importante de este metoda consiste en la obtenci6n 
de una base de (Im(A))-'-que estii [ormada por las columnas 
de la matriz P- I.F (0 de F si el producto esca lar es el usual ). 

Ejemplo, 
Dadas las matrices 

2 -1 0 0 0 1 

-1 2 -1 0 0 0 

A 
0 - 1 2 -1 0 

b 2 

0 0 -1 2 -1 1 

1 1 -1 0 0 3 

- 1 1 1 -1 0 0 

determfnese la proyecci6n ortogonal b' de b sobre el subespacio de 
R6 generado por las columnas de A , en los dos casos siguientes: 

a) con el producto escalar usual , 
b) con el producto esca lar definido por 

(xly) = xlYl+x2Y2+x3Y3+2x4Y4+2xsYS+2x6Y6 

Soluci6n: 
Haciendo transformaciones elementales con las columnas de A 

se lI ega a la matriz 
1 0 0 0 0 

0 1 0 0 0 

0 0 1 0 0 

B 
0 0 0 1 0 

1 1 0 0 0 

0 1 1 0 0 



luega: 

En el casa a) : (P= J) 

boo 
F'Y2 

En el casa b) : 

1 0 0 0 

0 1 0 0 

0 0 1 0 
p 

0 0 0 2 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

t F . p -1. F [ ~ 1 

5 
2 

m-r = 2 

-1 

0 

1 

0 

1 

-1 

0 

0 

0 

0 

2 

0 

] 

o 
1 

0 

0 

0 

0 

0 

2 

~ ] 

[ ~ 

Y2 

b' b-b" 

1 0 

0 1 

p-1 
0 0 

0 0 

0 0 

0 0 

~ ] 'Y2 [ -: ] 

F 

2 

o 
1 

1 

2 

1 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

.-

0 

0 

0 
1 

-1 0 

-1 -1 

o -1 

o 0 

1 0 

o 1 

0 

0 

0 

0 2 1 
0 2 
0 0 

0 

0 

0 

0 

0 
1 
2 

Y2 : I -i) 233 , 
l 
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4 'I 1 -j 3 
0 0 

4 2 

-1 - 3 3 
b " P .F ' Y2 0 

b' b-b" 
1 

2 7 
3 3 
2 2 

-3 3 

NOTACION 

Rm .. Espacio vectorial de las m-uplas de numeros rea les. 
Rlm ... ) _ Espacio de las matrices de m filas y n columnas con elemen-

tos reales. Aquf se identifican Rm y Rlm.l ) 
tA._ Matriz traspuesta de la A. 
A I, ,,. ,An'- Columnas de la matriz A. 
Im(A) = L[A t ' ''. ,Anl subespacio de Rm generado por las col umnas 

de A E. RIm ... ). Se llama Imagen de A , idenlificando la matriz A 
con la aplicacion lineal de R" en R m tal que la imagen de cada 
x eRnes A.x. Rm, 

(Im(A))~.- Subespacio ortogonal de Tm(A) . 
. - Si Y solo si (0 equ ivale a). 

=> .- Implica. 
del(D) = IDI.- Determinante de la matriz D. 
r = rg(A).- Rango de A. 
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