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El problema que aqui se considera puede introducirse con el
siguiente caso particular:
Considérese el sistema
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de m ecuaciones lineales con n incégnitas, en el que éstas correspon-
den a los valores desconocidos que toman en un determinado
momento unas variables de un sistema fisico (intensidad de una
corriente eléctrica, desplazamiento de un cuerpo, etc.), mientras
que los términos independientes b; proceden de las lecturas de unos
aparatos de medida (voltimetros, amperimetros, dinamometros,
etc.). Se supone que los coeficientes a;; son constantes, es decir, que
no varian los parametros del sistema fisico (resistencias, coeficientes
clasticos de los muelles, etc.)

Con notacion matricial mas comoda se puede representar el
sitema (1) por

A.x = b (1")

donde TR % 1 . b,
A = X = Z b = :

a X b

a
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son matrices respectivamente de R(m™, R y R(m1),

Puede ocurrir que el sistema de ecuaciones considerado sea tedri-
camente compatible pero con los términos independientes obtenidos
empiricamente sea incompatible. En este caso es razonable pensar
que existe un error en las lecturas realizadas en los medidores y que
los términos independientes han de ser distintos a los b; obtenidos
experimentalmente. aunque estén préximos a ellos. En esta situa-
cion hay que buscar unos by’,..., by, (o un vector b’) que hagan com-
patible el sistema (1) separdndose lo menos posible de los by,..., by,.
Esta dltima intencion conviene precisarla mas. Normalmente se
intenta hacer minima la suma de los cuadrados de los errores
(by=b{)* + (by=by" )2 + ... + (b, — byy')?, 0 a veces la suma ponde-
rada de los cuadrados de los errores py.(b;—by’)* + py.(by—by’)? +
coo + Pm- (b —by,)? donde los p; son todos nimeros reales mayores
de cero. En cualquiera de estos dos casos, hacer minima la expre-
sion indicada es equivalente a hacer minima su raiz cuadrada, es de-
cir, las expresiones anteriores se hacen minimas cuando y sélo cuan-
do se hacen minimas J(b1+b]‘.)2+...+(bm-br'n)2 en el primer caso o

oy tby o2 vp 5 007 en el segundo.

Sien R"™ se considera el producto escalar usual definido por

(x|y) = X ¥ +X Yo i G

asi como su norma asociada
x Y 2
Ixl, = J(x|x) = Jxl+x2+...+xm

entonces la qxpresién J(bl-bi)2+ ...+(b_-b1)? esigual allb—bl,,
es decir, la distancia euclidea entre by b’.
Del mismo modo, si en R™ se consideran el producto escalar defi-
nido por
1 =
(x]¥)" = pyXy ¥ +PyX ¥ ten 4P X v

v su norma asociada

' ' 2 2 + xz
Ix1' =y (x|x)' = P X *PoX .. 4P X

entonces la expresion l!pl“’l‘bi 12+ cpp (b bty Peg igualall b—b’ll’
que es la distancia entre by b” derivada de la norma [l ]I .

Por tanto, estos dos casos particulares citados se pueden incluir
en el problema general que consiste en encontrar un b’ « R™ (identi-
ficando R™ con R'™) que cumpla las dos condiciones siguientes:

a) Elsistema A.x = b’ es compatible.

b) Para todo ce R™ tal que A.x = c es compatible se cumple
[lb—b’ll «[Ib—cll, siendo | /| una norma asociada a un producto esca-
lar en R™.



La elecciéon de una norma u otra, o del producto escalar, suele
depender de consideraciones fisicas y de la precision y fiabilidad de

cada uno de los medidores.
Es claro que el conjunto formado por los ¢c € R™ para los que

A.x = c es compatible es un subespacio vectorial (Im(A) o Sp(A))
generado por Ay, A,,..., A, (columnas de A) ya que

A.Xx = ¢ &> x1A1+x2A2+"'+ann ='e

(Esto significa que A.x = c es compatible si y s6lo si ¢ es combina-
cion lineal de las columnas de A. Esto altimo equivale a que el subes-
pacio generado por las columnas de A, L[A{,...,A,] = Im(A), y el
subespacio L[A1,...,A.c] generado por Ay,...,A,.,c son iguales. Y
esto a su vez es cierto si y sdlo si los dos tienen la misma dimension
(va que uno estd contenido en el otro). Como el rango de A, rg(A).
es igual a la dimension de L[Aq,....A,]| y el rango de la matriz
ampliada (A/c) lo es a la dimension de L[A,....A | c], este sencillo
razonamiento demuestra que

A.x = ces compatible &» rg(A) =rg(Alc)

que es el enunciado del conocido teorema de Rouché-Frobenius).

Ademds para cualquier producto escalar que se considere, el teo-
rema de la proyeccion ortogonal asegura que dados un vector b ¢ r™
v un subespacio vectorial Im(A) existe un tinico elementob’ Im(A),
tal que/ ceIm(A) se cumple que I[b-b’ll <I[b-cll, y este b’ es el inico
punto de la interseccion de Im(A) y b+ (Im(A))*. La normall Il es
la asociada al producto escalar considerado. El vector b’ se llama
proyeccion ortogonal de b sobre Im(A ).

Por consiguiente, las condiciones a) y b) antes mencionadas equi-
valen a la siguiente:

b’ es la proyeccion ortogonal de b sobre Im(A)

A continuacion se describe un método para determinar esta pro-
yeccién ortogonal b’. Con el fin de facilitar su comprension se supone
en primer lugar que el producto escalar es el usual y posteriormente
se considera el caso general de un producto escalar cualquiera. En lo
que sigue r = 1g(A), y se supone que 0 < r «m, pues los casos extremos
cont = (0 6 r = m son triviales ya que

r=0 = A=0 = b'=0
r=m =» Im(A)=R" = b'=b

1. A partir de la matriz A se hacen transformaciones elementa-
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les™ con sus columnas hasta obtener otra matriz B en la que sus r pri-
meras columnas son linealmente independientes y las n-r restantes,

si existen, son nulas. Ademas la submatriz formada por las r primeras
filas y r primeras columnas de B ha de ser la matriz unidad I (esto
sélo es posible si las primeras r filas de A son linealmente indepen-
dientes; de lo contrario, para conseguirlo hay que intercambiar las
ecuaciones, y por ello las filas de A). La submatriz formada por los
elementos de las m-r dltimas filas y las r primeras columnas de B la
representamos por C, por tanto C &R,

Es claro, por la forma de obtener la matriz B, que las columnas

de la matriz
-
c

generan el mismo subespacio que las columnas de A, es decir gene-
ran el subespacio Im(A).
2. Considérese la matriz

donde 'Ces la traspuestade Ce I, . es la matriz unidad de orden m-r.
La matriz D es invertible ya que:

I"-tC 1] o e

det(D) =

m—I

T I
& \I c II
m-r

A t
= getlE & . )

Para toda matriz C, C. 'C es semidefinida positivae I,, . +C. '‘Ces
definida positiva (los valores propios de I, . +C. 'Cresultan al sumar
la unidad a los valores propios de C. 'C, y por tanto son estrictamente
positivos).

Por ello det(D) = det(I,,,_,+C. 'C)» 0. Esto significa que la matriz
D es invertible y sus columnas forman una base de R™. :

(*) Las transformaciones elementales son: intercambiar dos columnas, multiplicar
una de ellas por un escalarno nulo, o sumar a una otra multiplicada por un escalar.



Ademas . ik
t[jf—}-{ CJ= [Irltcj.[ CJ:O
& Im—r Im-r

lo que significa que las columnas de

_tC
F =
I
m-r

son ortogonales con el producto escalar usual a las columnas de

e

y puesto que éstas forman una base de Im(A), las columnas de F for-
man una base de su ortogonal (Im(A))*.
3. Considérese ahora ¢l sistema compatible determinado

_t = B (2)
ol Bl S [ o N
¢ Im—r ¥ b2

T . -y . = r = m-r
b 3 b2 = 5 Y € R yZER

La expresion (2) equivale a la siguiente

i -tC GA)
L '3—’1 Pt |2 S| _;2 = B
C i '
M=K

en la que el primer sumando del término de la izquierda pertenece a
Im(A) y el segundo sumando a (Im(A))™*. Esto significa que la pro-
yeccion ortogonal b’ de b sobre Im(A) y la proyeccion ortogonal b™
de b sobre (Im(A))* son:

I ._tc
i _r 5 £ " o o_ o
b [ : ].yl Bt - Yy
m-r

donde ¥, e ¥, corresponden a la solucién del sistema (2).

Por ello, para determinar b’ o b” basta hallar y, o y, respectiva-
mente. Ademads, al conocer uno de ellos, b’ 0 b™", se obtiene inmedia-
tamente el otro, ya que b’+b” = b.

4. Para calcular y; o ¥, se puede proceder del siguiente modo:

Multiplicando por la izquierda los dos miembros de la igualdad

(4)
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(3) por [I./'C] y por [-C /1] se obtienen
(Ir+tc.<:).1_rl = El+tr:.52 e
5=C.by

Las matrices (I + ‘C.Cye Ry (1. +CHC)e Ri"1ison
simétricas definidas positivas, por lo que para determinar b’ a través
de y; 0 ¥, basta resolver un sistema de Cramer con matriz de coefi-
cientes simétrica definida positiva y de orden el minimo de r y m-r
(que siempre es menor o igual que g ). Asipor ejemplo, si el nimero
de ecuaciones del sistema inicial (1) esm = 10y el rango de la matriz
A est = 8, el orden del segundo sistema de (5) es 2. Resolviéndolo
se obtiene ¥,. y por (4) se conoce b”, y b’ = b-b".

En resumen, cuando el producto escalar es el usual, un método
para obtener la proyeccion ortogonal b’ de un vector b R™ sobre el
subespacio Im(A) consiste en:

I) Obtener C, y de paso también r, como se indica en 1.

IT) Sir< m-r, resolver el primer sistema de (5)

v s ul
(T, . t€.C).§, = B

t =l L = Y e
(Ir+ C.c}.yl = b1+ c,b2

y obtener b’ como se indica en (4),

S Tl
b' = — | oy
C 1
Si r> m-r, resolver el segundo sistema de (5)

t S -
(3. #C ) Ry SCB-CB)

obtener b como se indica en (4) :

y hacer b’ = b-b™. e

Si se considera el caso general de un producto escalar cualquiera
en R™ el contenido del punto 1 anterior sigue siendo valido, pero en
el punto 2 la matriz D hay que construirla de otro modo. Si P es la
matriz del producto escalar respecto de la base candnica de R™ se
puede sustituir la matriz D por la siguiente

p'l.{i] = [ele 5]
- -r

donde las matrices E y F son las mismas del punto 2 anterior.

i
Dl = |
C

Las columnas de E siguen formando una base de Im(A) y las
m-r columnas de P~'.F son linealmente independientes, porque



lo son las de F, y ademds son ortogonales a las de E, ya que
‘E.P.(P"'.F) = 'E.F = 0, por lo que pertenecen al subespacio
(Im(A))"‘que es de dimensién m-r. Por consiguiente, las columnas
de P~1.F forman una base de (Im(A))*y las de la matriz D’ una base
de R™, lo que significa que D’ es invertible.

Si en el punto 3 anterior consideramos un sistema de ecuaciones
andlogo al (2) pero sustituyendo la matriz D de coeficientes por la

D’, la expresion (3) quedaria
(3%)

Por ser D’ invertible, existen unos tnicos y; € ¥, que cumplen la
condicién (3'). Como ademas E.y; pertenece a Im(A) y P~ F.¥,
pertenece a (Im(A))™, resulta que la proyeccion ortogonal b’ de b
sobre Im(A) y la b de b sobre (Im(A))*son

b! = E-§l b® = p_l.F.§2 (4a")

Igual que en el caso anterior, paradeterminar b’ o b™ es suficiente
hallar respectivamente ¥; 0 ¥, v conocido uno de ellos el otro se
obtiene inmediatamente ya que b’+b™ = b. Para calcular y; e y; se
puede proceder del siguiente modo: multiplicando por la izquierda
los dos miembros de (37) por 'E.P y por 'I s¢ obtienen

(*e.p.E).3, = "E.P.D

tF.P'l.F).§2 = *p.p = B,-C.B,

(5)
(

Aqui volvemos a tener dos sistemas con matrices de coeficientes
simétricas definidas positivas ("E.P.E es la matriz de Gram de las
columnas de E, que son linealmente independientes, mientras que
F.P-LF = ('F.P~Y).P.(P"LF) = YP-LF).P.(P~\.F) ¢s la matriz de
Gram de las columnas de P~'.F que también son linealmente inde-
pendientes. La iltima igualdad es cierta porque P es simétrica v por
tanto tambiénloes P~'). Ademds'E.P.E.eR""¥'F P~! FeR(mr.mr)

Obsérvese que los sistemas indicados en (5) y en (5°) coinciden
cuando el producto escalar es el usual, ya que en este caso la matriz
P es la unidad 1.

Resumiendo, el método expuesto para calcular la proyeccion
ortogonal b’ de un vector b de R™ sobre el subespacio Im(A ), cuando
la matriz respecto de la base candnica del producto escalar conside-
rado en R™es P, consiste en:

I) Obtener C, y al mismo tiempo r, como se indica en el punto
1. Las matrices E y F indicadas en 2 se obtienen inmediatamente a
partir de la C.



II) Sir«<m-r, resolver el primer sistema de (5)
(BERE)y ="ERDb
y obtener b’ a partir de (4’) : b> = E.y,.
Sir> m-r, resolver el segundo sistema de (57)
(IF.Pil.F).yz = BZ—C.Bl
obtener b” a partir de (4’) : b” = P"L.F.y,
y hacer b’ = b-b™".

Nota: Si el problema se plantea para hallar la proyeccién ortogonal
de un vector b sobre un subespacio del que se conoce un sis-
tema generador (no es necesario que sea base), se puede ope-
rar del mismo modo construyéndose una matriz A, en la que
las colimnas sean los elementos del sistema generador conoci-
do.

Un paso importante de este método consiste en la obtencion
de una base de (Im(A))J‘que esta formada por las columnas
de la matriz P~'.F (o de F si el producto escalar es el usual).

Ejemplo.

Dadas las matrices

2SN oA Y i i
TP ) oo 0
0 -1 2 -1 0 2
00 15012 ) 1
T a1l 0! W0 3

o=t lnrady <10 0

- . -

determinese la proyeccion ortogonal b’ de b sobre el subespacio de
R" generado por las columnas de A, en los dos casos siguientes:

a) con el producto escalar usual,

b) con el producto escalar definido por

(x|y) = XY XY o+ XY+ 2K, Y, 42X Y+ 2K Y
Solucion:
Haciendo transformaciones elementales con las columnas de A
se llega a la matriz
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luego:
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En el caso b) :
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NOTACION

R™.- Espacio vectorial de las m-uplas de niumeros reales.

Rim™ - Espacio de las matrices de m filas y n columnas con elemen-
tos reales. Aqui se identifican R™ y R(m-1),

'A.- Matriz traspuesta de la A.

Aj,....A .- Columnas de la matriz A.

Im(A) = L[A,...,A,] subespacio de R™ generado por las columnas
de AeR™". Se llama Imagen de A, identificando la matriz A
con la aplicacion lineal de R" en R™ tal que la imagen de cada
xeR¥es Aux.. R™

(Im(A))™.- Subespacio ortogonal de Im(A).

.- Siy solo si (0 equivale a).

=% .- Implica.

det(D) = IDI.- Determinante de la matriz D.

r=rg(A).- Rango de A.
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