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El marco tedrico presentado en este articulo es el marco en que nos hemos
apoyado para el disefio de las actividades mateméticas incluidas en el Proyecto
Feder de investigacion (1FD97-1017): “Intervencion en Educacion Infantil y
Primaria mediaate el material ludico didactico PRISMAKER, para la optimizacién
del desarrollo”.

1. ACERCA DE LOS CAMBIOS CURRICULARES

El curriculo de mateméticas ha sufrido cambios importantes desde
finales de los afios cincuenta, en que comenz6 el movimiento de reforma
curricular en los paises occidentales. Estos cambios han obedecido a
diversos factores, entre los que cabria destacar los socioldgicos y los
epistemologicos. Los primeros determinan la funcién social que se asig-
na ep un momento dado a la educacién matemética, y se basan en deci-
slones politicas, econdmicas, culturales, etc.; los segundos plantean la
vision de las matematicas como disciplina cientifica y de las matemati-
cas escolares, asi como el modo de acceso a su conocimiento. Asi se
han ido configurando diversos curricula.

Con objeto de elaborar un marco tedrico desde el cual analizar los
cambios epistemologicos de los curricula de matematicas desde el afio
1970, se precisan algunas referencias acerca de las concepciones de la
matemadtica y del proceso de ensefianza-aprendizaje que giran en torno
a tres elementos: la matematica, el alumno y el contexto en que éste
acede al conocimiento,

283



284

Dentro de las llamadas “epistemologias objetivistas”, se presentan,
por un lado, una visién de la matematica como un cuerpo estatico de
verdades eternas y universales que existen independientemente de los
sujetos y que pueden ser descubiertas por estos, y, por otro lado, dos
visiones de la enseflanza-aprendizaje: para la primera, aprender es re-
cordar, mientras que, para la segunda, aprender es la capacidad de com-
portarse de una determinada manera.

En las “epistemologias centradas en el sujeto”, se presentan, por una
parte, la matematica, considerada aqui como una construccién de la
razdn, y, por otra parte, los modelos cognitivistas del aprendizaje, que
colocan a los sujetos en el centro de la actividad mental constructiva.

En las llamadas “epistemologias centradas en la construccién social
del conocimiento”, se presentan, por un lado, el quehacer matematico,
considerado aqui algo falible y con unas raices no muy distintas del
quehacer cientifico de la naturaleza, y, por otro, el papel de los conflictos
sociocognitivos en el aprendizaje.

Es importante aclarar que, desde una determinada concepcién de la
matematica, es siempre posible extraer consecuencias tanto para el que-
hacer del matematico como para la iniciacién en esta materia. En el
segundo caso, una concepcion filoséfica puede relacionarse con distin-
tos modelos de ensefianza-aprendizaje, los cuales pueden estar cons-
truidos sobre teorias psicologicas o sociales que difieran profundamente
entre si. Esta es la razon por la que dos curricula normativos pueden
situarse bajo la misma perspectiva psicoldgica y, al mismo tiempo, ba-
sarse en distintos modelos de ensefianza-aprendizaje.

Callejo y Cafién (1996) realizan un estudio en profundidad de los
distintos curricula normativos de nuestro pais en los tltimos 30 afios y
las consecuencias que esos cambios han tenido para la ensefianza-apren-
dizaje de la matematica en la ensefianza primaria. No vamos a entrar en
detalles con respecto a este andlisis, si bien son precisas algunas refe-
rencias:

—En la década de los setenta® se introdujo una vision formalista de las
Matemaiticas, priorizando los aspectos deductivos, adoptando la cons-
truccion de conceptos a partir de las nociones de la teoria de conjun-
tos, la precision y la exactitud en el uso del lenguaje y presentando a
los estudiantes una vision de las Matematicas como ciencia hecha y
acabada. Como consecuencia de ello, «aprender es adquirir la capa-
cidad de comportarse de una determinada maneray. (pag. 88)

—En 1980-81, el planteamiento anterior se modifica,”® dando origen a
una nueva ordenacién de Ja Educacion General Béasica, con reco-

(1) Orientaciones Pedagogicas para Ja Educacion General Bésica.
(2) Programas Renovados en Educacién General Basica.



mendaciones explicitas de suavizar las exigencias de rigor, ¢ intro-
duciendo planteamientos cognitivistas de aprendizaje tomados de
Piaget, asi como planteamientos de 1a ensefianza de Dienes y Mialaret,
considerando al estudiante en el centro de la actividad mental de la
construccidn del conocimiento.

—En el afio 1989, con la presentacion del Disefio Curricular Base por
el Ministerio de Educacion y Ciencia para su discusion, asistimos al
nacimiento de una ruptura epistemoldgica muy significativa, presen-
tando el curriculo una vision de la Matematica cercana a las cortien-
tes falibilistas y empiristas, considerando que el alumno construye
sus conochmientos en interaccién con otros sujetos y con el contexto
social, cultural y escolar en que tiene acceso al mismo.

El Disefio Curricular Base es el documento que en el afio 1989 hizo
publico el Ministerio de Educacion para su estudio con vistas a la refor-
ma educativa del afio 1990. Dicha reforma, recogida en la Ley Organi-
ca General del Sistema Educativo (LOGSE), extendi6 la ensefianza obli-
gatoria hasta los 16 aflos y cre6 nuevos tramos educativos: la Educacién
Infantil (no obligatoria, de 0 a 6 afios), 1a Educacién Primaria (obligato-
ria, entre 6 y 12 afios) y la Educacion Secundaria, con un nivel obligato-
rio (ESO, entre 12 y 16 afios) y otro postobligatorio (entre 16 y 18 afios).
Con esta ley se recuperd la denominacion de «maestrosy para los profe-
sores de Educacidn Infantil y Primaria.

Como era de esperar, estas modificaciones han producido cambios
en las Matematicas escolares, tal como queda reflejado en los curricula
de Educacién Infantil y Primaria.® A la hora de elegir para este DCB
uno de entre los posibles enfoques de las matematicas y uno de entre los
posibles papeles que juegan éstas en el desarrollo global de los alumnos,
se ha optado por una serie de consideraciones que giran, basicamente,
en torno a los dos puntos siguientes: el proceso de construccion del co-
nocimiento matematico y las aportaciones de las Matematicas en el marco
definido por la Educacion Obligatoria.

El curriculum oficial de Matematicas de Infantil y Primaria actual-
mente vigente presenta una critica explicita del formalismo, resaltando
la raiz empirica del conocimjento matematico, y propugna la utilizaciéon
de métodos inductivos, no s6lo deductivos. Presenta, también, una vision
dinamica de las Matemadticas y la necesidad de resolver problemas prac-
ticos. Sefala la relevancia de] proceso de génesis del saber matematico
para la ensefianza-aprendizaje y de como

«los propios conceptos matematicos han ido modificando su signifi-

cado con el transcurso del tiempo, ampliandolo, precisandolo y revi-

séandolo, adquiriendo relevancia o, por el contrario, siendo relegado a

segundo plano». (DCB, pag. 378)

(3) BOE1®220 de 1991, pags. 31-35.
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Por lo que se refiere al lenguaje matematico, se sefiala el poder co-
municativo del mismo, resaltando como el lenguaje simbdlico permite
explicitar relaciones no observables y predecir hechos.

Desde una perspectiva pedagbgica, y también epistemoldgica, es
importante diferenciar el proceso de construccion del conocimiento
matematico de las caracteristicas de dicho conocimiento en un estado
avanzado de elaboracion, v asi

«La formalizacion, la precision y la ausencia de ambigiiedad del co-
nocimiento mateméatico no es el punto de partida, sino mas bien el
punto de llegada de un largo proceso de aproximacién a la realidad,
de construccion de instrumentos intelectuales eficaces para cono-
cerla, analizarla y transformarlay. (DCB, pag. 379)

Enlo referente al aprendizaje, sefiala la importancia de tener en cuenta
lo que el alumno sabe y de considerar los errores y las primeras intuicio-
nes como «algo» que forma parte del proceso de aprendizaje

«tanto en la génesis histdrica como en su apropiacion individual por
los alumnos la construccion del conocimiento matematico es insepa-
rable de la actividad concreta sobre los objetos, de la intuicién y de
las aproximaciones inductivas impuestas por la realizacién de tareas
y la resolucion de problemas particulares. La experiencia y com-
prensién de las nociones, propiedades y relaciones matematicas a
partir de la actividad real es, al mismo tiempo, un paso previo a la
formalizacién y una condicién necesaria para interpretar y utilizar
correctamente todas las posibilidades que encierra dicha
formalizaciény. (DCB, pag. 379)

«La naturaleza del conocimiento matematico, su'cardcter constructi-
vo y su vinculacion con la capacidad de abstraer relaciones a partir
de la propia actividad y de reflexionar sobre ellas obliga a tener espe-
cialmente en cuenta, en la planificacién de la ensefianza-aprendizaje
de las Matematicas, el nivel de competencia cognitiva de los alum-
nos». (DCB, pag. 380)

Se resalta, también, el uso de los nuevos medios tecnologicos y las
repercusiones que éstos han de tener en la manera de ensefiar las Ma-
temadticas y en la seleccion de sus contenidos.

Con respecto a la ensefianza, el nuevo curriculum sefiala un cambio
en contenidos y procedimientos, bien distintos de los tradicionales. Se
distinguen tres tipos de contenidos: relativos al saber (hechos y concep-
tos), al saber hacer (procedimientos) y a los habitos y predisposiciones
que favorecen la actividad matematica (actitudes). Estos contenidos se
seleccionan en funcién del doble cardcter formativo e instrumental de



las Matematicas y se estructuran en torno a las ramas clasica de esta
disciplina (Camino y Candn, 1996, pag. 87).

En resumen, el enfoque adoptado en el DCB plasma una vision de la
Matematica centrada fundamentalmente en la construccion social del
conocimiento y una concepcidon de su ensefianza-aprendizaje centrada
en el sujeto.

En cualquier caso, el hecho de tomar como punto de partida para la
construccién del conocimiento matematico la propia experiencia y la
reflexién sobte 1a misma con el fin de ir avanzando progresivamente
hacia niveles més elevados de abstraccion y de formalizacion lleva con-
sigo importantes implicaciones para la ensefianza y el aprendizaje de las
Matematicas en la Educacion Infantil y Primaria. El planteamiento ex-
puesto en el DCB aconseja

«— conceder prioridad al trabajo practico y oral, introduciendo tnica-
mente las actividades descontextualizadas y el trabajo escrito (utili-
zacion de nociones simbodlicas) cuando los alumnos muestren una
comprension de los conceptos matematicos y un interés por los mis-
mos,

— conceder prioridad al trabajo mental (y, en especial, al calculo men-
tal) con el fin de profundizar los conocimientos matematicos infuifivos
antes de pasar a su formalizacion;

— utilizar ampliamente actividades grupales de aprendizaje que favo-
rezcan los intercambios, la discusion y la reflexion sobre las expe-
riencias matematicas;

— prestar especial atencion al desarrollo de estrategias personales de
resolucién de problemas, potenciado la inclusion en las mismas de los
conocimientos matematicos que se vayan adquiriendo (representa-
ciones graficas y numéricas, registro de las alternativas exploradas,
simplificacion del problema,...);

—utilizar los distintos ambitos de experiencia de los alumnos, escolares
(otras areas del curriculo: conocimiento del medio, actividades fisi-
cas y deportivas, actividades artisticas, etc.) y extraescolares, como
fuente de experiencias matematicas». (DCB, pag. 387)

Brown y Borko (1992) sefialan los criterios siguientes como necesa-
rios para llevar a cabo una buena ensefianza de las matematicas:

— Crear un ambiente de clase que sirva de apoyo a la ensefianza y
aprendizaje de las matematicas.

— Fijar objetivos y seleccionar y crear tareas matematicas que ayuden
a los estudiantes a conseguir estos objetivos.

— Estimular y dirigir el discurso del aula para que estudiantes y profe-
sores tengan claro lo que hay que aprender.

— Analizar el aprendizaje de los estudiantes, las tareas matematicas y
el ambiente con vistas a tomar decisiones didacticas continuadas.
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Seglin estos criterios, los algoritmos de calculo, las manipulaciones
de simbolos y la memorizacién de reglas no deben ya predominar en las
matematicas escolares; lo que debe predominar es el razonamiento
matematico, la resolucion de problemas, la comuunicacion y las conexio-
nes.

2. CURRICULUM OFICIAL DE MATEMATICAS DE EDU-
CACION INFANTIL Y PRIMARIA

El curriculum de 1a Educacion Infantil se estructura en torno a las
siguientes 4reas o 4mbitos de experiencia (articulo 6°):

a) Identidad y autonomia personal

b) Medio fisico y social

c¢) Comunicacion y representacion

Dentro del area de Comunicacién y Representacion figuran las Ma-
tematicas. El sentido fundamental del 4rea es el de contribuir a mejorar
las relaciones entre el iudividuo y el medio. Las distintas formas de co-
municacion y representacion sirven de nexo entre el mundo interior y
exterior al ser instrumentos que posibilitan la interaccion, la representa-
ciény la expresion de pensamientos, sentimientos, vivencias, etc. (DCB,
pag. 364)

La integracién en una unica area de las diversas formas de repre-
sentacion y comunicacion no impide, en ningin caso, gue cada una de
ellas tenga un tratamiento especifico. Las diferentes formas de repre-
sentacion no se limitan a ser vehiculos de expresion, sino que pueden
tener también efectos sobre el contenido que tratan de representar.

Estas formas incluyen la expresion gestual y corporal, el lenguaje
verbal, la expresion plastica en sus diversas formas, la expresion musi-
cal, el lenguaje escrito y la forma de representacion matemaética.

La aproximacién a los contenidos de la forma de representacion
matematica debe basarse, en esta etapa, en un enfoque que conceda
prioridad a la actividad practica, al descubrimiento de las propiedades y
relaciones que el nifio establece entre los objetos a través de su experi-
mentacion activa. Los contenidos matematicos, al igual que todos los
demas de esta drea, serdn tanto mas significativos para el nifio cuanto
mas posible le sea incardinarlos en los otros ambitos de experiencia de
la etapa (pag. 366). Los bloques de contenidos que hacen referencia al
lenguaje matematico resaltan el caricter procedimental adecuado a la
etapa, dejando la adquisicién de sus codigos concretos para la etapa
posterior. El bloque de matemdéticas se recoge bajo el epigrafe Relacio-
nes, Medida y Representacién en el espacio (véase MEC, 1992a,
pags. 46-49),



En el curriculum de ]Ja Educacién Primaria, los criterios elegidos
para la seleccion y organizacion de los bloques de contenidos tiene su
origen, por una parte, en el andlisis efectuado sobre la naturaleza del
conocimiento matematico, y, por otro, en el papel atribuido a su ense-
fianza y aprendizaje en el desarrollo global de los alumnos durante la
Educacién Primaria. Cuatro puntos merecen ser recordados a este res-
pecto:

En primer lugar, el hecho de que las matematicas son, ante todo, un
poderoso instrumento de comunicacién mediante el cual es posible re-
presentar, explicar y predecir la realidad de forma rigurosa, precisa y sin
ambigiiedades. De aqui la necesidad de que los alumnos adquieran, ya
en el transcurso de la Educaciéon Primaria, el dominio de algunas herra-
mientas basicas para descifrar, interpretar y producir mensajes mate-
maticos, asi como la capacidad para pasar de unos lenguajes de tipo
verbal, grafico y simbdlico) a otros.

En segundo Iugar, el reconocimiento de que las matematicas poseen
una estructura interna particularmente rica y coherente, de modo que
todos sus elementos (conceptos, procedimientos, notaciones graficas y
simbéolicas) estdn interconectados y resultan dificiles de entender por
separado. En consecuencia, la construccién del conocimiento matema-
tico en el transcurso de la Educacidn Primaria debe centrarse tanto en
los conceptos y procedimientos basicos como en las relaciones existen-
tes entre ellos.

En tercer lugar, la existencia en el edificio matematico de estrategias
o procedimientos generales (por ejemplo, numerar, contar, ordenar, se-
riar, clasificar, representar, etc.) que permiten abordar una misma situa-
cion desde Opticas especificas diferentes y diferentes situaciones desde
una misma 6ptica. La asuncidn de esta caracteristica conduce a atribuir
una importancia considerable al enfoque de resolucion de problemas,
desde el inicio mismo de la Educacion Primaria, como una via privilegia-
da para la adquisicion y el dominio funcional de estas estrategias y pro-
cedimientos generales.

Por ultimo, la necesidad de establecer una diferencia clara entre, por
una patrte, las caracteristicas del conocimiento matematico ya elaborado
(abstraccion, formalizacion, simbolizacién) y, por otra, el proceso de ad-
quisicién de dicho conocimiento. Eso se concreta, en el caso de la Edu-
cacion Primaria, en la exigencia de presentar los contenidos matemati-
cos a partir de la propia experiencia practica de los alumnos para ir
avanzando, progresivamente, hacia formas mas abstractas y simbdli-
cas.

Habida cuenta de las capacidades de los alumnos que se aspira a
promover mediante la ensefianza y el aprendizaje de las mateméticas en
la Educacion Primaria, 1a consideracion simultanea de estos puntos con-
duce a una propuesta de grandes bloques de contenido con multiples
interrelaciones entre si y susceptibles, por lo tanto, de concretarse en
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agrupaciones tematicas muy diversas en los Proyectos Curriculares que
se elaboren a partir de este Disefio Curricular Base.

Los bloques son agrupaciones de contenidos que presentan al profe-
sor la informacién relativa a lo que se deberia trabajar durante la etapa.
Se sefialan en ellos los contenidos que se consideran mas adecuados
para desarrollar las capacidades indicadas en los objetivos generales del
area.

Estos bloques no constituyen un temario. No son unidades
compartimentadas que tengan sentido en si mismas. Su estructura res-
ponde a lo que se pretende que el profesorado tenga en cuenta a la hora
de elaborar los Proyectos Curriculares de Centro y las Programaciones.
El equipo docente de un centro decidira como distribuirlos en los ciclos,
secuenciandolos, y cada profesor seleccionara posteriormente los con-
tenidos que va a desarrollar en su programacién. El profesor atravesard
los bloques eligtendo de cada uno de ellos los contenidos de cada tipo
que considere mas adecuados para la unidad didactica que en ese mo-
mento vaya a desarrollar. Es importante tener en cuenta que, por lo
tanto, el orden de presentaciéon de los bloques no supone una
secuenciacion (véase MEC 1992b).

3. LA NECESIDAD DE UN NUEVO ENFOQUE EN EL
APRENDIZAJE NUMERICO

3.1. ;Qué pensar en la actualidad de la descripcion que hizo
Piaget de la génesis del nimero?

Para Piaget (1941), el desarrollo de la competencia numérica del
nifio se halla esencialmente relacionada con el desarrollo de su capaci-
dad logica. Tres pruebas le parecen cruciales:

— Prueba de la conservacion nwmérica: cuando dos filas de fichas se
encuentran en correspondencia “uno a uno’, el adulto separa las
fichas de una de las filas y pide al nifio que compare las cantidades
correspondientes. Antes de los 5-7 afios, los nifios creen que la fila
mas larga contiene mas fichas que la que no ha sufrido transforma-
cidn alguna; no se dan cuenta del truco perceptivo producido por la
separacion de las fichas.

— Prueba de la seriacion de longitudes: el nifio debe colocar unas
varillas en orden de longitud creciente, formando una escalera.

— Por ultimo, en una situacién de reunién de dos conjuntos, se pide al
nifio que compare el todo con una de sus las partes (inclusiéon de

9290 clases).
Para Piaget, el nifio que hace bien una de las pruebas anteriores
hace bien las otras: hay un sincronismo entre la conservaciéon numérjca,



la seriacidn y la inclusion. Ademas, el éxito que se observa entre los 6
y los 8 afios en cada prueba es “operatorio”, es decir, de naturaleza
logica.

Tras un minucioso analisis de todas las experiencias relativas a estas
tareas, J. Bideaud (1985), en su tesis doctoral, concluye que:

—Yano es posible aceptar un sincronismo entre la conservacion numé-
rica, la inclusion y 1a seriacion.

— El problema crucial sigue siendo otro. Si, como se afirma a partir de
los hechos experimentales presentados y analizados, ni 1a inclusién ni
la seriacidn son operatorias, en el sentido piagetiano del término, an-
tes de los 10-11 afios, ;qué sucede con la sintesis original que condu-
ce al nimero?

3.2. ;Qué pensar en la actualidad del enfoque conjuntista del
nimero en la escuela?

En las instrucciones oficiales de 1970 se lee que el nifio debe “elabo-
rar el concepto de numero natural”. Los comentarios que acompaian a
las instrucciones precisan el objetivo, ofreciendo ejemplos de activida-
des:

“Dos nifios extienden sobre la mesa el contenido de sus estuches. Si
se puede establecer la correspondencia “uno a uno” entre los objetos de
ambos estuches (sin ocuparse de su naturaleza ni disposicion), cabe
concluir que hay tantos objetos en uno de los estuches como en el otro.”

“Cuando se hayan realizado multiples ejercicios de este tipo, los ni-
fios comprenderan que el nimero es una propiedad ligada a los conjun-
tos a través de un proceso similar al que les permite comprender que el
color, por ejemplo, es una propiedad vinculada a los objetos.”

“El empleo sistemdtico de la correspondencia “uno a uno” permite
clasificar los conjuntos y atribuir a cada clase un ndmero; asi, la clase de
todos los conjuntos que tengan tantos objetos como los dedos de la mano
define el ntimero natural cinco”.

Esta descripcidn tiene el defecto de minimizar la importancia del len-
guaje en el aprendizaje. La nocidn de “nimero” no precede al empleo
de las palabras-niimero, mas bien hay que considerar que el uso de las
palabras niimero y, sobre todo, la practica de contar, participan en el
proceso de aprendizaje de [os nimeros.

3.3. ;Cémo establecer un nuevo enfoque?

Con las ultimas reformas curriculares, los niimeros han recuperado
su puesto —e, incluso, han aumentado su importancia— en la escuela
infantil. Sin embargo, la falta de un marco teérico tiene el peligro de
volver a los planteamientos pedagdgicos anteriores a los aflos 70, ex-
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cepto en aquellos paises con tradicion en pedagogia activa. Entonces,
jcomo evitar los errores pasados en la creacion de un nuevo marco teo-
rico?

,Como utilizar los trabajos de los psicologos? En 1970, los psicélogos
ya sabian que la accion de contar desempefia un papel importante en
el desarrollo de la competencia numérica. El psicélogo francés P. Gréco
(1962) habia publicado en 1962 un estudio totalmente explicito en este
sentido. Entre 1941 —fecha en que Piaget construy6 su teoria de la gé-
nesis del niimero—y 1970, numerosos investigadores abordaron de nue-
vo este tema, y el estado de los conocimientos psicoldgicos no ofrecia
un paporama tan uniforme como el que presentaron los reformadores.

Habia acuerdo sobre la importancia de las aportaciones de Piaget,
pero en 1970 sus trabajos eran ya objeto de criticas muy fundadas inclu-
so de la propia escuela de Ginebra.

Para un reformador que quisiese rehabilitar 1a practica de contar en
la escuela infantil, seria muy grande la tentacién de reclamar el padri-
nazgo exclusivo de la psicdloga americana Rachel Gelman, cuyos traba-
jos empiezan a darse a conocer en la década de los 80, lo cual implicaria
no tener en cuenta los de Steffe y von Glasersfeld, P. Fisher y P. Carpenter
y K. Fuson, cuyos puntos de vista suelen diferir de los de Gelman.

El plan que vamos a presentar para la escuela infantil, al igual que
para la primaria, esta basado en lo que preconizan las actuales propues-
tas curriculares: un aprendizaje de las matematicas por solucion
de problemas. Para plantear el aprendizaje de Jos nimeros mediante
la solucién de problemas, en principio hay que identificar los diversos
usos de los nimeros:

— sirven para comunicar cantidades o para retenerlas en la memoria,
— sirven también para calcular, es decir, para establecer una relacién
entre cantidades.

No hay que ver en esta divisiéon una jerarquia de dificultad. Desde el
principio, hay que desarrollar una competencia en el calculo aunque sélo
conclierna a un campo numérico restringido.

4. DOS FORMAS DE COMUNICAR CANTIDADES: LAS
COLECCIONES DE MUESTRA Y LOS NUMEROS

4.1. Cifras y palabras-nimero
- ¢De qué forma permiten los nimeros representar cantidades?

— ¢Cudl es el mecanismo por el que los miembros de una comunidad
consiguen comunicar cantidades de manera eficaz empleando los



nimeros, ya sea de forma escrita (con cifras) u oral?

Para responder a estos interrogantes hay que distinguir dos aspectos
en la representacion de cantidades: escrito y oral.

En la representacion escrita hay que considerar dos aspectos. Si
se trata de una comunicacién escrita, un primer aspecto consiste en
explicar por qué, cuando se dibuja, por ejemplo, la cifra “6” para pedir
por escrito un nitmero de objetos, el interlocutor comprende la cantidad
deseada; un segundo aspecto consiste en explicar que, al disponer las
cifras “2”y “6”, por ejemplo, en la forma “26” 6 “62”, se pueden comu-
nicar cantidades més importantes. Al hablar de numeracién escrita, nos
referimos al estudio de este segundo aspecto: se trata de estudiar la
representacion escrita de las cantidades como sistema de escritura.

Hay que hacer la misma distincién en la representacién de canti-
dades de modo oral. Un primer aspecto consiste en explicar que, al
pronunciar ciertas palabras —’diez”, por ejemplo—, se consigue comuni-
car de forma eficaz una cantidad. El segundo aspecto consiste en
explicar que, al disponer las palabras “diez” y “siete”, por ejemplo, en la
forma “diecisiete”, se pueden comunicar cantidades més importantes.

Se trata, por tanto, de estudiar la representacion de cantidades en
tanto que sistemna oral de designacion. Del mismo modo que hay que
diferenciar los nimeros de las cifras (que sirven para designar los mi-
meros de forma escrita), es necesarto diferenciar los nimeros de las
palabras-nimero (que sirven para designar los nlimeros de forma oral).

El problema esencial, en un primer momento, es saber cdmo se apren-
de el nifio que las cifras y las palabras-nimero representan cantidades.

4.2. Colecciones de muestra y nimeros

El niimero no es el tnico medio de que disponemos para retener
cantidades en la memoria: también se pueden representar cantidades
por medio de colecciones de muestra.

En estos dos medios de representar cantidades, el principio basico es
la correspondencia “uno a uno’”. Si, en el caso de las colecciones de
muestra, dicha correspondencia se realiza con piedras, trazos grabados
sobre un soporte o dedos sucesivamente levantados, en el caso de la
representacion numeérica, son las palabras-niimero (en una cuanta oral)
o las cifras (en una numeracion escrita) las que hay que poner en co-
rrespondencia “uno a uno” con las unidades de la cantidad que hay que
representar.

Partiendo del ejemplo de la representacion de una cantidad de 4 ove-
jas, la figura siguiente aclara varios procesos de correspondencia “uno a

»
uno .
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El principio basico es siempre la correspondencia “uno a uno”. En
cambio, la forma final de representacién de la cantidad varfa:

P S N & FY |LA CANT(DAD
@y 3 éT“«-;’ G{}r) ‘||\A~1(“j FINALMENTE
Rl i SE REPKESENTA POR...
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Tomado de Brissiaud, R. (1993, pag.32)

—en uno de los casos, la cantidad se representa por el conjunto de los
elementos puestos en correspondencia “uno a uno”, constituyendo
lo que hemos denominado una coleccién de muestra;

—en ¢l otro, la cantidad se representa por el Gltimo elemento puesto
en correspondencia “uno a uno”: son las representaciones
numéricas.

No hay representacion numérica posible sin la existencia de un
orden convencional. Pero este orden deriva de ura convencién con-
struida y transmitida de modo cultural tanto por lo que refiere a los
dedos de la mano como a las palabras-nimero o a las cifras que
empleamos.

Cuando una cantidad se representa por una coleccién de muestra, se
representa de un modo muy similar a la forma en que se ha percibido:
cuatro ovejas se representan por cuatro piedras, cuatro surcos sobre la
corteza de un 4arbol o cuatro dedos levantados. Por eso se podria afir-
mar que la representacién de una cantidad por una coleccion de mues-
tra es una representacion analégica de dicha cantidad. No es el caso
de una representacion numérica, pues una pluralidad se representa por
un solo signo: una pluralidad de ovejas, por ejemplo, se representa
mediante una sola palabra-nimero, una sola cifra o un unico dedo
bajado. Se trata en este caso de una representaciéon convencional de
la cantidad.

Hay que esperar entonces que la representacion de cantidades por
una coleccién de muestra sea mas precoz que la representacion
numérica, por ser mas accesible.



5. UN PRIMER PROCESO DE APRENDIZAJE: DE LA AC-
CION DE CONTAR-NUMERAR A LAACCION DE ENUMERAR

5.1. La accién de contar-numerar y la acciéon de enumerar

Contar es establecer una correspondencia “uno a uno” entre los ob-
jetos de una coleccion y la lista de las palabras-nimero, respetando el
orden convencional.

Esta definicion es insuficiente, ya que s6lo se refiere a los objetos de
una coleccién como entidades que se pueden contar. Pero también se
pueden contar grupos de objetos (3 pares de zapatos) y no solo elemen-
tos aislados, acontecimientos sucesivos (5 campanadas de reloj), con-
ceptos (los 7 pecados capitales)... De modo mas general, para contar es
necesario que la primera entidad contada, asi como las siguientes, pueda
eraparejarse con la palabra-nimero [uno]: de este modo se puede con-
tar todo lo que los sentidos y la razén nos permiten considerar de mane-
ra unificada, es decir, que sea uno.

Hay que distinguir dos tipos de acciones de contar segin el signi-
ficado que el nifio atribuya a las palabras-nimero que pronuncia: la ac-
cién de contar-numerar y la de enumerar, En la primera, el nifio no
siempre sabe que hay que tomar como respuesta la iltima palabra-na-
mero pronunciada. En la segunda, la ltima palabra-niimero que pronun-
cia no es un simple nimero, sino que representa la cantidad de todos los
objetos.

El paso de la accién de numerar-contar a la de enumerar es una
transicion dificil. El nifio debe cambiar el significado de la palabra nime-
ro para que represente la cantidad de todos los objetos:

Se pasa de “el siete” a “los siete”

O ) O 0] ) O 0

“eluno” el dos” “el tres” el cuatro” “el cinco” “el seis” “el siete”

FTINTS

“los siete”

Se trata de un obstaculo lingiiistico que no hay que subestimar.
Pero esta claro que llega un momento en que la Gltima palabra-na-
- mero pronunciada permite efectivamente al nifio representar la cantidad
correspondiente. '

5.2. El papel de la percepcion visual global de pequeias can-
tidades en ¢l acceso a la enumeracion

Hacia los cuatro afios y medio, el nifio, cuando se le presentan colec-
ciones de 1, 2 & 3 objetos, suele ser capaz de pronunciar la palabra-
nimero correspondiente sin contar los objetos. A este fenémeno nos
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referimos al hablar de “percepcion global de pequeiias cantidades”.
El nifio tiene de este modo la posibilidad de observar que la palabra-
namero que hay que pronunciar para decir cuantos objetos hay —pala-
bra-ntimero obtenida por percepcion globai—es también con la que fina-
liza la accion de contar. Tomar conciencia de esta coincidencia puede
desempefiar un papel importante en el aprendizaje.

El empleo de constelaciones facilita el acceso a la enumeracion.
Cuando los nifios juegan con dados y dominds en los que las cantidades
se representan por configuraciones de puntos que facilitan su reconoci-
miento, los nifios aprenden con rapidez a denominarlas. Estas configura-
ciones se denominan constelaciones. Ahora bien, la constelacion, como
la cantidad, es una caracteristica del conjunto.

5.3. Contar y usar constelaciones se complementan

Antes de 1970 habia dos concepciones pedagdgicas opuestas del
primer aprendizaje numérico:

— la de los “pedagogos contadores”, que preconizaban la practica in-
tensiva de la accion de contar;

— la de los “pedagogos visuales”, que defendian el uso de constelacio-
nes.

Con pequefias cantidades, el nifio progresa confrontando dos modos de
tratar la informacion:

— la percepcién visual global, que es una forma de tratamiento, muy
rapida y simultanea;

—la accion de contar, que es una forma de tratamiento secuencial (que
tiene lugar en el tiempo).

Estas dos formas de tratar la informacion presentan caracteristicas
distintas: una de ellas es apropiada para dar cuenta de la cantidad en su
conjunto, y la otra, para hacerlo unidad a unidad.

5.4. Ensefiar a contar

{Cdémo aprende el nifio a establecer la correspondencia “uno a uno”
entre los objetos de una coleccién y las palabras-niimero de la cancion-
cilla de los numeros? jHay que ayudarie en este aprendizaje? ;A qué
edad?

Un nifio sabe contar cuando sabe establecer la correspondencia
“uno a uno” entre los objetos de una coleccion y las palabras-nimero
de la cancioncilla de los nimeros. En colecciones pequerfias, la capaci-
dad de contar es precoz y, en la mayoria de los casos, el nifio se sirve del
indice para sefialar. Asi, Gelman observa que, a los 4 afios de edad, hay
mas del 80% de aciertos en una coleccion de 5 objetos (siempre que



contemos como acierto la accion de contar-numerar). En cambio, cuan-
do el tamafio de [a coleccion aumenta, es dificil para el nifio establecer la
correspondencia “uno a uno” de manera correcta.
Hay que distinguir dos tipos de errores al establecer la correspon-
dencia “uno a uno” entre las palabras-niimero y los objetos:
— por falta de método,
—por descoordinacion al sefialar los objetos al recital la canctoncilla de
los numeros.
El segundo tipo ¢s mas grave que el primero ya que en ausencia de la
correspondencia “uno a uno” es imposible toda representacién de canti-
dades.

Conclusion: Para ayudar al nifio a acceder a la numeracion propo-
Nemos: :
—realizar actividades en las que el adulto recite la lista de los nimeros
en tanto que la tarea del nifio consista en sefialar los objetos corres-
pondientes;
—realizar juegos de dados o de domind e intervenir en el juego del nifio
para ayudarle a darse cuenta del doble significado de las palabras-
nimero que designan las constelaciones.

6. UN SEGUNDO PROCESO DE APRENDIZAJE: DE LAS
COLECCIONES DE MUESTRA DE DEDOS A LA ENUME-
RACION

6.1. Representacion mediante coleccion de muestra de dedos

Toda accion de contar no es una enumeracion. Es mas, no basta con
saber numerar una coleccion para tener una representacion correcta de
las cantidades.

Un nifio que sepa contar § objetos, pero que no sepa mostrar 8 dedos
de forma directa, sin contar, no tiene un concepto correcto de las canti-
dades. Para €1, hablar de una coleccidn de 8 objetos no hace referencia
a algo distinto de hacerlo de una coleccion de “H” objetos. Se ve obliga-
do a construir la coleccion de dedos correspondiente para sentir la can-
tidad. Es, por tanto, importante desarrollar la capacidad de los nifios
para “sentir” las cantidades con los dedos de modo casi inmediato, sin
contar.

Los dedos no son objetos como los demas, son un centro de
sensaciones cinestésicas (unidas a la mayor o menor contraccion de los
musculos) que permiten controlar [a cantidad independientemente de la
vision.

Una coleccién de dedos es susceptible de proporcionar informacion
de dos tipos: visual y cinestésica y tactil. Algunos nifios saben represen-
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tar las cantidades de 1, 2 y 3 objetos por una coleccion de dedos antes
de saber contar las cantidades correspondientes.

6.2. La idea general de la progresion

Para dejar clara la idea general de la progresion, se puede emplear
una analogia con los métodos de lectura:

— La progresion presentada en el epigrafe 3 corresponderia a un méto-
do silabico, en el que la atencidn del nifio se centra al principio en el
c6digo, antes de que el maestro le permita la lectura comprensiva.

— La progresidn presentada en el epigrafe 4 se corresponderia mas
bien con un método mixto: queremos que el nifio construya primero
el significado de la actividad antes de proporcionarle complejos ins-
trumentos técnicos (como el silabeo) que le permitan acelerar el pro-
ceso de aprendizaje. Se trata, por tanto, en un primer momento, de
instaurar la idea de que las palabras-numero designan cantidades.
Para ello, se trabaja en un campo limitado, el de las cantidades muy
pequeiias, y se emplea el instrumento mas sencillo: la representacion
de cantidades por una coleccion de muestra de dedos. En esta etapa,
que llega hasta los cuatro afios aproximadamente, hay que evitar que
el nifio cuente y, de modo mas general, que emplee las palabras na-
mero como etiquetas numéricas.

6.3. Conclusién

La caracteristica principal de este proceso de aprendizaje es que en
ningin momento debe el nifio proceder a contar-numerar. Aprende a
contar después, pero su primera acciéon de contar le permite representar
la cantidad por [a Ultima palabra-nimero pronunciada: se trata de una
enumeracion.

7. LOS PRIMEROS USOS DE LAS CIFRAS

(Como aprenden los nifios que las cifras, al igual que las palabras-
nimero, no son solamente etiquetas numéricas, sino que también repre-
sentan cantidades? El primer proceso de aprendizaje que se puede men-
cionar, seglin Brissiaud (1993, pag. 61), es un proceso de “traduccién”
de las palabras-niumero a cifras. Pero este proceso de traduccién no
permite por si solo comprender como los niflos aprenden a emplear las
cifras.

Una fila numérica escrita puede ayudar a la traduccién de palabras-
numero a cifras (y viceversa), y seria recomendable que el maestro
pusiera una fila numérica de referencia en la pared.
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Elempleo de la fila numérica escrita puede ayudar al nifio a aprender el
empleo de las cifras, pero el maestro debe estimular al maximo una “lectu-
ra acumulada” de la fila numérica. Con la mayor frecuencia posible debe
dejar claro que si una casilla contiene la cifra “8” es porque “8 es todo
esto”:
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Para proporcionar a los nifios referencias de naturaleza cuantitativa, la
separacion entre series sucesivas de 5 casillas podra resaltarse en rojo
(entre el 5 y el 6, entre el 10 y el 11...). Al actuar ast, no se concede una

categorfa particular a ciertas casillas (no se escribe “5” 6 “10” en rojo),
sino que se atribuye una categoria especifica a la cantidad de 5 casillas.
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Ademads, conviene que los nifios se enfrenten con frecuencia a consig-
nas escritas en las que la cifras designen cantidades, como, por ejemplo:
“dibuja 6 flores”, “dibuja 4 canicas’...

Maés adelante veremos que el célculo escrito favorece esta lectura de
las cifras: una igualdad como “4 + 3 = 7” carece de sentido si [o que se ve
en ella son relaciones entre nameros como etiquetas.

8. CONCLUSION

Hemos distinguido dos formas de comunicar cantidades: las colec-
ciones de muestra y los niimeros.

Dos procesos de aprendizaje del nimero:

— El nifio comienza a apropiarse de los aspectos convencionales de la
representacion numérica: aprende la “cancioncilla de los ntimeros™ y a
contar, es decir, a establecer nna correspondencia “uno a uno” entre las
palabras-ntimero de ésta y [os objetos de una coleccion. Al principio, la
forma de contar es una accion de contar-numerar, pues la ltima pala-
bra-ntiimero pronunciada es una etiqueta numérica que no designa la
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cantidad correspondiente.

— En el segundo proceso de aprendizaje, el nifio comienza a represen-
tar cantidades pequefias por medio de colecciones de muestra de
dedos y nombrando dichas cantidades de modo directo, sin contar-
las. El nifio cuenta mds tarde, pero, desde que empieza a hacerlo,
sabe que la 0ltima palabra-niimero pronunciada permite representar
la cantidad correspondiente: accede de forma directa a la enumera-
cion.

Las constelaciones y las configuraciones de dedos no son coleccio-
nes de muestra comunes, pues permiten una representacion rapida de la
cantidad correspondiente gracias a la configuracion espacial que se asocia
a ellas.

No seria prudente ensefiar a usar los dedos para resolver problemas
aritméticos. En cambio, es del todo deseable que los ninos aprendan a
representar cantidades con los dedos de modo directo, sin contar.

Es un error creer que el nifio deberia “haber construido” [a nocién de
cantidad antes de utilizar las palabras-numero y las cifras. Es un error
creer que el nifio elabora los conceptos independientemente de los siste-
mas simboélicos que la cultura pone a su disposicion. Como dijo Vigosky:
“Las palabras no se limitan a expresar el pensamiento: [o hacen nacer”.

9. CALCULAR

Del mismo modo que hemos definido dos formas de representar can-
tidades —la colecciones de muestra y el nimero—, vamos a distinguir dos
formas de establecer relaciones entre cantidades: contar y calcular, que
se diferencian del modo siguiente:

—  Para determinar el resultado de una suma contando, los niftos
representan cada cantidad por medio de una coleccién de muestra de
objetos antes de volver a contar el conjunto de objetos.

—  Elnifio que calcula, en cambio, dira directamente “nueve y cua-
tro son trece”, o, de modo menos directo, “nueve y uno, diez y tres,
trece”. A esta forma de céalculo la llamaremos célculo pensado.

9.1. La distincién entre contar y calcular

Los problemas aritméticos mas sencillos son aquellos en los que se
afiade (o se quita) un determinado nimero de elementos a una cantidad
inicialmente conocida: se trata de hallar el resultado de afiadir o quitar
una cantidad. Son dos tipos de problemas que nos serviran de ejemplo
para distinguir la accion de contar de la de calcular.

Los nifios resuelven problemas de suma y de resta antes de que haya
tentdo lugar cualquier tipo de aprendizaje del simbolismo aritmético, y



emplean dos tipos de procedimientos, segiin sefiala Brissiaud (1993,
pag. 83):

— procedimientos para contar que sugieren el uso de objetos con los
que los nifios imitan las transformaciones descritas en el enunciado;

— procedimientos de calculo: el calculo se define por la oposicion de
contar.

Calcular es establecer una relacion directa entre cantidades a partir
de sus representaciones numéricas, sin pasar por la construccidn fisica
de una o varias colecciones cuyos elementos se cuentan.

Una primera opcidn pedagdgica consiste, por tanto, en distinguir dos
campos de actividades numéricas:

—un campo muy amplio —puede contener los 30 primeros nlimeros— en
el que los ninos resuelven problemas por procedimientos en los que
interviene la accién de contar, empleando colecciones de objetos;

— un campo mas restringido en el que los procedimientos de calculo
son sistematicamente los mas importantes.

La funci6on del maestro es permitir que el nifio amplie su campo de
calculo para que, al final, abarque por entero el campo en el que se
cuenta.

Hay tres tipos de actividades que se pueden realizar de modo parale-
lo:

—aprender a calcular con los primeros nimeros;
—resolver problemas contando, y
—aprender el simbolismo aritmético.

La independencia de estas actividades sdlo puede ser relativa. Para
comprender como pueden concuirir en un saber unificado en el nifio,
tenemos que estudiar de modo mas preciso los procesos por los que el
nifio accede al calculo, es decir, llega a ser capaz de establecer una
relacién directa entre cantidades a partir de su representacién numéri-
ca, sin necesidad de contar Jos objetos.

9.2. Dos elementos del progreso hacia el calculo

Aprender a calcular es un fenémeno complejo. Dos procesos pare-
cen desempeiiar un papel esencial:

— la mejora de la practica de contar, y

— el empleo de colecciones de muestra organizadas.

Gracias al primero, los nifios tienen cada vez menos necesidad de
emplear objetos, ya que los sustituyen por palabras-niimero cuando cuen-
tan. Gracias al segundo, los nifios acceden al calculo al pensar en colec-
ciones de muestra organizadas que pueden ser configuraciones de de-
dos o constelaciones.
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dos o constelaciones.
Ambos procesos son necesarios para que los niflos puedan acceder
a la forma de célculo que puede parecer la méds completa, que los
anglosajones denominan “calculo pensado”, donde el término “pensa-
do” se opone al de “sisternatico”. Ahora bien, el cdlculo pensado se
debe ensefiar, ya que pocos nifios 1o usan de modo espontineo.
La divisién pedagdgica de las actividades que se han de Jlevar a
cabo presenta la siguiente progresion:
— aprendizaje del calculo con la ayuda de colecciones de muestra’
organizadas;
— solucién de problemas por procedimientos en los que se cuenta;
— utilizacidn de la escritura aritmética y ensefianza del célculo pensa-
do;
— la numeracién y la adicidén de nimeros de dos cifras.

10. EL APRENDIZAJE DEL CALCULO CON COLEC-
CIONES DE MUESTRA ORGANIZADAS

Vamos a hacer referencia a dos ayudas para el aprendizaje: las con-
stelaciones y las regletas de Cuisenaire.

El uso de constelaciones
El material pedagogico mas conocido lo constituyen las plaquitas
de la Sra. Herbiniére Lebert, material que se puede construir con mate-

rial Prismaker.
7 8 ’

El reconocimiento rapido del namero representado deriva del agru-
pamiento de 2 en 2, y las relaciones numéricas se esquematizan por la
yuxtaposicidn de plaquitas:

..-
—
- =
——

(&)}

[ 1 @ “Cuatro y tres es igual a 7”
. )



El nifio no necesita “volver a contar todo”, ya que reconoce la plaqui-
ta-suma. Estas plaquitas sirven para ilustrar las relaciones numéricas, y,
aunque el nifio puede volver a contarlo todo, se le invita a ir més deprisa
al reconocer las plaquitas utilizadas.

El empleo de constelaciones no se limita al de la utilizacién de ese
material. De hecho, hay dos grandes clases de constelaciones, segtin que
se emplee el agrupamiento de 2 en 2 ¢ de 5 en 5, y que corresponde,
asimismo, a las dos grandes clases de procedimientos de calculo pensa-
do: utilizacién de 5 y del 10 y utilizacién de niimeros dobles.

El uso de las regletas de Cuisenaire o los nimeros de colores

El reconocimiento rapido del nimero representado se relaciona con el
conocimiento de un c¢odigo de colores:

[__,1 blanco

rojo
NN 1 verde claro
i 4 violeta
5 amarillo

Z Z 777277716 verde oscuro
17 negro
L]

%  marrdn

9 azul

[_.jlo naranja

También en este caso, las relaciones numéricas se esquematizan por la
yuxtaposicion de regletas:

violeta verde “Cuatro mas tres es igual a siete

negro

Aqui el niflo no tiene la posibilidad de “volver a contar todo”, ya que
no hay divisiones unitarias. Para evitar que los nifios cuente unidad a
unidad, la solucién pedagdgica propuesta es radical: se suprime todo lo
que pueda servir de apoyo para la accién de contar.

En tanto que las constelaciones ilustran las relaciones numeéricas, las
regletas de Cuisenaire se presentan como un medio de “verificar” dichas
relaciones, siendo ademas un material autocorrector,

Piaget distinguia dos usos del material de Cuisenaire, y decia que “...es
excelente cuando se emplea con una perspectiva activa y operatoria,
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rativos predominan sobre las combinaciones operativas”.

Con los nifios de la escuela infantil, el riesgo de un aprendizaje funda-
mentalmente perceptivo es ain mayor, debido a la total ausencia de
divisiones unitarias en Jas regletas; la regleta negra se llama “siete” por-
que se yuxtapone a 7 unidades de cubo, pero en ningin momento la
regleta estd dividida en estas 7 unidades. Ahora bien, el nifio pequefio
asocia més facilmente la palabra-niimero “siete” a una coleccién de 7
unidades que a una regleta que solo se yuxtapone a 7 unidades, pero que
no esta constituida por éstas.

Con el material Prismaker se pueden construir regletas, aunque con
divisiones unitarias, y en las que la gama de colores no es tan amplia.
Hemos elegido el color blanco para el 1 y el 7; el azul para los miltiplos
de2:2,4y8;elrojopara los multiplos de 3: 3, 6 y 9; por ultimo, ¢l verde
parael 5yel 10.

11. EL SIMBOLISMO ARITMETICO (+, -, :, =) Y LA EN-
SENANZA DEL CALCULO PENSADO

La utilizacion del simbolismo aritmético no es indispensable para el
aprendizaje del calculo ni para la resolucion de problemas.
Antes de 1970 se ensefiaba el uso de la escritura como:
7 canicas + 6 canicas = 13 canicas

En esta igualdad, el signo “+” que precede a “‘6 canicas” es la indica-
cion de lo que se quiere hacer con esta magnitud. Es decir, esta igualdad
cuenta una historia de manera abreviada: “Tengo 7 canicas, afiado 6
canicas (he ganado 6, he comprado 6...) y ahora tengo 13 canicas”.

Si examinamos la igualdad “9 canicas — 6 canicas = 3 canicas”, in-
mediatamente nos surge lo siguiente: “Tengo 9 canicas de las que quito
6 (porque las pierdo, las regalo...) y me quedan 3”.

Los reformadores de 1970 llevaron a cabo una critica fundamental
de esta practica pedagdgica: el ensefiar el signo “~” como una simple
abreviacion taquigrafica de la palabra “quito”, se crea un obstaculo im-
portante para el uso de la resta en el caso en que esta operacidn no sirva
para hallar el resultado de quitar una cantidad.

En efecto, examinaremos este otro problema de busqueda de un com-
plemento. “Tengo 6 canicas. Juego una partida, y después de la partida
tengo 9 canicas. ;,Cuéantas he ganado?”

También en este caso, la solucién esperada es la igualdad anterior:

9 canicas — 6 canicas = 3 canicas

He ganado canicas, ya que tengo mds, y, sin embargo, jhay que es-
cribir “~”"! Esto nos indica la necesidad de ensefiar “los otros sentidos de
la resta”: la resta para buscar un complemento y la resta para comparar



dos cantidades. Igualmente, se han de ensefiar “los otros sentidos de la
suma”, como, por ejemplo, que la suma nos permite conocer ¢l estado
de una cantidad antes de una pérdida: “Pedro pierde 6 canicas; ahora
tiene 7. ;Cudntas tenia antes de jugar?” El estudiante que ha aprendido
que el signo “+” corresponde a una ganancia tendrd muchas dificultades
para escribir:

7 canicas + 6 canicas = 13 canicas

en un problema en que se han perdido 6 canicas.

La escritura aritmética no es una simple transcripcién del lenguaje
ordinario. Si el nico objetivo es que los nifios sepan hallar el resultado
de afiadir o quitar una cantidad a otra, ;jpor qué no se emplean Jas pala-
bras “afiado” y “quito”, reservando el uso de los signos “+” y “~” para
cuando el nifio sepa comprender que una misma igualdad se aplica a
problemas que se enuncian de modo muy diverso en el lenguaje ordina-
rio?

Hoy dia se recomienda establecer una diferencia clara entre escritu-
ra aritmética y lenguaje ordinario debido a que la escritura aritmética
tiene cierta autonomia con respecto al lenguaje ordinario: un mismo sig-
no puede aplicarse a problemas que se enuncian de forma distinta en el
lenguaje ordinario.

Otra recomendacién consiste en enseflar la igualdad numérica para
ayudar a aprender a calcular en un contexto que tiene la dos propieda-
des siguientes:

~En una igualdad numérica, las cantidades se representan por medio
de cifras y no de colecciones.

—En una igualdad numérica, las “reglas del juego” son conocidas (des-
de el momento en que el nifio sabe leer la igualdad numérica).

Cuando un nifio sabe, por e¢jemplo, leer una igualdad numérica in-
completa, posee un nuevo lenguaje simbélico que permite que le pongan
gjercicios, aunque sean rudimentarios, que le inciten a calcular. Se aca-
ban las colecciones dibujadas que les inducen a contar y las situaciones
descritas en lenguaje ordinario que requieren el empleo de colecciones
para “recrear mentalmente” la situacion.

Hoy dia se sabe que la representacién de una situacién concreta
suele requerir el uso de material, en cuyo caso, se convierte en un obs-
taculo para el calculo. Nunca es interesante que un nifio cuente cuando
podria resolver el mismo problema por un procedimiento de calculo, aun-
que, para resolver un problema complejo (uno de los llamados de resta,
de divisién o de multiplicacion), los nifios necesiten durante mucho tiem-
po contar los elementos de una coleccién de muestra, aun cuando las
cantidades empleadas sean pequefias.

Las colecciones de muestra y los procedimientos en los que se cuen-
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ta sirven tanto para hallar Ja solucidén numerica de un problema como
para re-presentar la situacion descrita en el enunciado, y, cuando ésta es
compleja, la representacion es indispensable.

Este tipo de solucion presenta dificultades especificas sensiblemente
diferentes de las que encuentra el alumno mas mayor, que debera utili-
zar las operaciones aritméticas correspondientes.

12. MAS ATENCION AL SENTIDO Y SIGNIFICADO QUE
A LOS ENFOQUES TRADICIONALES

Los programas de la ensefianza tradicional hacian que los nifios estu-
diaran de pasada los aspectos conceptuales de una nueva operacion
aritmética. En este caso, aprender las operaciones de adicion, sustrac-
cion, multiplicacién y division no implicaban una base conceptual exten-
siva basada en una variedad de situaciones y en una diversidad de
(re)presentaciones (por ejemplo, modelos fisicos con bloques, dibujos,
etc.). Como consecuencia de ello, muchos nifios no construian una rica
y profunda comprensién de estas operaciones y sus conexiones con
otras operaciones y aplicaciones del mundo real (Baroody y Standifer,
1993; Kouba y Franklin, 1993).

En el enfoque propuesto en la “Matematica Moderna”, se prestaba
mas atencion al apuntalamiento conceptual de las cuatro operaciones
aritméticas basicas que en el enfoque mecanico tradicional. Sin embar-
g0, esta atencion llevo a una manera determinada de concebir y presen-
tar estas operaciones aritméticas, a saber, como operaciones logicas en
conjuntos discretos (por ejemplo, la adicion como unién de dos conjun-
tos, y la sustraccién como la separacién de un subconjunto de un conjun-
to mayor). Ademas, las experiencias def mundo real fueron sustituidas
rapidamente por ejercicios de lapiz y papel con los diagramas de Venn
(Vershaffel, 1995).

En los actuales documentos de reforma (MEC, 1989, 1992), se abo-
ga por una fase conceptual mas extensa exponiendo a los alumnos a una
gama més amplia de situaciones modelo de una determinada operacién
aritmética. En Ja literatura de educacion matematica se describen mu-
chas formas diferentes de categorizar las situaciones aditivas y
multiplicativas.

12.1. Clasificacion de situaciones de adicion y sustraccion

Las investigaciones sobre la adicion y la sustraccion de niimeros
enteros ha dado como resultado un inventario y clasificacion de las dife-
rentes clases de situaciones de problemas verbales que implican la adi-
cién y la sustraccion. La clasificacion mds extensamente utilizada en la
literatura reciente distingue tres categorias basicas de situaciones-pro-



blema: cambio, combinacidn y comparacion (Fuson, 1992; Riley, Heller
y Greeno, 1983; Vershaffel y De Corte, 1993).

Los problemas de cambio se refieren a situaciones activas o dinami-
cas en las que un hecho cambia el valor de la cantidad inicial.

Los problemas de combinacion se refieren a situaciones estaticas
consistentes en dos cantidades que son consideradas por separado o
juntas.

Los problemas de comparaciéon implican dos cantidades que son
comparadas y la diferencia entre ellas.

Cada una de estas tres categorias basicas de situacion-problema puede
ser subdividida dependiendo de la identidad de la cantidad desconoctda
y dar origen a una variedad de tipos de problemas verbales de adicion y
sustraccion, que se presentan en la tabla 1. En la ltima década, muchas
investigaciones han analizado el nivel de dificultad de los diferentes
tipos de problemas de adicidn y sustraccion. Estos estudios han mostra-
do de forma convincente que estos distintos tipos de problemas difieren
significativamente, en cuanto al nivel de dificultad, del tipo de estrate-
gias utilizadas por los nifios para resolver estos problemas y la naturale-
za de sus errores (Fuson, 1992; Vershaftel y De Corte, 1993).

307



308

Nombre| Ejemplo Situacion Desconocido | Diveccion
Cal Pedro tenia 3 manzanas. Ana le dio 5. Cambio Conjunto Aumento
¢(Cuéntas manzanas tiene Pedro ahora? resultado
Ca2 Pedro tenia 8 manzanas. Le dio a Ana 3. Cambio Conjunto Disminucién
¢Cuéntas manzanas tiene Pedro ahora? resultado
Ca3 Pedro tiene 3 manzanas. ;Cuantas Cambio Conjunto Aumento
manzanas tiene que pedir a Ana para cambio
tener 8?
Cad Pedro tiene 8 manzanas. jCudntas Cambio Conjunto Disminucion
manzanas tiene que darle 2 Ana para cambio
tener 3 manzanas?
Ca5 Pedro tenia algunas manzanas. Ana Cambio Conjunto Aumento
le dio 3. Ahora tiene § manzanas. inicial
; Cuéantas manzanas tenia Pedro
al principio?
Cab Pedro tenia algunas manzanas. Le Cambio Conjunto Disminucién
dio 3 a Ana. Ahora Pedro tiene 5 inicial
manzanas. ;Cuéntas manzanas
tenia Pedro al principio?
Col Pedro ticne 3 manzanas. Ana tiene Combinacién | Super -
5 manzanas. ;Cuéntas manzanas Conjunto
tienen entre los dos?
Co2 Pedro y Ana tiene 8 manzanas Combinacion | Subconjunto | —
entre los dos. Pedro tiene 3 manzanas.
(Cuantas tiene Ana?
Cpl Pedro tiene 8 manzanas. Ana tiene Comparacion | Conjunto Mas
3 manzanas. ;Cudntas manzanas mas diferencia
que Ana tiene Pedro?
Cp2 Pedro tiene 8 manzanas. Ana tiene 3 Comparacién | Conjunto Menos
manzanas. ;Cuéntas maozanas menos diferencia
que Pedro tiene Ana?
Cp3 Pedro tiene 3 manzanas. Ana tienc § Comparacién | Conjunto Miés
manzanas més que Pedro. ;Cuéntas comparado
manzanas tiene Ana?
Cp4 Pedro tiene 8 manzanas. Ana tiene Comparacién | conjunto Menos
3 manzanas menos que Pedro, comparado
(Cuantas manzanas tiene Ana?
Cp5 Pedro tienc 8 manzanas. Tiene Comparacion | Conjunto Mas
3 manzanas mas que Ana. referencia
;Cudntas manzanas tiene Ana?
Cp6 Pedro tiene 5 manzanas. Tiene Comparacién | Conjunto Menos
3 manzanas menos que Ana, Referencia

¢ Cuantas manzanas tiene Ana?

Ca= cambio; Co= combinacién; Cp= comparacion.




Varios investigadores, tales como De Corte y Vershaffel (1985) y
Willis y Fuson (1984), han ensefiado con éxito a nifios pequefios a utili-
zar diagramas esquematicos para modelar las diferentes clases de sitna-
ciones en }os problemas de cambio, comparacién y combinacion, antes
de seleccionar y llevar a cabo un procedimiento aritmético adecuado.

12.2. Clasificacién de las situaciones de multiplicacién y divi-
sién

Se han realizado también clasificaciones de situaciones-problema de
multiplicacion y division (Greer, 1992; Nesher, 1988; Vergnaud, 1983).
En la tabla 2 presentamos algunas categorias recurrentes en todas estas
clasificaciones. Se hace una distincién, mas o menos generalmente acep-
tada, entre situaciones que son “psicolégicamente” conmutativas y no
conmutativas (Greer, 1992). En este tltimo caso, el multiplicador y el
multiplicando pueden distinguirse: una de las cantidades implicadas en la
multiplicacién (a saber, el multiplicador) es conceptualizada como ope-
rando en la otra (el muftiplicando) para producir el resultado. Con res-
pecto a la division, implican que pueden distinguirse dos tipos de division:
divisién por el multiplicador, o divisién “partitiva’, y division por el multi-
plicando, o “divisién cociente”. En una situacion conmutativa, es imposi-
ble distinguir entre multiplicador y multiplicando, y, concretamente, entre
los dos tipos de division.

Tabla 2. Ejemplos de situaciones de problemas asimétricos y simétri-
cos modelados por la multiplicacién y division (Greer, 1992)

Situaciones de problemas asimétricos

Grupos iguales
— 3 chicos tienen cada uno de ellos 4 naranjas. ;Cuatas naranjas tienen
en total?
(problema de multiplicacion)
— 12 naranjas son compartidas a partes iguales por 3 chicos. ;Cuantas
tiene cada uno?
(divisién por el multiplicador)
— Si tienes 12 naranjas, ;a cuantos chicos puedes dar 4 naranjas?
(division por e multiplicando)

Comparacién multiplicativa
- Pete tiene 3 manzanas. Ann tiene 5 veces mas manzanas que Pete.
(Cuantas manzanas tiene Ann?
(problema de multiplicacién)
— Pete tiene 15 manzanas. Ann tiene 5 veces menos manzanas que
Pete. ;Cuantas manzanas tiene Ann?
(division por el multiplicador)
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— Pete tiene 3 manzanas. Ann tiene 15 manzanas. ;Cuantas veces tiene
Ann el nimero de manzanas de Pete?
(divisién por el multiplicando)

Situaciones de problemas simétricos

Modelo rectangular
—(Cudl es el drea de un rectangulo de 3 metros de largo y S de ancho?
(problema de multiplicacion)
— Si el area de un rectangulo es 152 m y la longitud es 3 metros, ;cudl
es la anchura?
(problema de divisién)

Producto cartesiano
— Si hay 3 rutas desde A a B y 4 rutas desde B a C, ;jcuantas maneras
diferentes hay de ir de A a C pasando por B?
(problema de multiplicacion)
— Si hay 12 rutas diferentes desde A a C pasando por B, y 3 rutas
desde A hasta B, ;cuantas rutas hay desde B hasta C?
(problema de division)

En cuanto a la adicién y substraccion, programas instruccionales y
libros de texto recientemente elaborados proporcionan a los niflos mu-
chas oportunidades para explorar estos diferentes tipos de situaciones
problema ya en las primeras etapas del proceso de aprendizaje y antes
de empezar a adquirir los datos numéricos y los procedimientos para la
multiplicacién y la division (véase, por ejemplo, el estudio de Ter
Heege,1985). ’

12.3 Variedad y flexibilidad de representaciones (externas)

Mieptras aumentan la variedad de los tipos de situaciones con que
los nifios se encuentran con vistas a reforzar su comprension conceptual
de las operaciones aritméticas, los profesores deben asegurarse de que
todas estas situaciones se asocien facilmente con los diferentes tipos de
representaciones (externas) (Greer, 1992; Koubay Franklin, 1993). Por
tanto, al construir estos enlaces conceptuales entre situaciones y opera-
ciones, Se necesita una rica y flexible variedad de representaciones,
entre las que se incluyan;

1) guiones basados en la experiencia en los que el conocimiento se
organice en torno a hechos del mundo real u obras dramaticas,

2) objetos manipulativos,

3) dibujos y diagramas,

4) lenguaje hablado, y



5) simbolos escritos,

Solo después de que los nifios hayan tenido una amplia y variada
experiencia describiendo, representando y explorando situaciones aditivas
y multilplicativas dramética, fisica, pictérica, verbal y simb6licamente es
cuando tiene sentido introducir la escritura de frases numéricas abstrac-
tas que involucren estas situaciones.

Este enfoque contrasta fuertemente con el enfoque tradicional que
obliga a los nifios ya a una edad muy temprana a representar y resolver
todo tipo de situaciones de una manera uniforme, formal y abstracta, por
ejemplo, escribiendo frases numéricas candnicas con los nimeros y ope-
raciones “ocultos” en el problema. Los efectos negativos de esta prac-
tica son puestos de manifiesto por estudios de problemas generados por
alumnos para frases numéricas dadas asi como investigaciones de las
frases numéricas que los nifios construyen para problemas verbales da-
dos. En efecto, este trabajo muestra que muchos nifios no tienen una
comprension clara de cémo los nimeros y signos operativos de una
frase numérica aritmética formal se relacionan con sus comprension
intuitiva de los objetos y relaciones involucrados en la situacién o con
sus estrategias informales de resolucién (Carpenter, Hiebert y Moser,
1983; Verschaffel y De Corte, en prensa).

Como han sefialado varios autores (Becker y Selter, 1996; Cobb,
1995; Gravemeijer, 1994), estas diferentes formas de representaciones
(externas) —tales como objetos manipulativos, dibujos esquematicos, fo-
tografias de situaciones de la “vida diaria”, problemas de palabras, etc.—
no siempre son validas en si mismas. Por el contrario, los significados
que se pretenden y la manera en que han de utilizarse deben ser cons-
truidos por el estudiante. Asi, estas ayudas de aprendizaje y ensefianza
estan dotadas de materia adicional que ha de ser aprendida por los estu-
diantes. E] articulo de Becker y Selter (1996) contiene varias ilustracio-
nes de cémo este estatus ambivalente de representaciones (exteinas)
puede representar posibles fuentes de dificultades de aprendizaje, espe-
cialmente si los profesores no son muy sensibles a esta cuestion.
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