ARTICULOS

ALGEBRAIZACION DE UNA
LOGICA POLIVALENTE

ANTONIO GONZALEZ CARLOMAN

Oviedo

Siendo E un conjunto finito o infinito bien orde
nado (admitimos el axioma de buena ordenacién), dis
tinguimos en &1 los siguientes elementos:

"1.1.- Elemento cero
Al minimo de E, y lo representamos por O
1.2.- Elemento siguiente de otro
.Dado cualquiér'elemento a€E, llamamos slgulente -
Ao €1, ¥ lo representamos por a*, al elemento de E -
que indicamos a continuacidn
1%,- Si a no es méximo en E, al mfnimo del conjunto
N .
a’= {xlx>a}

22.--8i a es miximo en E, al propio elemento a (a’=a)
Propiedades*:
Siendo a,b€E, se demuestran

1.2.1.- a<b=a"<p

1.2.2.- Si a no es. mdximo en E
+
a < b=a< b
. +
1.2.3.- a<b =a< b
1.2.4.- 81 a* no es maximo en E
* Todas las prbpiedades mencionadas en este trabajo aparecen deta
lladamente demostradas en el 1libro "Buena ordenacidn:Conjuntos
finitos, naturales y transfinitos" de préxima aparicidn en el

Servicio de Publicaciones de la Universidad de Oviedo.

2

a< beat< bt

1.3.- Elemento limite y elemento precedente de otro

Siendo a#0, puede ocurrir:
¢.- Que el coﬁjunt?
a‘={xlx< a}
no tenga méximo, en cuyo caso decimos que a es ele-

méhto limite de E

22.- Que el conjunto a® tenga miximo, en cuyo caso -
llamamos a tal midximo precedente del elemento a y lo
representamos por a_

Propiedades:

Siendo a,b€E, ﬁe demuestran
1.3.1.- Si b admite precedente

a< b®a< b .

1.3.2.- Si a no es miximo en E, entonces a es el --
+ ’ +-
precedente de a2 (a=a )

1.3.3.- Si a admite preccdente, entonces a es el si-

guiente de-a” (a=a™*)

V
1.3.4.- 8i a y b admiten precedente

a< bea < b

1.3.5.- Si E admite elementos. limites y 2, es el mi-
nimo de ellos )

+
a< 2°=a < 2,
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1.3.6.- Si T no tiene elementos limites, ACE y se cum 2.12.- a#0=a+b#0 (a#0=b+a#0)
plen '
2.13.- a=0Ab=0=a+b=0
12.- 0€A .
R 2.14.- Si b admite precedente
22.- xGA=x €A ) : ) : ,

B
a+b=(a+b )
entonces A=E (Induccién particular)

. 2.15.- a+b*=(a+b)*
1.3.7.- Si E tiene o no elementos limites, ACE y se -
cumple 2.16.- (a+b)+c=a+(b+c)
¥, (x< y=xEA)=y€A 2.17.- Si E no ticne elementos limites, se cumplen
entonces A=E (Induccién general) 2.17.1.- a++b=(a+b)+

2.17.2.- a+b=b+a

2.17.3.- Si a+c no es miximo en E
Siendo E un conjunto bien ordenado con midximo, de-

finimos recursivamente en €1 una operacién binaria -- a< b=a+c< bec

que llamamos suma, y que representamos con el signo +,

de la siguiente manera: 2.17.4.- Si a*c no es miximo en E
Si a es cualquier elemento de E a=bea+c=hec

12.- Siendo b=0

3.- Producto_cn conjuntos bien ordenados con_miximo
a+b=a ’
Siendo E un conjunto bicn ordenado con midximo, de-
° ; o . . . R
22.- Siendo b#0 finimos recursivamente en &1 una operacidén binaria que

R llamamos producto, Yy que representamos por el signo- -
Si se conmoce a+x para cualquier x< b, entonces -- de 12 siguicnte manera:
a+b=sup(a+x);< b
- ) Si a es cuciquier elemento dec E
{La expresién sup (a+x);< » Fepresenta al mayoran
te minimo de la familia (a+x);< p» Mayorante minimo

siempre cxistente por tener miximo el conjunto E) 12.- Siendo b=0

Propiedades: a.b=0

Siendo a,b,c,d€E, se demuestran 2,- Siendo b#0
2.1.- O+a=a . - T - Si se conoce a.x para <ualquier x< b, entonces
2.2.- a<.h=c+aK c+b ) a.b= sup (a.x+a)
2.3.- Si ¢+a no es miximo en I Propiedades:

a< b=c+a< ¢+b ‘ Siendo a,b,c,d€E, se demuestran
2.4.- a< 5@u*c< b+c ’ ‘ 3.1.- 0.a=0
2.5.- 81 b+c n» es mdximo on [ ’ 3.2.- $i llamamos 1 a O°

- a< bAc< d=a+ce< brd a.l=a{l.a=a)

2.6.- c+a< c+b=a< b 3.3.- a< b“c:u<c.b
2.3.- a+c< b+c=a< b 3.4.- Si ¢c#0 y c.a no es miximo en L
2.8.- c+a=c+h=a=bh o a< b=c.a< ¢.b
2.9.- b< a+h(b< b+a) 3.5.- a< b=a.c< buc
Z.iO.- Si b#0 y a no es mdximo en E ) 3.6.- 5i'b.c no es miximo en I

a< a+b a< bAc< d=a.c< b.d
2.11.- Si m es miximo en E 3.7.- c.a< c.b=a< b

a+m=m(m+a=m} . 3.8.- a.c< b.c=a< h
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3.9.- Si ¢#0 y ¢.a no es mﬁx;mo en.E
é.a=c.b=ﬂ=b

5.10.- Si afo
b< a.b (b< b.a) .

3.11.- Si a#¥0/,1<b y a no es mﬁxime en E
a< a.b !

3.12.- $i a#0 y m es midximo en I
a.m=m {(m.a=m)

3.13.- Si b admite precedente
a.b=a.b +a

3.14.- a.b’= a.bva

3.15.- 8i 1< a y 1< b
a+b< a.b

3.16.- af0Ab#0%a.bFO

3.17.- a.b=1wa=1Ab=1

3.18.- a.(b+c)=a.b+a.c

[

.19.- (a.b).c= a.(b.c)

3.20.- Si E no ticne elementos limites, se cumplen

3.20.1.- a’.b=a.b+b
3.20.2.- a.b=b.a
3.20.3.- Si ¢#0 y a.c no es miximo en E

a< b®a.c< b.c
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3.20.4.~ Si c#0 y a.c no es méximo en E
a=b®a.c=b.c

3.20.5.- 8i 1< a, 2<b (2=1%) y a+b no es maximo -
en E a+b< a.b

Siendo E un conjunto bien ordenado con maximo, -
asignamos a cada elemento a€E una operacién unitaria
que llamamos potenciacidén de base a, fa:E*E, defini
da recursivamente, despues de convenir que,para ---
cualquier bEE,fa(b)=ab, de la siguiente manera:

2.- Siendo b=0

22,- Siendo b#0

. X .
Si se conoce a" para cualquicr x< b, entonces -

ab= sup (ax.a)x< b
Propiedades:

Siendo a,b,c,d € E se demuestran

4.1.- 81 b#0
oP-0

4.2.-1P=1

4.3.- a1=a

4.4.- a< b= < cb

4.5.- 81 1< c vy <? no es miximo en E

a< b=c?< cb T

4.6.- a< b=a< b°
4.7.- Si 1< b ¥y b€ no es miximo en E
d

a< bAc< d=a%< b

4.8.- <P

=a< b
4.9.- a%< bS=a<p
4.10.- 81 1< c y ¢® no es miximo en E

ca=cb°a=b

4.11.- s1 1< a

b

a.b< a
4.12.- 81 1< a

b< ab

4.13.- Si b#0
b

a< a

4.14.- 8i 1<b, 1< a y a no es maximo en E

N
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a< ab

4.15.- Si m es miximo en E

1.- 8i b#0

Z%:
nP=n é %
2.~ 8i 1< a %
a"=m

4.16.- a#O”ab¥0

7
/
z
.
z

4.17.- Si b#0 )
Z .
b ?2‘ §
a’#0=a#0 g Z s
<
b f//' 2N
4.18.- a’=12a=1Vb=0 Z 227 N
% ;éég $E
22 N
4.19.- Si b admite precedente é?;?’/ X
& 7
: 27 ==
b_,b" 4?,/- X
a =a a # Z 5%5
= :‘I//i ==
+ P
4.20.- a° =a®.a
4.21.,- ab.ac=ab+c
b,c__.b.c :
4.22.- (27) =a S.4.- Si m es miximo en E
4.23.- 8i E no tiene elementos limites, se cumplen a+a*=m
N c_.¢c ,cC
4.25.1.- (a.b)"=a".b 5.5.- Si [ tiene a 1 como miximo (E={0,1}), cnton- -
c . ces la operacién unitaria * junto a las operaciones
4.23.2.- 51 c¢#0 y a~ no es miximo en E binarias +y. le dan al conjunto E una estructura de
algebra de Boole, y ademds se cumple '

a< bea® < b€
) 5.5.1.- ab=b*+a

4.23.3.- Si c#0 y a© no es miximo en E

a=bwa®=p® : i1 N
. 6.~ Suma_de familias_sobre_conjuntos_bien ordenado

4.23.4.- Si 1< a, 2<b y a.b no es maximo en E
b Siendo E un conjunto bien ordenado respecto al or-

a.b< a
den <, E” un conjunto bicn ordenade con miximo res-

pecto al orden <"y + su correspondiente operacién -
suma; dada una aplicacién f:E2E”, asignamos a cada
elemento a€E una familid'(fi)i< Qv a &sta un cle--
mento de E”, al que llamamos suma dc la familia y -
que convenimos en vepresentar porvf‘fi,definido Ye-

4.25.5.- 1+a.b< (1+a)?

5.- §iﬂe£iizgcg6g en_conjuntos_finitos_bien ordenados ’ 2
_________ cursivamente de la siguiente mancta?
‘Siendo E un conjunto finito bien ordenado respec-’ .
to el orden < (0< 1<.,.<n< m), sabemos que tambien - %.- Siendo 2=0
estd bien ordenado respecto al orden reciproco > --- :
(m >n>... > 1>0) y que existe un isomorfismo Gnico 15:i=0’(0 elemento minimo en E, 0”clemento minimo

£:E°E de E, < en E, > (£(0)=m, £(1)=n, ... f(n)=1, - en E7)
£(m)=0). Esta aplicacién f:F~E define una operacidn
unitaria * en E si convenimos que, para cualquier --

*
a€E, f(a)=a

2¢2.- Siendo a¥0

Si se conoce’E fi para cualquier x< a, entonces
Propiedades: i< )
o iﬁafi=sup gix fi*fx)x< a
Siendo a,b€ E, se demuestran

Propiedades:

5.1.- a*#*=p .
Siendo a,b,c€E, a”,b"€ E°, f y g aplicaciones de

§.2.- a< b“h*< a* E en E“y h aplicacién de ExE en E”, se demuestran

6.1.- a<b=w ¥ £,<° T f,
1

5.3.- 8i af0 i
. i<b

* 4 -% N : Py
¢ 6.2.- Si a no e¢s maximo en E
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z £.= % f.+f
j<at 1yce 102

6.3.- Si m“es mdximo en E7y 3i< a (fi=m‘)
Z f.=m"
i<a !

6.4.- Estando + definida en E y no siendo a+b mixi-

mo en €1

z f.=Zf.+2 f
i<a+b ' i<a i i<b a+i
1<a

6.5.- Z f O - ¥,

(£,=07)
i<a i

‘ 6-6-'i§§i*°'“ Fica (55707

6.7.- Si (f‘i)i<:a‘ es la familia 6Btenida prescin-

diendo en (fi}i<a' de los elementos de la familia que

sean iguales a 07, entonces
Zf= T f]
ia?t ia”

6.8.- Siendo a< b; .si existe un elemento c tal que --
as c< b de modo que f #07y Z f no sea maximo en E7, -
entonces i<

LE < I,

i<a ¥ i<p?
6.9.- ¥, (£,<7g;) iaf <;<ag.
6.10.- I £,< fi=a<b
i<a i<b

6.11.- 5i £,#0", £,#0°y Tf; no es miximo en E’
i<a

z fi T £, j=a= b
i<a * i<pt

6.12.- b*, Z £:= L b".£,
i<a ! i<a b

6.13.- Si E"=E

(£;=b)= 2 f =b.a
1< a i<a

6.14.- Si E'no tiene elementos limites, entonces

6.14.1.- = (f +g;)= z £4% g,
i<a i<a *i<a

6.14.2.-Z (f,+g.)< T £.. T g.
ke P ia it

6.14.3.- £ (X h; )= Z (Z h..)
i<2i<b i<b i<all

Siendo E un conjunto bien ordenado respecto al or-
den <, E“un conjunto bien ordenado con mdximo respec

" to al orden <"y. su correspondiente operacién produc-

to; dada una ‘aplicacidén f:E~E”, asignamos a cada ele

mento a€E una familia (f ) y a ésta un elemento -

i<a
de E”, al que llamamos producto de la familia y que -
convenimos en represeéntar porigafi’ definido recursi-

vamente de la siguiente manera:

a) Si 31<a (fi=0’)
Hf =0~
i<a *

N .
b) 81y, (£,707)

e

2.- Siendo a=0

7.9.- Siendo a<b y ¥;. (£

. Ximo en E”

Hfi=1‘
i<a

22.- Siendo a#0

8i se conoce H fi‘ para cualquier x< a, entonces
i .

igafi=sup ggxfi'fx)x<h
Propiedades:

Siendo a,b,c€E, a”,b"€E”, f y g aplicaciones de
E en E"y h aplicacidén de ExE en E”, se demuestran

71-nx¢0@»¥ (£,#07)
i<a i<
T.2.- 51 ¥, (£,407)

a< b= 1 £.<° 0 £,
i<a ' ip

7.3.- Si a no es miximo cn B

n f =1 f f
i<a boj<a ? .
7.4.- Siendo m” mdximo en E7; si ¥icp (fi#o‘) ¥ Ei<a

(fi=m‘), entonces

ﬂf =m”
i<at

7.5.- Estando + definida en E y no-siendo a+b miximo
en €1
n f£=1I f JLE L

i<a+h 1 i<a i<b ars
7.6.-iT<Iafi=1’<='¥i,_.‘,i (fi=1’)

7.7._—_12a fi#1’¢ 3i<h (fi¢1’)

7.8.- Siendo (f’ ) i<a” la familia obtenida prescin-
diendo en (f.).. de los clementos de la familia que

11«’1
sean. iguales o anteriores a 17

me= I £

i<a 1 i<a”?

i_#O‘); si existe un ele-

mento ¢ tal que a< ¢< b de modo que f #1” y Nl f. no-
€ i<c ..

sea médximo en E”, entonces

nf< Inrf,
i<a b oi<p?
7.10.- ¥, (£.<° g )= £.< Mg,
i<a L O PN I P e

T11.- 81 ¥ (£,407)

nf, < 0 f.=a< b
i<a®  i<p?
7.12.- Si ¥z (f #07), f O‘, fb#O‘ y T £. no es ma
i<at

M f.= I £,=a=b
i<a * i<p?

7.13.- SiTBTEY .

7.14.- Si E“=E y b#0
= _na
¥ (fi-b)==igafi—b

7.15.- Si ¥i<h (1‘<’fi)

6
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zf.< Hfi ¢(P) es un elemento arbitrario de E”que fija 1la pre--
i<a ia via interpretacidén que hagamos sobre E
7.16.- Si E”no tiene elemcntos limites, entonces

2.- Si P y Q son férmulas cualesquicra de F , en-

"7.16.1.- I1 (F,.g)=I £, Il g. ’ tonces:
i<a TP o< bt
. *
7.16.2.- Si a#0 a) ¢ (P)= ¢(P)
Mg+ g, <" 1 (£+;) B) ¢ (PVQY=v(P)+ 9{Q)
i<a Vit i MY

7.16.3.- I (ML h.. )= Il (N h,.) €) v (PAQ)=v¢(P). »v(Q)
216.3.- h..)= h . .

Jiajp * j<pii<a b oth)
7.16.4.- Si b#0 d) ¢ (PQ)=¢(Q) -
. B R 1 -

M D o
' , &) v ey =p (¥ p(1)? ¥
S (M hy ST U (2 hy0)
i<a j<b Cj<b i<a
. ‘ . . 32.- Siendo S una férmula abierta como miximo en x

7.16.5.- 851 E7= {07,17} (que tiene la sola variablc libre x o ninguna), y re-

o presentando S:, para cualquier a€E, la [{6rmula cerra-
J-Fgﬂgi)* =i\zag:i da resultante de sustituir en S la variable x por a,
) . si la hubiera; si el término wx(S) es tal que «pa(S)=
7.16.6.- 8i E"={0",17} w(S:), entonces
: a) ¢(3,8)= £ ¢ (S)

7.16.7.- Si b<a y E"= {0°,17} x<n

b) (¥ 8)= I (s
) (x)x<m~px )’_

Mg, <g
<1 b

. _ De la aplicacién ¢: F-E” inducimos urna relacién de
$i llamamos ¥ al conjunto de {6rmulas cerradas até equivalencia sobre F que si la representamos por el -
micas, moleculares y cuantificadas, entonces dado un signo "e" tendria la siguiente definicién:
conjunto E bien ordenado, finito o infinito, como uni .
verso del discufso, siendo E(m) el resultado de am--- Siendo P,Q€ F
pliar E conmcomo miaximo, y dado un conjunto finito -
E“bien ordenade con m como miximo. Llamamos valora- - © P*Q si y sblo si ¢(PY=¢(Q)
cién de F sobre E”a una aplicacién ¢: F-E“definida re - :
" cursivamente de la siguiente manera: : Propiedades:
2.- 8i P es una f6rmula atémica de F , entonces - Siendo u e i férmulas de F tales-que ¢(u)=m"y ¢(i)=0"

EL BASILISCO
¢n :


http://www.fgbueno.es

9.5.- PVIpau

P,Q,RETF , 5 y T f6rmulas abiertas como midximo en x, y
H férmula abierta como miximo en x e y, se cumplen

9.1.- Tip=p @)= o(?) por 5.1)
9.2.- PVQ=QVP (p(P)+ ¢ () =v(Q+¢(P) por 2.17.2)
9.3.- PAQeQAP (#(P). 9(Q)=¢(Q).#(P) por 3.20.2)

9.4.- PA(Q\}R)@’(PAQ)V(PAR) (E(P). (2 (Q+e(R)}=2(P) .0 (Q)+
.Q(P).w(k) por 3.18)

(0 (PY+ 2 (1) =n"por 5.4)

9.6.- PViep {9 (P)+0"=¢ (F) por 2-1%)

9.7.- PAI=i (#(P).0°=0" por 3-1%)

9.8.- (PVQ)V R=PV(QVR) ((¢(P)+¢(Q))+o(R)=¢ (P)*+(p(N)+
¢(R)) por 2.16)

9.9,- (PAQ)AR=PA(QAR)
v(R)) por 3.19)

(e(P).2(Q)).v(R)=¢ (P (¢ (Q) .
9.10.- (P4Q)A(P-R)*P-QAR (2 (¥ ) o )? P (o (q).
2 ()PP por 4.23.1)

9.11.- (PARIA(QRI=PVQoR (v (R)? (F) Lo (r)? (Do gy (P)
+2(Q) por 4.21)

9.12.- P(Q°R)=PAQ-R ((¢(R)‘9(Q))W(p) =¥,(R)‘P(P) -2 (Q)
por 4.22)

- it . =N .
9-73- ¥ (SAT)= ¥, SA¥, T ,Eqn(ths) ¢, (1)) dx(ﬂ«px(s)
e (T) por 7.16.1)
x<m

9.14.- BX(SVT)“' BXSV EXT }((inwx(S)ﬂpx(T)inm\Px(S)*
z xpx(T) por 6.14.1)
x<m

9.15.- Si S es férmula cerrada (¢X(S]=¢(s))
) e z $). = >
3 (SAT)=SAA T (Q(W(S) ¢, (TY=0(8) X<m\ﬁx(T)

por 6.12) x
9.16.- 3, 3,3 A H (2 (2 ¢ (H))=2 (2 »  (H))
pﬁry() 13’%3() x<m y<m XY y<nx<a

9.17.- ¥ ¥ He¥ ¥ 1 (M (Mo, ()= 1 (Me_ (H))
YT Ty x oy ne,,
‘por 7.16.3) x<m y<m y<in x<m
9.18.- Si E"={0",17}

Son ciertas todas las propicdades correspondientes
al algebra de Boole por 5.5, y ademis

\ -
) i o g //'/
S . : >
g§§§§~ . R v ;22’
2 > L 1 e
s [&-77 i = [
[, N K ot
3 N
N X
5 N -
5 \SMHd2, =
N pals
el o & s D

9.18.1.- p~ewvQ (wtQ?(P)= v(»)™ + »(Q) por 5.5.1)
9.18.2.- ¢(P*Q)=1" si y sdlo si P=Q
@@ o? = 17 51y 5610 si w(P)0(Q)

por 3.17 y 4.18)

9.18.3.- TW._S* 3.71S
X X
7.16.5)

% *
(1 o (307 29.(5)" por

9.18.4.- T3, 5% I
7.16.6)

((Z o (5))7= Do, ()" por
X X

10.- Relacisn en F_inducida del orden <" en E”

De la relacién de orden normal <" en E”inducimos
una relacidn en 7F que si la representamos por el -
signo "=" tendria la siguiente definicidn

Siendo P,Q€ F
P=Q si y sdlo si ¢(P)<" v (0}
Propiedades:

Siendo P,Q,R,KE F , S y T férmulas abiertas como
miximo en x, y H férmula abierta como miximo en X' e
y, se cumplen ’

10.1.- p=p (P ¢(P)

70.2.- Si P=Q y Q=P, entonces y sBlo entonces P®Q -
(Si v(PIS” ¢(Q) ¥ ¢(Q)<” w(P), entonces y s6lo en--
tonces v {(P)=¢(Q))

10.3.- Si P=Q y =R, entonces P =R
(8i v(P)<" ¢ (Q)y ¢ Q)¢ (R,entonces ¢ (P)< ¢ (R))

10.4.- Si P=Q, cntonces y sélo 'cntonces =P
N *
(Si ¢(P)<” v(Q), entonces y s6lo entonces ¢(Q)

<9 (P)* por 5.2) °

10.5.- P=PVQ (p(P)S” ¢(P)+¢(Q) por 2.9)

10.6.- Si P=Q y R=K, entonces PVR=QVK

(81 ¢(P)S” ¢(Q) ¥ ¢(R)<™ ¢(K), entonces p(P)+
¢{R)<™ ¢(Q)+¢ (X) por 2.5)

10.7.- Si P=Q y R=K, entonces PAR=QAK .
(Si ¢(P)<79¢(Q) ¥ ¢(R)<"¢(K), entonces ¢(P}. -
(RIS »(Q).¢(K) por 3.6)

- ¥ ey S)+ T < n ¢
10.8.- ¥ SV¥ T ¥ (SVT) )((gmwx(‘iﬁm 2. (1) mﬂ(sﬂxts)
+9, (T)) por 7.16.2) '

10.9.- EX(SAT)='3XSA§XT :Ezu(apx (8). ¢ < ('F))é‘xzn\ax(s).
b wx(T) por 6.14.2)
x<m

10.10.- 3 ¥ H=¢ I H x (I H))<® 1 (¥ 1
SRR >(<<ﬁn(y<fr‘>’( ) y<m(x<n‘fxy(l))
por 7.16.4)

10.11.- Si E“=.{0",1"}
¥.5=8% - (Lo (8)<7 v, (S) por 7.16.7)

10.12.- Si E"={0",1"}
¢ (P~Q)=1" si y sblo si I=Q
{¢(Q)‘p(p)=1‘si y sdlo si ¢(P)S” ¢(Q)por 4.18)

EL BASILISCO
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