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Introducción 

1 teorema de deducción que sigue fue 
expuesto en un trabajo, pendiente de 
publicación, sobre una axiomatización de 
lógica de primer orden con identidad, 
en que se toman como axiomas los si
guientes: 

^ A i P ^ Q V P 
A: PVQ -^ QVP 

X A:« PV(Q ^ R) ^ (PVQ ^ PVR) 
A-x VxP -^ P 
A? P-^^VxP (Si <x» no está libre en <•?») 

En este trabajo se define la derivación de la siguien
te manera; 

Dado un conjunto de fórmulas ai , y otros conjuntos 
de fórmulas a2,...a„, llamamos derivación a la sucesión 
a i , a:...a„ si las fórmulas del conjunto ai -I- 1 (i = 1, 2,..., 
n-1) se obtienen aplicando las siguientes reglas: 

R, Si «P» y«P—> Q» pertenecen a ai, <'Q» pertenece 
a ai -I- 1 

R2 Si «P—*Q» pertenece a ai y «x» es una variable 
cualquiera, «VxP—» VxQ» pertenece a ai-I-1 

R.í Si «P» pertenece a ai y «x» es una variable libre 
en «P», cualquier cierre por sustitución de «x» pertene
ce a ai 4-1 

R4 SI «x» es una variable libre en <• P» y cualquier 
cierre por sustitución de «x» en <P» pertenece a ai, «P» 
pertenece a ai -I-1 

R5 Si «P» pertenece a ai, «P» pertenece a ai-I-1 

R6 Si «P» es un axioma, «P» pertenece a ai-I-1 

También convenimos en abreviar la expresión «P se 
deriva de a» mediante «a f= P», y « P ^ Q es tautolo
gía» mediante «P = ^ Q » 

En la demostración de lo que sigue citamos las si
guientes propiedades demostradas en el trabajo: 
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I I I — 2 P - ^ Q , Q - ^ R I = P 
m — 5 P = 5 > P 
III — 16 P, Q t = PAQ 
III — 2 5 P ^ - » Q t = P - ^ Q 

R 

I I I -

I I I -

I I I -

I V -

I V -

- 3 7 

-69 

- 8 5 

- 6 

- 2 6 

P A ( P ^ Q ) = » Q 

(P -^ Q) A (P ^ R) < = ^ P -^ QAR 

Q = ^ P - Q 

P ^ Q t = P - ^ VxQ (Si <'x» no está 
libre en <<P» 

Vx (P -> Q) ==» VxP -^ VxQ 

Teorema de deducción 

Si a es un conjunto de fórmulas cerradas y "P» es 
una fórmula también cerrada, y representamos por «a, 
P» al conjunto resultante de agregar «P» a a, se cumple: 
a, P 1 = Q si y sólo si ct N=P ^ Q 

De izquierda a derecha 

Si suponemos se cumple a, P t== Q, entonces ten
dremos una derivación a, P t = a; t = a.í 1 = ...!== 
am, en que <'Q» pertenece a am, y vamos a demostrar 
que si <'T» es una fórmula perteneciente a cualquiera de 
los conjuntos posteriores a «a, P» en la derivación, se 
verificaría: (xt=== P ^ T. Con esto quedaría: derriostrado 
que a t = = P - ^ Q, ya que Q pertenece a am qué es pos
terior en la derivación a «a, P». Haremos esta demos
tración por inducción sobre el número de orden de loŝ  
conjuntos posteriores a «a, P» en la derivación, y para 
ello demostraremos: 

1 • Si «T» pertenece a a:, se cumple: a l 

2 — Si se cumple, para cualquier fórmula <<T» de 
an, que a t = ^ P —» T; entonces se cumpliría que, 
siendo <'T» cualquier fórmula de an 4- 1, a N= 
P - ^ T 

Demostración de 1: 

Si *T» pertenece a ai, es obtenida a partir de «a, 
P» aplicando alguna de las reglas de derivación, y puede 
ocurrir: 

A — Que apliquemos Rh 
En este caso «T» es un axioma y entonces: 
a F= T ^ 

1. Por R6 
2. Por III - 85 

B — Que apliquemos Rs 

En este caso «T» pertenece a <a, P»; y 
puede ocurrir que --T» sea <P», en cuyo caso 
tendremos: 

1. Por III-5 y ser «T» y «P» la misma fórmu
la. Puede ocurrir también que «T» pertenezca 
a a, en cuyo caso tendremos: 

1. Por Rs 
2. Por III-85 

C — Que apliquemos R4 

En este caso <'T» sería abierta en una va
riable «x», y todos los cierres por sustitución 
dé <'X» en «T» pertenecerían a «a,P», y ten
dremos: 

a i^= todos los cierres por sustitución de <x» 
e n P - ^ T i = ^ P - ^ T 

1. Por ser los cierres por sustitución de «x» 
en «T» pertenecientes a «a, P» y ser «P» 
fórmula cerrada 
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2. Por R4 

D — Que apliquemos R? 

Este caso no puede presentarse por ser 
>a, P» un conjunto de fórmulas cerradas. 

E — Que apliquemos R; 

En este caso >T» sería de la forma VxR—* 
VxS, siendo R—»S perteneciente a va,P», y 
entonces: 

a t=^ P -> (R ^ S) 1=^ P - - ¥x (R — S), Vx: 
(R — S) — (¥xR — VxS) 1=^ P / (VxR -^ 
VxS) 

1. Por pertenecer R —' S a -a,P» 

2. Por IV - 6 y IV - 26 

3. Por I I I - 2 

F — Que apliquemos Ri 

En este caso >T» se obtiene a partir de 
dos fórmulas de -a ,P» del tipo vR» y vR—«T», y en

tonces: 

a M=: P - . R, p - , (R - . T) N:^ (P ^ R) A 
( P ^ ( R ^ T ) t ^ = P / R A ( R ^ T ) , R A 
(R->T) — T i = ^ P - > T 

1. Por pertenecer a >a, P», -R» y vR—»T» 

2. Por III-16 

3. Por 111-69,111-25 y III-37 

4. Por III-2 

Demostración de 2: 

Si -T» pertenece a a n + 1, es obtenida a partir de 
^an» aplicando alguna de las reglas de derivación, y pue
de ocurrir: 

A — Que apliquemos Rh 

En este caso -T» sería un axioma y se ra
zona como en 1-A 

B — Que apliquemos R5 

En este caso -T» ya se supone cumple la con
dición. 

C — Que apliquemos R4 

En este caso <T» sería abierta en una va
riable <x», y todos los cierres por sustitución 
de <-x» en -T» pertenecerían a an y se razona 
como en 1 — C. 

D — Que apliquemos R.; 

En este caso <T» sería obtenido mediante 
un cierre por sustitución de una variable <-x» 
en una fórmula -R» perteneciente a an, y en
tonces: 

a Ri 

1. Por cumplirse la propiedad por hipótesis, 
por pertenecer - R» a an 

2. PorR.! 

E — Que apliquemos R: 

En este caso -T» sería de la forma VxR 
—* VxS, siendo R —* S perteneciente a an, y se 
razona como en 1 — E 

F — Que apliquemos Ri 

En este caso «T» se obtiene a partir de 
dos formulas de an del tipo R y R —> T, y se 
razona como en 1 — F. 

De derecha a izquierda: 

Si suponemos que se cumple a l^= P ^ Q, enton
ces: 

a, P ! = ^ P , P - * Q ! = ^ Q 

1. Por R.- y lo supuesto 

2. PorRi 

EL BASIUSCO 47 

EL BASILISCO, número 13, noviembre 1981-junio 1982, www.fgbueno.es

http://www.fgbueno.es

