ARTICULOS

- TEOREMA
DE DEDUCCION

ANTONIO GONZALEZ CARLOMAN
Oviedo

Introduccion

I teorema de deduccidn que sigue fue
expuesto en un trabajo, pendiente de
publicacién, sobre una axiomatizacién de
légica de primer orden con identidad,
en que se toman como axiomas los si-
guientes:

As PV(Q—R)— (PVQ— PVR)

s P —¥xP (Si «x» no estd libre en «P»)

En este trabajo se define la derivacién de la siguien-
te manera:

Dado un conjunto de férmulas @, v otros conjuntos
de férmulas ao,...a,, llamamos derivacién a la sucesién
a1, o2...a, si las formulas del conjunto ai+ 1 (i = 1, 2,...,

.n-1) se obtienen aplicando las siguientes reglas:

R, Si «P» y«P — Q» pertenecen a ai, «Q» pertenece
aai+1 .

R: Si «P—Q» pertenece a @i y «x» es una variable
cualquiera, «¥xP — ¥xQ» pertenece a ai+ 1

R: Si «P» pertenece a o y «x» es una variable libre
en «P», cualquier cierre por sustitucién de «x» pertene-
ceaait]
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R4 SI «x» es una variable libre en «P» y cualquier
cierre por sustitucion de «x» en «P» pertenece.a ai, «P»
pertenece aai+ 1

Rs Si «P» pertenece a ai, «P» pertenece a ai+ 1
Re Si «P» es un axioma, «P» pertenece a ai+ 1

También convenimos en abreviar la expresién «f se
deriva de a» mediante «a == f», y «P — Q es tautolo-
gia» mediante «P = Q»

En la demostracién de lo que sigue citamos las si-
guientes propiedades demostradas en el trabajo:
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Il— 2 P-Q,Q—RFP—R

H— 5 P=>P

III—16 P, Q== PAQ

W—25 P<> Q—P—-Q

I — 37 kP/\(P—>Q)=>Q

11 — 69 (P——»Q)/\(P—>R)<=>P——>Q/\R
II—8 Q=>P—Q

IV— 6 P— Q= P— ¥xQ (8i «x» no estd
libre en «P»

IV—26 ¥%(P—> Q) =>WP— VXQ

Teorema de deduccion
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Si a es un conjunto de férmulas cerradas y «P» es
una férmula también cerrada, y representamos por «q,
P» al conjunto resultante de agregar «P» a a, se curnple
o, P Qsiysdlosic=P—Q

De izquierda a derecha’

‘Si_suponemos se cumple a, P == Q, entonces. ten-~

dremos . una derivaciéon o,P = o> k= oz ==

om, en que «Q» pertenece a om, y vamos a demostrar.
que si «T» es una férmula perteneciente a cualquiera de-

los conjuntos posteriores a «0, P» en la derivacién, se

verificaria: ¢F== P — T. Con "esto- quedaria demostrado-

que o= P— Q, ya que Q pertenece a 0m que €s pos-
terior-en la derivacién a «a, P». Haremos esta demos-

tracién por induccién sobre el nimero de.orden de los!
conjuntos posteriores a «@, P» en la derivacién, y para

ello demostraremos:

I—Sx «T» pertenece a 02, se cumple: ak=P

2 —Si se cumple, para cualquier férmula-«T» de
an, que o= P — T; entonces se cumpliria que,

siendo «T» cualquier férmula de an + 1, o =

P—-T
Demostracién de 1:
Si «T» pertenece a 02, es obtenida a partir.de «o.
P» aplicando alguna de las reglas de derivacién, y puede
ocurrit:
A — Que apliquemos Re
En este caso «T» es un axioma y entonces:

1. Por Rs
2. Por III - 85

B — Que apliquemos Rs

En este caso «T» pertenece a «a, P»; y
puede ocurrir que «T» sea «P», en cuyo caso
tendremos:

aE= P—>T

1. Por lII-5 y ser «T» y «P» la misma férmu-
la. Puede ocurrir también que «T» pertenezca
a 0, en cuyo caso tendremos:

aF= TE=P—-T

1. Por Rs
2. Por III-85

C — Que apliquemos R4

En este caso «T» seria abierta en una va-
riable «x», y todos los cierres por sustitucidn
de «x» en «T» pértenecerfan a «a,P», y ten-
dremos:

a = todos los cierres por sustitucién de «x»
enP>TF=P—T

1. Por ser los cierres por sustitucién de «x»
en «T» pertenecientes a «,P» y ser «P»
férmula cerrada
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2. Por R4
D — Que apliquemos R

Este caso no puede presentarse por ser
«a, P» un conjunto de férmulas cerradas.

E — Que apliquemos R:
En este caso «T» seria de la forma ¥xR —
¥xS, siendo R — S perteneciente a «0,P», y
entonces:
aF=P— (R — S) E= P — ¥x (R — S), ¥x
R—S) — (¥R — ¥S) =P / VxR —
¥xS)
1. Por pertenecer R— S a .q,P»
2. PorIV-6y1V-26
3. Porill-2
F — Que apliquemos R
En este caso -T» se obtiene a partir de
dos férmulas de ~a,P» del tipo +R» y «R—T», y en-
tonces:
aF=P—R, P-R—TE=P—R A
P—R—-TE=P / R A R—=T), R A
R—T)—TE=P—-T

. Por pertenecera +a, P», \R» y \R—"T»
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2. Por 11I-16
3. Por I11-69, 111-25 y II-37
4. Por I1I-2
Demostracion de 2:
Si «T» pertenece a an+ 1, es obtenida a parrir de
«an» aplicando alguna de las reglas de derivacién, y pue-
de ocurrir:

A — Que apliquemos Re

En este caso -T» seria un axioma y se ra-
zona como en 1-A

B — Que apliquemos Rs

En este caso «T» ya se supone cumple la con-
dicioén.
C — Que apliquemos R4
En este caso «T» seria abierta en una va-
riable «x», y todos los cierres por sustitucidén

de «x» en «T» pertenecerian a an y se razona
como en 1—C.

D — Que apliquemos R:
En este caso «T» seria obtenido mediante
un cierre por sustitucién de una variable «x»
en una férmula «R» perteneciente a an, y en-
tonces:

a==P—->RE=P—T

1. Por cumplirse la propiedad por hipdtesis,
por pertenecer «R» a on

2. Por R:
E — Que apliquemos R
En este caso «T» seria de la forma ¥xR
— ¥xS, siendo R — § perteneciente a an, y se

razona como en 1 — E

F — Que apliquemos R

En este caso «T» se obtiene a partir de
dos formulas de an del tipo R y R — T, y se
. razona como en 1 — F.
De derecha a izquierda:

Si suponemos que se cumple o = P — Q, enton-
ces:

@ P==P P—Q=Q
1. Por Rs y lo supuesto
2. Por R
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