SOBRE LA MATEMATICA
DE LA PROGRAMACION

Una parte de la Topologia ha venido a ser una importante rama
del método econémico: el estudio de los conos poliédricos con-
vexos. '

La investigacién de los extremos de un escalar:
l=d+ XZc x
para valores mo negativos de x;, i =1, ..., n, tales que:

zauxléb.,
i=1L 2 ..., m

es el problema mas conocido y el que ha dado a la Programacién
Lineal (o Analisis de Actividades) su inadecuado adjetivo.

Desde el punto de vista formal, puramente matematico, es un
problema antiguo, aunque la aportaciéon de Dantzig al mismo y la
literatura que ha surgido en torno al método del simplex le han
dado naturaleza de actualidad (1).

Junto a la biusqueda de un escalar extremo, se plantea en la
Programacién Lineal la de vectores eficientes sujetos, asimismo, a
inecuaciones de condicién. Para este aspecto mas general de aque-

Ha ciencia se hace necesario el estudio de los conos poliédricos
convexaos.

(1) Vid, por ejemplo, Farkas: Uber die Theorie der einfachen Ungleichun-
gen (1902). .
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Actividad y proceso

Una actividad es la expresion de una transformacién econd-
mica.

Conocemos en sentido econémico una transformacion cuande
conocemos las cantidades de bienes que entran como medios y
las que salen como productos. Establecido un crden, toda acti-
vidad es representable por un vector.

Sea la actividad a, que produce a,, de un bien Y,, a,; de un
bien Y,, etc., y que consume a;. de un medio Yy, a;.;,r de un
medio Yj4,, etc. Si son n los bienes que intervienen, la actividad
quedari representada por ‘el vector:

ar —_ — ajr I12II

El signo negativo del consumo de medios indica el sentido con-
trario, de esta corriente de bienes, al de la corriente de produc-
tos (2).

Un proceso se define como el conjunto de actividades que son
proporcionales; es decir: a, y a; son actividades pertenecientes al
mismo proceso cuando:

{2) De otro modo, se puede considerar al vector a, como diferencia entre
dos estados; la diferencia correspondiente a las salidas serd positiva; la de
las entradas, negativas.
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En otros términos, todos los puntos de un rayo definen -un pro-
ceso.

(*1Cl|\

(X a,)

s
a'2

Fig. 1.

Dentro de cada proceso podefnos definir una activided bdsica
a,, y el resto de ellas viene dado por el producto:

a=a,a,
a0

al coeficiente @, le denominamos nivel de actividad; puede ser
igual a cero, porque aceptamos la no utilizacién de alguna acti-
vidad disponible, pero no puede ser negativo.

El postulado basico del Analisis de Actividades es la afirma-
cién de que una suma de procesos, a niveles predeterminados, da
lugar a otro proceso. Es decir, afirma que toda actividad a viene

dada por:

a==2; A, +a; A+ ... oAy

a, >0 (3)

cero. Cuando no existe esta iiltima condicién empleamos >. Unicamente pueden

(3) El signo > indica mayor o igual que cero, pero no todo a, igonal a

ser cero ,_, miveles.
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O, de otro modo, si suponemos que:

G;1 Gy
a2, Gax
A = s s Ay =
Gny | anx
y formamos la matriz:
a,; &, @x
zy Q32 azk

A=TAL A, A= cormereeeeneaneee,

la actividad @ viene dada por:
a=Aa; a0

A Ja matriz A la denominamos matriz técnica o tecnologia.
Cada tecnologia simboliza un especial sistema de produccién,
Todas las actividades del proceso vienen dadas por la igualdad:

y=Ax; x>0

en funciéon de los valores posibles del vector de niveles de acti-
vidad =x.

El Analisis de Actividades se centra en la invesfigaci(m de las
propiedades de actividades definidas a través de una matriz téc-
nica y un vector de niveles de actvidad. De aqui la importancia
de los conos poliédricos convexos, que son la expresién topolés-
gica de la anterior igualdad.

CONOS CONVEXOS

Un espacio es convexo cuando al contemer los puntos A y B
contiene al segmento A B.
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Los puntos de dicho segmento vienen dados por:
P=e2A+(1—0a)B
0<2<1l  (4)

Los puntos que estan comprendidos en el poliedro ABC... L
son de la forma:

P=«,A+4+¢,B4+ .. +aL; Ta;=1
En la figura

Fig. 2.
vemos
P=aB+4(1—2)P=2B4(—a) [fA+(1—48) C] =
=aB4+p(l—«) A4(1—a) 1—p) C=% A4+), B4}, C
A, 4 =1

A—qagA BB
1:0,-{-8

(4) Como se comprueba en ' la figura...
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Si trazamos rayos desde el origen que contengan todos los pun-
tos del poliedro obtenemos un ceno poliédrico convexo, cuyos pun-

tos seran:
p=K.P=K(@ A+e, B+ .. 4 «L)

K>0

Reciprocamente, todo punto de la forma
P:“1P1 +>12P2+...+akpk
@y >0
puede siempre ponerse en la forma

Xy

P=Xa (@ P 4o, P4 .. +auPy); o=

zal
Xa,l = l
donde el paréntesis es un punto del poliedro (P, P, ... P;).

Vemos, pues, que todo punto de un cono definido por la es-
tructura | P, P, ... P, | tiene la forma:

P= E @ Pg
ay >0
Vemos que toda actividad
a=a, A, +2 A, + ... + 2 A
31 >0
cae necesariamente dentro de un cono definido por la matriz

A=]A A, .. A

En lo sucesivo, los conos los representamos por la matriz que
los define puesta entre paréntesis.

Como los bienes que forman una actividad pueden dividirse
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en tres clases: primarios (medios de produccién), intermedios (son
producidos y consumidos dentro del proceso) y finales (productos),
cualquier actividad puede representarse por:

Y:t‘in ‘ Al’ln x
Ylm — Ainl x:
Yprim Aprim X3

habiendo hecho una particién en la matriz técnica, que separa
cada grupo de bienes.

En resumen, toda transformacién esta compuesta por un grupo
de actividades, representables por los puntos de un cono convexo,
que tiene una estructura definidora dada por los puntos repre-
sentativos de las actividades basicas iniciales. Dentro del espacio
en que esta el cono se pueden distinguir subespacios formados por
las distintas clases de bienes que entran en el proceso. La repre-
sentacién de los conos de puntos posibles puede hacerse a través
de las matrices tecnolégicas, lo que da origen a un especial logi-
cismo que, en parte, vamos a iniciar en los parrafos siguientes.

Elementos de los conos convexos

El menor espacio que contiene a un cono (A) es su espacio di-
mensional D (A). Viene dado, pues, por la interseccién de todos
los espacios continentes de (A).

D(A) =E,NE,N...NE,

(A) CE;; i=12, ...,k

El mayor' espacio contenido por un cono (A) es su espacio
lineal. Viene definido por la suma de todos los espacios que estan
dentro de (A).

L(A) =E,UE,U..UE,

(A)DE;; j=12,...,h
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Si representamos por

10 0
01 0
M=[ oo 0
00 ... 1

al ortante positivo, vemos que el espacio dimensional es el defi-

nido por:
41 0... O0.. 0
1) = o+1-—1 0
0 0.. O0..—1

La dimensién de D (A) = d (A) es la dimensionalidad de A.
La dimension de L{A) =I(A) es la linealidad de A.
El cono (+ 1) en E, tiene d(I) = 3,{(I) = 0.

El cono
10 0 —1 0
E:(O 1 0 0 —1
0 0 1 0 0
tiene:
d(E) =3
! (E) = 2

El cono (% I) tiene:
d=xIl) =1(=1I) =n
El cono que cumple
d(A) =1(A)

se le llama cono sdlido. Aquel cuya linealidad es cero se le de-
nomioa ceno punteado.
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Operaciones con conos

Dos conos (A) y .(B) son iguales si
(A) 3 (B)
(A) C (B)

La suma de:

(A) = (A, A, ... Ay) v (B) =(B,B,...B,)
viene dada por:

(A+B) =(A,, A,, ..., A, B, , B, ..., B)) = (AB)

Esta definicién es consecuencia de la definicién de cono como
suma de rayos, o del conjunto de actividades posibles como suma
de procesos.

Si es:

A=A o+ Ay, .+ Ace,

B:BIB1+B2B2+"'+BhBh
e, >0

A—}-AB:Za,A,-{-ZBi B|
La existencia de vectores comunes en la estructura de (A) y

en la de (B) no supone la repeticion de ellos en la estructura suma.
Por ejemplo:

ay, | G52 | a,;5 a., as
A= ay la, +| a3, |a, +} Q5 |23+ | aa |2 4| azs] s
ag, ’ G32 @33 Q34 Q3s
ay, a2
B={ ax B, +i aq. , B
Q34 a3, |
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Y,

By G2 0833 @y Q5 Y,

A+ B=|a; a;, a3 ay ay|. Y,
@3, Gz @33 Q3 Q3 Y.

Y,

Por ello:
SiCCA

(AB) +(C) =(AB)

Vemos que el especio E viene dado por la suma de rayos coor-

denados.
El ortante positivo (I} en E; es la suma:
1 , ‘0 0
1=0)a 1 /g, + 0/a
0" +, 0| > |1
2,20,i=1,2,3

El espacic E= (1) (—1) =(—I1) que simbolizamos por:
(1)

El producte o interseccién de (A) con (B) es el cono que con-

tiene los puntos comunes a ambos.
Como ejemplo, podemos tomar los siguientes productos:

(A)N(xT) =)
AN =(+A)
(AYN(—T1) = i{—A)
(A) N (— A) = (0)
Llamames cono polar positivo del (A) al cono (A) *, cuyos
puntos b € (A)* cumplen para todo a €(A)* que:

producto escalar = b.ax0
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El cono polar negativo (A) - v e] cono ortogorial (A) ° quedan
definidos por:

a €(A)
. c €(A)-
c.a<L0
d €(A)°
d.a=0
Consecuencia de las definiciones dadas, es que:
(A)* N (A)- =(A)°
(A)* + (A)- = (= T)
Dado un rayo A Py, 2 > 0, el cono polar A P,) *es el (y P, y),

siendo y un vector perpendicular a P,. En consecuencia, ( P,) *
define un semiespacio que contiene a P,:

oy ,.

Fig. 4.
y

El semiespacio que no contiene a P, viene dado por (A P,).
Es facil intuir una definicion de cono como producto de se-

miespacios. En E,, figura 5, el cono (A) es la interseccion de
(P+,) con (P+;):
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siendo P, y P’, perpendiculares a P, y P,, pertenecientes a (A).

En E; el cono resulta de la interseccién de los semiespacios de-
finidos por los planos que contienen a las caras. Si (A) viene defi-
nido por las rectas P,, P,, P,, P,, por ejemplo, sus seis caras super-
ficiales definen planos y semiespacios cuya interseccién forma el
cono; si es p un vector perpendicular a la cara P,, P,, el plano (p)°
contiene a dicha cara y define el semiespacio (p)* dentro del cual
esta (A).

Vemos que:

A =MP)*NEPL+N....
siendo
P €(P)°

PROPIEDADES DE LOS CONOS

Es muy reducido el conjunto de propiedades que vamos a estu-
diar en este parrafo, porque es pequeiio el nimero de las necesa-
rias para la inmediata aplicacién al Analisis de Actividades.

Es evidente que si A J B todo punto del cono polar (A)* per-
tenece a (B)* (puesto que si A €(A)* ha de cumplir a’a> 0 con
todos los puntos a € (A), pero no se puede afirmar que cualquier
punto c € (B)* que cumpla ¢ b= 0 cumple esta condicién para el
conjunto mas extenso; en comsecuencia:

(A)+ € (B)*
Por el mismo razonamiento se llega a:
(A)- C (B)-
De esta propiedad se deriva una de las mas importantes:
A+ B)r=(A NB)* ; (A+B)-=(A)- N(B)-
La demostracién la haremos para los polares positivos. Como:

AC@A+B ; BCA4+B)
A*DA+B) ; B+D(A+B)+
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v, entonces:

A*NB*D (A 4+ B)+

Por otra parte, si b €(A 4 B)*, su producto escalar por cual-
quier punto de (A} o de (B) es mayor o igual que cero, luego per-
tenece a (A)* y (B)*, como consecuencia, pertenece a A+N Bt,
luego:

{(A+B)*DA*N B~
y:
(A -+ B)* = A* N B+

De la relacién antericr:
(A*+ B*)*= A+ N B**=ANB
A4+ Br = (ANB)*
Para el polar negativo:
(ANB)-=A"+B-
Cuando, para un cono (A), D (A) # E,, todos los puntos de (A)
son puntos frontera. Por esto es necesaria la definicion de con-

torno relativo, que es el contorno de (A) dentro de su espacio di-
mensional. El resto de los puntos forman su interior relativo, ) A(.

Dados dos conos (A) y (B), se cumple que: D (A + B) = (A) —
— (B), si y unicamente si JA(N)B(#0.

Sean rayos del contorno de (A) los (», a,),...,(2 a,).

Sean a,, %, ..., 2, escalares positivos para los que se cumple:

(¢, a, +2,a, + ... + 2, @) €(B)

(que existen por la hipotesis de interseccion de los interiores).

La diferencia entre el punto de origen de A v los anteriores
pertenece a (A) — (B), es decir:

(Z — 2y ay) E(A) —{(B)

Como (A) —(B) es un cono convexo, contiene a cualquier punto:

—a; aq, i:l, g B
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—ay, t=1, .., n

En consecuencia:

D(A) C(A) —(B) ()

Del mismo modo se puede demostrar que

D(B) C(A) —(B)

lo que nos lleva a

D(A) + D(B) =D{A + B) C(A) —(B)

Como, por otra parte,
(A) —(B) CD(A + B)
llegamos a

(A) —(B) =D (A + B)

Reciprocamente, cuando la diferencia es igual al espacio di-
mensional es obvio que se encuentren dos puntos de (A) y dos de
{B), tales que:

e, —b, =b,—a,

ay +a, =b, + b,

Conos locales

Llamamos cono local posible de (A) en el punto y, al cono
(L)y, que contiene todos los puntos ! definidos por:

l=X(a—y); «a€(A), 220

(3) El espacio dimensional de un cono esta formado por sus puntos, los
puntos negativos de éstos y todos los que definen ambos. Es decir:

(= A) =D (A).
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La consideracién de que
l:‘A|—yAl\;(\ S AD0; 220

nos permite representar el cono local (L)y por (—y A).

tA)
Fig. 6.

Es facil ver que el cono local contiene todas las direcciones
que parten de y pasando por todos los puntos del cono.

Si y pertenece al contorno relativo de (A), concretamente a
la cara superficial (C), contiene a D(C). Tenemos:

(A) =(CA)
L)y =(—yA) =(—yCA)
(—yC) =E=(=C) =D(C)
(L)y=(—yCA) =(—CCA) =(—CA)

lo que demuestra que el cono local es el mismo para todos los pun-
tos de la cara superficial que contiene a y en su interior relativo.

Postulados de un modelo de produccion, segiin Koopmans

Los cuatro postulados que establece Koopmans para un mo-
delo de produccién (6) limitan los conos de puntos posibles
y=A=zx, a aquellos que los cumplen.

(6) Es decir, no pueden ser mayores que cero todos los componentes de y.
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El primer postulado establece que no pueden darse activida-
des nulas como resultado de un proceso, salvo que las actividades
basicas lo sean, o salvo el caso obvio de que lo sean los niveles de
actividad. Es decir, no puede darse:

y=Ax=0; x>0

El segundo postulado afirma que no puede existir actividades
en las que no entre, al menos, un medio de produccién, lo que
supone que no puede darse:

y=Ax>20; x>0

El primer postulado limita los conos posible a aquellos que son
punteados. En efecto, si:

y=Ax=20
como x puede descomponerse en
x=x; +2,; 1, 20; x,>0
lo que supone
y=Ax +Ax, =y, +y.,=0
y entonces
Y1="Y:

lo que implicaria que dentro del cono existieran, al menos, un vec-
tor y su vector negativo, lo que haria que el cono fuera lineal.

El postulado segundo afirma que ningtin punto del ortante po-
sitivo pertenece al cono, lo que supone:

(A) N(D) = (0)
[(A)N(D))])-=0)-=E=D(A)
(A)—@ =D(A+1)
(A)-N(@D #0
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Es condicién necesaria, pues, que exista un vector positivo p>0
tal que p'A < 0. Por esto, en lo sucesivo situaremos las figuras
de conos posibles en el cuarto cuadrante.

(A)

Fig. 7.

El postulado tercero afirma la existencia de los bienes finales.,
lo que supone que el vector y debe cumplir:

Yein |
y=|Y¥m 5 lyenl 2 [0]
Yprin
Como consecuencia, la proyeccién del cono dentro del espacio de
los bienes finales es un cono dentro del ortante positivo.
El postulado cuarto afirma la existencia de los hienes interme-
dios, lo que supone que:

yinel = 101
Puntos eficientes
Dentro de los conos posibles definidos por los anteriores postu-
lados, el criterio de eleccion viene dado por el concepto de punto

eficiente. Se dice que el punto y, es eficiente cuando no existe otro
punto del cono que cumpla: .

ly —yol=10] -

o sea:
yr ¥ 0
¥ | — Yo > |0
—¥» i— ¥ 0
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Esta condicién puede enunciarse afirmando que el cono local
posible (L), no tiene ningun punto de contacto con el ortante po-
sitivo (I):

(LY,, D) =0
de donde se deduce que:
(L)y-ypoN(I) #0
lo que implica la existencia de p >0, tal que:
Pl—yAl<£0
lo que supone:
pPy=0; pA<LO. ()
El vector p se denomina vector de precios porque la relacion

de sus cosenos directores nos da las relaciones de transformacion
de los bienes finales del proceso.

Supongamos una transformacion con un solo medio y dos bie-
nes finales, dada por dos actividades basicas:

@, a
Y= b, | x, + b, | x,
—C —C2

la proyeccion sobre E, mddulo de la coordenada de bienes pri-
marios, contendra la proyeccion de p perpendicular al segmento

(I p'|—y A|=p'|—ya, a, ...a;| simbolizando por a; las columnas de A;
i—pP'y pa,...p ]| <|00...0], como p’y_—_p'akxk + ... +p/a“‘I , fleben

aer:
pPy=0
pPALO
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A, A,, que es la proyeccién de un segmento de la cara que con-
tiene al vector y, a la que es perpendicular p. En la figura vemos:

R = -———— = cotang. p
A, |tang a

Fig. 8.

Como el cono local de y es el mismo para todos los puntos del
interior relativo de la cara (C) que lo contiene, podemos hablar de
caras eficientes, que cumplen:

(C) € A)
p>0; pC=0; p A<£O

Dentro de las caras eficientes se encuentran los vectores extre-
mos (en el sentido dado al comienzo de estos articulos). Veamos
c6mo las inecuaciones que limitan los bienes primarios relacionan
el extremo de un escalar con éstos y nos permiten pensar en una
solucioén tnica, cuando el grupo de condiciones es suficiente.

Si los bienes primarios estan limitados por:

Yp2—y, <0

imponemos una condicion al cono de puntos posibles que lo trans.
forma en un cono truncado que contiene sélo puntos accesibles.
Para estos puntos se define la eficiencia de y afirmando que:

Yt — Z¢ }_ 0
cumpliéndose siempre que:

— Yo=Y
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Esta definicion nos lleva a la de cono local accesible y a las
condiciones de optimizacién del vector accesible por caminos for-
malmente analogos a los empleados y que no creemos necesario
desarrollar, puesto que nuestro propdsito se limita a la introdue-
cién al método estudiado.

Si el vector y es tal que

=c'ye
< >0
Yo=—Yp
tenemos:
¢ (zr—91) <0
para todo z del cono accesible, lo que supone:
Z—yr £ 0
Reciprocamente, si es y eficiente:
P'r (z¢ —)'r) <90
Po(zo—y) £0

siendo

Pt
Py

j4 ::l >0

luego es condicién necesaria y suficiente para que un punto ac-
cesible sea eficiente que exista un vector positivo ¢ tal, que la
funcién lineal:

.

C Y

alcance un valor maximo, dentro de los limites impuestos por Jas
condiciones.

F. J. ALCOCER CHILLON



