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ABSTRACT

Recientemente se han llevado a cabo muchos estudios sobre la valoracion de la cartera de inversiones
utilizando técnicas de valoracion de opciones reales para, asi, poder fijar un precio al riesgo-
oportunidad-flexibilidad de esta cartera. Estos métodos se fundamentan en procesos estocasticos. Sin
embargo, muchos proyectos cuentan con una incertidumbre que no puede ser probabilizada y que, por
tanto, no puede ser considerada como un riesgo. Por lo que las técnicas estandares de valoracién de
opciones reales no recogen a esta incertidumbre. En este articulo se propone el modelo binomial
borroso para recoger esta situacion, asi como una medida para determinar el error que se comete
cuando se utilizan las técnicas estandares y, por tanto, no se recoge a la incertidumbre.

1. INTRODUCCION

Hoy dia los cambios parecen ser la mayor caracteristica de la nueva era de negocios (Lin y Chen,
2004), por lo que los managers deben de ejecutar una pro-active management. La incertidumbre es un
factor habitual en las mayores inversiones de capital (Fichman, Keil y Tiwana, 2005). De hecho, este
argumento puede ser elevado a la mayoria de inversiones de hoy dia. Asi, el proceso de planificacién e
implementacion de grandes inversiones con una vida econdmica larga tiene que convertirse en un
proceso activo de constante renovacion y actualizacion de informacion relevante que el simple
“planificar, decidir y olvidar” (Collan y Liu, 2003). Es decir, “los managers puede que actualmente
tengan mayores dificultades en la temporalizacién de la toma de decisiones que anteriormente. Parece
que hoy dia hay mas decisiones que tomar y son mas complejas y costosas. Estas decisiones se tienen
gue tomar en un entorno incierto (Janney y Dess, 2004).

Ante esta situacion, los métodos clasicos de valoracion de inversiones, que estan basados en el
supuesto de gestion pasiva, se han quedado obsoletos dado que no introducen la flexibilidad en la
valoracion. De hecho los tres principales limites de estos métodos de valoracion son: a) la
determinacion de la tasa de descuento adecuada al proyecto para que tenga presente la prima de riesgo
mas adecuada al nivel de incertidumbre del proyecto; b) ignoran la posibilidad de flexibilidad de
modificar decisiones cuando se adquiere mas informacion; c) son métodos pasivos ya que si el NPV
resulta positivo se considera que debe de Ilevarse a cabo la decision de invertir, sin tener en cuenta que
posponer el proyecto puede generar mayores resultados, es decir no se tiene una vision dindmica de la
inversion (Herath, Jahera y Park, 2001).

Por lo que se tiene que buscar un técnica de valoracion de inversiones que contrarreste estos
efectos negativos de los modelos neoclasicos mediante la introduccion de la flexibilidad. En el
momento en que se introduce la flexibilidad de la gestién para reaccionar ante cambios en el
subyacente se reconoce que la distribucion del activo pase a ser asimétrica, por lo que se requieren
otras herramientas de valoracién: analisis de derechos contingentes (CCA) o programacién dinamica,
ambos llevan a los mismos resultados y ambos son analisis de opciones financieras aplicados a
opciones reales (Meier, Christofides y Salkin, 2001). La definicion de opcidn real surgié de Myers
(1977) cuando relaciond el concepto de opcidn financiera con el de opcion real. En las opciones reales,
la opcion se refiere a un activo real, frente a los activos financieros de las opciones financieras. Tener
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una opcidn real significa tener el derecho (no la obligacion) durante un determinado periodo de tiempo
de decidir llevar a cabo la inversion (Carlsson y Fullér, 2003), es decir una opcidn real es una decision
que crea el derecho, pero no la obligacion, de adquirir algn activo real. Recientemente han aparecido
técnicas de valoracion para perfeccionar el célculo de las opciones reales. La tecnologia de valoracion
de opciones determina el valor tedrico de la opcion. Hay algunos enfoques para este problema, sobre la
base de las diferentes suposiciones con respecto al mercado, la dindmica del comportamiento de precio
de las acciones y las preferencias individuales. Para poder llegar a una solucién analitica las teorias
mas importantes se basan en los principios de réplica y de arbitraje, que pueden ser aplicados cuando la
dinamica del subyacente toma ciertos formas (vea por ejemplo Black y Scholes, 1973). Mientras que la
réplica permite obtener un valor consistente de la opcidn, el arbitraje garantiza que la estimacion del
valor del contingente a partir del valor de la accion sea el de equilibrio (de la Fuente, 1999). La mas
simple de estas teorias esta basada en el modelo multiplicativo binario de las fluctuaciones de precio de
las acciones, que es utilizado para modelar el comportamiento de la accion y que fue introducido por
Cox, Ross y Rubinstein (1979). Sin embargo, en el caso de las inversiones en activos reales los
supuestos de réplica y arbitraje son innaturales, por lo que los métodos de calculo de las opciones
reales muchas veces no tendran una solucidn analitica, teniendo que recurrir a los métodos numéricos
(simulaciones, aproximaciones mediante arboles de decision, integracion numérica y diferencias
finitas). De hecho la principal diferencia entre opciones financieras y opciones reales, es que estas
Ultimas dependen de unos ingresos (activo subyacente) cuya observacion es mas compleja y esto
dificulta la condicion de réplica, por lo que los ingresos de la empresa no pueden ser considerados
como un activo negociado. En otros casos se asume que los mercados son completos (los ingresos
pueden ser replicados por una cartera de activos negociables, cartera tracking, cuyos movimientos de
valor son idénticos a los movimientos de valor de los ingresos), en algunos casos la evolucién de los
ingresos y la de la cartera tracking pueden diferir, esto puede resolverse ajustando el valor de la opcion
como en el caso de los dividendos de las opciones financieras.

La técnica de opciones reales reconoce a las oportunidades futuras y, bajo el supuesto de active-
management, se determina la mejor cartera de opciones a reconocer para maximizar el valor de la
empresa. Con esta técnica, por tanto, se recoge cuantitativamente algo que hasta el momento solamente
se consideraba un aspecto cualitativo: la flexibilidad. Sin embargo la técnica de valoracidon con
opciones reales no recoge la incertidumbre, por lo que se deja una parte de la informacién no reflejada,
es decir con la utilizaciéon de la técnica de valoracion de opciones reales ain queda un aspecto
cualitativo sin cuantificar: la incertidumbre. Como solucion a ello han surgido algunos trabajos
introduciendo este aspecto mediante la légica borrosa, tales como Muzzioli y Torricelli (2004) para
valorar opciones financieras mediante el modelo binomial multiperiodo, Carlsson y Fullér (2003) que
introducen el concepto de incertidumbre dentro de las opciones reales, en este trabajo los autores
introducen el concepto de opciodn real borrosa (fuzzy real option, FRO).

Des de el punto de vista del proceso estocéstico hay una gran diferencia entre incertidumbre y
riesgo. El riesgo es una incertidumbre cuya probabilidad puede ser calculada (por ejemplo utilizando
valores historicos) o, al menos, estimada matematicamente (utilizando proyeccioén de escenarios). Es
decir, el concepto de incertidumbre es mas amplio que el de riesgo. En general, el concepto de
probabilidad se relaciona con la frecuencia de ocurrencia de los eventos, capturada con la repeticion de
experimentos cuyos resultados son guardados, mientras que la logica borrosa provee de una estructura
apropiada para valorar la posibilidad de eventos, mas que su probabilidad (Garavelli et al., 1999). En el
mundo actual los fenémenos cambian y evolucionan de una forma tan réapida que en ciertos casos es
imprudente interpretar una situacion de riesgo cuando realmente no puede asignarse una probabilidad
exacta (crisp). De esta forma, en aquellos proyectos inmersos en incertidumbre, la técnica de opciones
reales es ciega ya que solamente reconoce una parte de la incertidumbre (el riesgo), en cambio al
introducir la logica borrosa se conseguira reconocer la totalidad de la incertidumbre. Es decir, las
técnicas de valoracion de opciones reales permiten la obtencion del valor de la flexibilidad, por tanto
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permiten valorar una parte cualitativa de la inversién, sin embargo estas técnicas de valoracion parten
del supuesto de que se conoce con exactitud ciertos valores, por lo que se llega a un resultado crisp.
Sin embargo las técnicas de valoracion de opciones reales borrosas permiten dar un intervalo de
valores posibles, dado que el manager debe de tomar decisiones de un futuro incierto. Carlsson y Fullér
(2003) sefialan “ nuestra experiencias con el proyecto Waeno en giga-inversiones muestra que los
managers pueden estimar el valor actual de los cash flows esperados utilizando una distribucion de
posibilidad de forma trapezoidal”. Por tanto, en un entorno con incertidumbre la técnica mas apropiada
es los intervalos borrosos. Con los métodos de presupuestacion de capital borrosos estas afirmaciones
pueden utilizarse como son, sin tener que tipificarlas a un ndmero, tal y como se hace en los enfoques
comunes (Meier, Christofides y Salkin, 2001).

En el modelo propuesto por Muzzioli y Torricelli (2004) se parte de la definicion de las
probabilidades neutrales al riesgo (risk-neutrals probabilities) mediante nimeros borrosos. De esta
forma, los autores obtienen una generalizacién del modelo binomial para valoracion de opciones
financieras. Sus resultados indican un mejor ajuste del modelo binomial borroso que el modelo
binomial estdndar. Avellaneda et al. (1995) y Avellaneda y Paras (1996) definieron al modelo de
volatilidad incierta (uncertain volatility model) para valorar carteras cuando hay incertidumbre en el
parametro de volatilidad. Cherubini y Della (2001) muestran como aplicar la teoria borrosa para
valorar derechos contingentes en mercados incompletos.

El hecho de utilizar la técnica de valoracion de opciones reales borrosas no significa que se
prescinda de la utilizacion de distribuciones de probabilidad mediante la sustitucion de éstas por
distribuciones de posibilidad, sino que, dado el modelo de valoracion estandar de opciones reales se
introduce la incertidumbre. Por tanto no se estd poniendo en cuestion los modelos de valoracion de
opciones reales sino que se reconoce el hecho de que los managers en multitud de situaciones no
pueden basarse con un ndmero crisp 0, incluso, dada la informacion que disponen, no pueden precisar
ciertos parametros (es decir, disponen de informacion vague).

Para valorar un proyecto de inversién la técnica de opciones reales propone el VAN dinamico,
que, ademas de incluir los DCF, reconoce la flexibilidad:

VAN dinamico — VAN estatico T VA opciones reales

De este modo, si se introduce el concepto de incertidumbre en la técnica de opciones reales se
puede concluir que ésta puede provenir tanto por el lado del valor del subyacente (VAN egatico), COMO
por el lado de las opciones reales, 0 por ambos a la vez. Cuando no se puede precisar el VAN egtico €5
porque el valor actual del subyacente es impreciso, esta situacion es practicamente imposible en el caso
de los activos financieros, pero cuando se valoran activos reales el supuesto de mercados completos es
una situacion menos comun. La incertidumbre en el lado de las opciones reales puede darse cuando el
valor de la volatilidad del subyacente es un valor vague. De hecho, en el caso de los activos reales
dificilmente se puede hallar la volatilidad histérica o la de un activo semejante, es por ello que en
muchos casos es mas recomendable la utilizacién de volatilidades definidas con nimeros borrosos.

En este trabajo se define un modelo general que recoge las dos fuentes de incertidumbre.

El resto del trabajo se distribuye de la siguiente forma: en la seccién 2 se define y analiza al
arbol binomial borroso; en la seccidn 3 se establece el modelo de valoracion; en la seccién 4 y en la
seccién 5 se proponen el modelo de valoracién de la opcion borroso de un periodo y el multiperiodo,
respectivamente; en la secciébn 6 se propone un proceso de desborrorizacion (defuzzification);
finalmente, se discuten las conclusiones propuestas para este articulo.
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2. EL ARBOL BINOMIAL BORROSO

Uno de los métodos de valoracion de estrategias mas utilizado es el de considerar la estrategia como
una cartera de opciones. A partir del momento en que se reconoce a la estrategia como una cartera de
opciones, la tecnologia de valoracion de opciones reales mas apropiada es la de opciones compuestas.
La valoracion de las opciones compuestas es la mas compleja ya que cuando ambas opciones reducen
las colas negativas (puts) o ambas amplian las colas positivas (calls) su valor no es aditivo (Trigeorgis,
1993), es decir la valoracién individual de las opciones deberé de ser descartada y debera de recurrirse
a metodos de valoracién de opciones compuestas. Tal y como sefialan Herath y Park (2002), las
opciones compuestas pueden considerarse de dos tipos. Por un lado se encuentran las opciones
compuestas simultaneas, es decir opciones que estan vivas en un mismo momento. Estas opciones
pueden valorarse mediante el modelo propuesto por Geske (1979) en el que se soluciona el problema
de valoracién de opciones compuestas mediante la sustitucién de la distribucion estandar normal
univariante por una distribucion normal bivariante. Por otro lado Copelang y Antikarov (2001)
propusieron un modelo para la valoracion de opciones compuestas secuenciales mediante la utilizacion
del célculo binomial para proyectos multietapa. Estos autores elaboraron dos tipos de opciones
compuestas. En primer lugar definieron un proyecto de dos fases que depende de una sola variable
subyacente y, en segundo lugar, definieron una opcion compuesta del tipo rainbow en la que el
subyacente depende de dos variables de estado. Uno de los métodos méas utilizados es el modelo
binomial log-transformado que propuso Trigeorgis (1991), ya que permite reemplazar las
probabilidades ajustadas al riesgo por las probabilidades neutrales al riesgo y ademas permite utilizar
el argumento hedging en tiempo discreto.

En este trabajo partimos del modelo log-transformado pero afiadimos la légica borrosa con el
objetivo de recoger la incertidumbre en la valoracion de la mayoria de las estrategias. Para ello
definimos los siguientes pasos:

En un primer lugar se deben de determinar cuales son las variables imprecisas, es decir:

a) El valor actual del subyacente, los DCF. Una de los supuestos clave para la valoracién de
opciones reales, es el argumento de no arbitrariedad el cual, entre otras cosas, requiere que el
subyacente pueda ser comercializado, esto es raro en el caso de opciones reales en 1+D
(Newton, Paxon y Widdicks, 2004) y para la mayoria de las opciones reales.

b) El valor de la volatilidad del subyacente. De hecho Arnold y Crack (2004) en un estudio
sobre el uso de el coste de capital medio ponderando (weighted-average cost of capital,
WACC) en comparacion con el uso de la valoracién riesgo neutral aplicada al analisis de
opciones reales (ROA) concluyen que el principal factor en la implementacién correcta del
ROA no es la determinacidén de la tasa de descuento sino que la estimacién de la volatilidad.
Esto reconoce, en cierto modo, el problema existente a la hora de estimar un valor crisp para
la volatilidad.

Proponemos, por tanto, la utilizacién de la I6gica borrosa para definir estas variables
imprecisas.

Una vez se conozcan los intervalos de volatilidad se determinaran los intervalos de las
probabilidades riesgo-neutrales y asi obtener el intervalo de valor de la/s opcidn/es real/es.

Finalmente, mediante la defuzzification obtendremos un valor crisp representativo del intervalo
(que en general no coincidira con el valor de la opciédn real estdndar) y un indice de borrosidad. Esta
parte es la principal aportacidn adicional que se obtiene mediante la utilizacion del modelo borroso en
lugar del modelo estandar de valoracion de opciones, ya que de este modo el agente decisor (manager)
ademas de conocer un intervalo de valores posibles de la flexibilidad (en lugar de un solo valor)
conoce un valor mas ajustado a la realidad y cuanta incertidumbre engloba a esta decision. Por lo que
no solamente se obtienen simples intervalos.
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En el trabajo de Muzzioli y Torricelli (2004) los autores definen un modelo de valoracién de
opciones financieras borrosas, partiendo del supuesto de que la incertidumbre viene dada por la
volatilidad, dado que éste es un pardmetro muy dificil de definir mediante un valor crisp. En el caso de
opciones financieras el valor del subyacente es conocido ya que las acciones cuentan con un mercado
casi perfecto. Sin embargo en el caso real muchas veces incluso la incertidumbre ya es de partida, dado
la dificultad de precision del propio valor actual de la inversion, de hecho una de las principales
debilidades de la valoracion de opciones reales es el supuesto de conocimiento de un valor crisp del
subyacente. Precisamente la légica borrosa pretende dar respuesta a este problema de imprecision. Por
tanto, ademas de la vaguedad introducida debido al desconocimiento del valor de la volatilidad, en el
modelo propuesto también introducimos vaguedad con el precio del valor inicial de la inversion. Es
decir, la valoracion basada en opciones financieras utiliza activos de riesgo equivalente que tienen un
precio de mercado conocido. Pero en el caso de opciones reales no hay mercados equivalentes. Por lo
que en muchos casos se utilizan proxies, que pueden ser encontradas en: mercados de productos
basicos (incluyendo instrumentos fisicos y financieros), inversiones similares o activos de compafiias
proxies. Si embargo en este articulo se propone la utilizacién de la logica borrosa para su
determinacion. Ello facilita mucho la valoracidn de activos a los que dificilmente puede determinarse
proxies.

Pasos propuestos para valorar proyectos de inversion o estrategias:

Calcular los DCF borrosos, para poder obtener el wvalor actual del subyacente
Py = (PO,l’ Po,z’ Po,s)

Calcular el VAN dindmico, como la suma del VAN estatico y las opciones reales

= (Po - I)"‘ C:o = (PO,l + CO,l’ Po,z + Co,z’ Po,s + Co,s)_ I

Tal y como podemos observar, el VAN dindmico resulta ser un nimero borroso.

Por otra parte, debemos recordar que en nuestro modelo puede ocurrir que la incertidumbre
venga de:

El valor del subyacente (de los FNC). En este caso solamente se tiene que P, es borrosoy o
resulta ser crisp.

La volatilidad del subyacente. En este caso se tiene que P, es crispy o es borroso. Esta es el
modelo planteado por Muzzioli y Torricelli.

Tanto del propio valor del subyacente como de su volatilidad: Py y o son borrosos. Esta
situacion es la generalizacion de las dos anteriores.

Por tanto la principal aportacion de este trabajo es la demostracién de que en caso de
incertidumbre no solamente debe de incorporarse a las opciones reales para determinar la flexibilidad
disponible en cada caso, sino que ademas deben de cuestionarse el hecho de si esta incertidumbre
afecta al propio conocimiento de distintas alternativas.

Por tanto, las opciones reales reconocen la existencia de distintas alternativas y que la decision
en cada caso es distinta (active management), pero al introducir la I6gica borrosa se reconoce que
incluso estas posibles alternativas no son precisas (crisp) sino que pueden tener distintas versiones. Por
tanto los modelos clasicos consideran a los proyectos de inversion como algo que se hace hoy o nunca
y que una vez decido no se puede cambiar nada, pase lo que pase. Mediante los modelos con opciones
reales se introduce la flexibilidad del proyecto de inversién cuando surgen cambios de lo esperado. Y
con la légica borrosa se introduce el hecho de que las distintas situaciones posibles no son precisas,
sino que son vagas.
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3. DEFINICION DEL MODELO DE VALORACION

Si definimos X como el universo, un conjunto borroso A se caracteriza por los siguientes pares de
valores: {(X,yA(X))} con Xe X y donde yA(X): X = [0,1] representa el grado presuncion
(membership) de x en A. Se admite un grado de membership parcial: cuanto mas cerca de 1 esté, x
pertenece mas a A. Los o-cuts de A se pueden definir como A, = {X € A/yA(X)Z a}, se
interpretan como_el conjunto de elementos x tales que su funcion de membership es mayor o igual al
umbral @ € [0,1]. La nocion de los a-cortes es similar al concepto del intervalo de confianza, pero el
intervalo de confianza se refiere a probabilidad y los a.-cortes se refieren a posibilidad.

Un numero borroso triangular es un conjunto borroso normal y convexo que puede ser definido
por la tripleta: (al,az,a3) donde @, es el limite inferior, &, es el valor del conjunto borroso que
recibe el mayor grado de membership y a, es el limite superior.

Por lo que, es posible definir al nimero borroso con la siguiente funcion de membership:

0—>x<a
X—a,
——a, <X<a,
_Ja -
Ha (X) = _
X —ay,
—a, <X<a,
a, —a,
0—>x>a,
Alternativamente también uede ser definido por los o-cortes:
A = [al (a), a, (a)] = [al + oz(a2 —-a S)as oz(a3 a, )] Los conjuntos borrosos son Utiles para

describir cantidades que son definidas de forma imprecisa.

En este trabajo se propone la utilizacién de los nimeros borrosos triangulares por su sencillez.
De hecho otras formas mas complicadas puede incrementar la complejidad computacional sin afadir
considerablemente significancia en los resultados.

Para empezar con nuestra metodologia de valoracién primero empezamos con un modelo de un
solo periodo, es decir t € [0,1], que se caracteriza por:

En el periodo t=0 se tiene incertidumbre sobre el valor del activo subyacente.

Los dos valores que puede alcanzar en t=1 son definidos de forma imprecisa, en el estado-up el
mercado es alcista y en el estado-down el mercado es bajista.

Como consecuencia de que en el periodo t=1 solamente pueden haber dos valores, dado el valor
actual puede subir o bajar con una probabilidad exégena p y (1— p) € [0,1], respectivamente.

En un modelo binomial estandar de un periodo necesitamos un valor inicial del subyacente y
dos valores finales, todos ellos crisp. Definimos Py al precio inicial del sJubyacente yu el factor de
up y down, respectivamente. Cox et al. (1979) llevan a definir u = e’ A donde oes
la volatilidad del activo subyacente y At es la longitud del periodo, en este modelo |n|C|aI esl.

Hay diferentes métodos para calcular la volatilidad de la accién o con datos histéricos, o con
valores de la opcion (por ej. Hull, 2000), en este caso se obtienen valores crisp, pero muchas veces es
dificil dar un calculo aproximado exacto por lo que podria ser conveniente dejarle tomar valores de
intervalo. Como sugiere Avellaneda y Paras (1996), ésta es una manera de incluir heteroscedasticidad
(es decir, volatilidad de volatilidad). Ademas, podria ser el caso de que no todos los miembros del
intervalo tienen la misma confiabilidad, cuando los miembros centrales son normalmente méas
probables que los otros (Muzzioli y Torricelli, 2004).
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Por tanto, tenemos tres distribuciones de posibilidad: una para el precio inicial del activo

subyacente, otra para el factor up y otra para el factor down en el precio de las acciones, ilustrado en
Fig. 1.
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Asf podemos definira P, = (Pol, P;, P’ ) como el niimero borroso que define al precio inicial

del subyacente, a U = ul,uz,us) yd= (dl, ,,05) como los nimeros borrosos triangulares que
definen a los factores down y up respectivamente.

Siguiendo con la linea de al. (1979 ;umlmos qLie el arbol s¢ calcula a Rartlr del precio
spot, dando U, = e"jL = JEI , U, =e” =—,d, =—, d, =— yestimamos

los tres parametros de volatllldad (0'1, 0'2 ,O04) conel 5|gU|entéJprobIema &’@optlmlzaélon no lineal:

n

min Y (P (0y,0,,05)-Py, )’

01,0,,03 i=1

sal0<o, <o, <o,
e oYM _ grit  goidAt

Tal y como sefialan Muzzioli y Torricelli (2004), al hacer un modelo binomial estandar el
precio de las acciones en el momento 1 puede subir o bajar a dos valores crisp, por ejemplo siendo 100
el precio del subyacente en cero, puede saltar a exactamente 110 o a exactamente 90 en el momento
uno. En el modelo propuesto por Muzzioli y Torricelli s6lo puede afirmarse que si el mercado es



La l6gica borrosa para valorar la incertidumbre en la técnica de valoracion con opciones reales

alcista el precio de las acciones aumenta y si el mercado esta con tendencia a la baja disminuird,
mientras que la cantidad del cambio es dada con poca precision, es decir el precio del subyacente es
posible que salte a "Aproximadamente 110" o a "Aproximadamente 90", respectivamente. En el
modelo propuesto no solamente hay imprecision en el valor futuro del proyecto de inversion, sino que
ademas en el valor inicial, dado que en el caso de las inversiones reales no siempre se dispone de un
mercado completo para poder precisar su valor crisp. Por lo que en el modelo propuesto no solamente
no podemos precisar con un valor crisp el precio futuro del activo subyacente (aproximadamente 110 o
aproximadamente 90), sino que incluso su valor actual es impreciso (aproximadamente 100).

Para la determinacion de los intervalos de las probabilidades riesgo neutrales se parte de los
siguientes supuestos:

Todos inversores tienen creencias homogéneas.

Los mercados no tienen costes de transaccion, impuestos, ninguna restriccion sobre
ventas pequefias y los activos son infinitamente divisibles.

Cada inversor actlia como persona interesada en el precio.
Las tasas de interés son positivas.

No hay ninguna oportunidad de arbitraje. Esta condicién es expresada por la
siguiente formula: d, < (1+r)<u,

La metodologia estdndar para determinar las probabilidades riesgo neutrales utilizan el

siguiente sistema:

pd + pu :1
d u :
—py+—p, =1
1er e P
Aplicando la légica borrosa optenemos:
Py +p, =1
oy ag ] furug]
d + pu - [1’1]
1+r 1+r
Este sistema se puede separar en otros dos:
ps +p, =1 Py + P, =1
d1+a(d2—d1) U1+a(uz_u1) _ y d3_a(d3_d2) US—(Z(US—UZ) 1
pd + pu =1 d + u =1
1+r 1+r 1+r 1+r

Del primer sistema se obtiene:

Y del segundo:

_ (1+I’)—dl—a(d2 _dl)
Pu = u, —d, +afu, —u, —d, +d,)
u, +a(u, —u,)—(1+r)
Py =
u, —d, +a(u, —u, —d, +d,)




DECISIONES FINANCIERAS DE LA EMPRESA

l+r)-d,+e(d,—d,)
u; —d, _a(u:s_uz —d, +d2)
u, —au, —u,)—([1+r)
u; —d; _a(us —U; _d3+d2)

P, =

Py =

Ambas soluciones representan a los limetes de los intervalos de posibilidad:

- [pu,p_u]{ @+r)-d, +a(d, -d,) (@+r)-d, —a(d2 ~d,)

u,—d; —a(u; -u, —d, +d,) u, —d, +a(u, —u, —d, +d,) |
_[ —]_ u, +au, - )—(1+r) Uy —a(uy —u,)—(@+r) |
~LPa Pal= u, —d, +afu, -u, —d, +d,) u, —d; —e(u; —u, —d, +d, )

Es facil ver como se cumple:
Pu+Pg=1yps+p, =1

Es interesante remarcar que el modelo binomial de valoracion de opciones da como resultado un
intervalo de valores de las probabilidades riego-neutrales, como consecuencia de los supuestos
realizados en el valor de la accién, por lo que las probabilidades riego-neutrales son nimeros borrosos.
Para determinar la forma de los numero borrosos de las probabilidades riesgo neutrales hay que
calcular su valor cuando o = {0,1}

(1u+r)—o|3 (1+ r)—dl} y D, {ul—(u r) u, —(1+ r)}

3_d3 ul_dl ul_dl U3—d3

Sia=0 p, =|:

Siomt :[(1+r)—d2'(1+r)—d2}{(1+r)—d2} . {UZ 2—(1+r)’u2 —(1+r)}{uiJ 2—(1+r)}

u, _dz u, _dz U, _dz _dz U, _dz _dz

En el anexo puede observarse como la derivada respecto a o de los limites superiores es
positiva y de los limites inferiores es negativa: los limites se estrechan a medida que o crece, de hecho
en a=1 el resultado es un solo valor, que coincide con el binomial estandar, por lo que este modelo
puede considerarse como una generalizacion del modelo binomial estandar (ya que es un caso
particular de a=1).

Podemos destacar:

e Que si los factores up y down son menos distintos, entonces p, ¥ pq €stdn mas cerca de un
numero crisp. En cambio si los factores up y down son mas distintos, tanto p, como pq son
mas vagos.
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e Si el factor up tiene una distribucion mas ancha que la del factor down, entonces la parte
izquierda de p, es mas vaga que la parte derecha y la parte izquierda de py €s menos vaga que
la parte derecha.

e Si el factor down tiene una distribucién mas ancha que la del factor up, entonces la parte
izquierda de p, es menos vaga que la parte derecha y la parte izquierda de pq s mas vaga que
la parte derecha.

e Los numeros borrosos referente a las probabilidades riesgo neutrales solamente seran
triangulares cuando u, —u, =d, —d, y u, —u, =d, —d,.

4. VALOR DE LA OPCION REAL BORROSA

En esta seccidn, utilizamos las probabilidades riesgo-neutrales que hemos calculado en la seccion
previa para calcular el precio de una opcidn y el valor actual del activo subyacente. En esta seccion,
para una mejor comprension, supondremos que estamos ante una opcion real de vencimiento al cabo
de un periodo, por lo que solamente nos centramos en el calculo del valor de la opcién real borrosa
uni-periodo, en la siguiente seccion se analizara el caso general (multiperiodo)

A la fecha de vencimiento, una opcién de compra tiene un valor positivo si el precio del
subyacente es mas grande que el precio de ejercicio y tiene valor cero en los demas casos. El payoff de
una opcién de compra depende del precio del activo subyacente. El precio del subyacente en t=1 viene
dado por Pod y Pgu. Si Py, u'y d son nimeros borrosos, entonces el precio del activo en cada estadio se
representa por un nimero borroso.

Para hacer que una opcidn sea un contrato atractivo hacemos el supuesto de que el precio de
ejercicio esta entre el valor mas alto de la accion en el estado down y el valor mas bajo de la accion en
el estado up, es decir:

Pd, < X <Py,

Definimos el payoff de la Call C, en el estado up y C, en el estadio down.
Ademas:
C, = max{0; P,d — X } 0 C,=max{0;Pu—X}

y

Pu—X

£
£

P¥d,<X <Pl P3d, <X <Pdu;

Por lo que Cyq4 e un ndmero crisp y C, e un ndmero borroso:
C,=Ru-X= [(Pol +0‘(P02 - Pol) u, +a(u, —u, )), (Po3 _‘)‘(F)o3 - Poz) u; —a(u, _Uz))]_ X =
= (Ptu, - X, P2u, - X,Piu, - X)

Podemos determinar el valor actual de la opcién como la media actualizada al tipo de interés
neutral al riesgo y con las probabilidades riesgo-neutrales:

1 - 1 1
c,=—E[c,]=—| p,C C, |=——|p,C
0 1+r [ l] 1+r pd 0d + pu u 1+r[pu u]

10
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Sustituyendo:

G :B,EO]:

(RJl +0‘(FBZ - POI)XU1+(1(U2 —Ul))—X . (l+ I’)—d3 +0{(d3 _dz) (Po3 _a(%a - Poz) Us —a(U3 _uz))_ X . (1+ I‘)—d1+a(d2 _d1)
1+r U, —d, —ou; —U, —d; +d,)’ 1+r u, —d, —afu, —u, —d, +d,)

[ P

Podemos observar que si a incrementa, el intervalo se reduce y si a=0 se obtiene el mayor intervalo:

c —[c c_]— Piu, — X (L+r)-d, Plu,—X (1+r)-d,
o 14y uy—-d, T 1+r  u,—d,

Pero si a=1, se obtiene el menor inervalo:

. z[&’c—o]:{PjUZ—X (@+r)-d, Pfu,—-X (1+ r)—dz}:{Pozu2 ~X 1+ r)—dz}

1+r  u,-d, = 1+r  u,-d, 1+r  u,—d,

Este valor es el mismo que el modelo binomial estandar (sin incertidumbre).

De aqui podemos destacar que cuanto mayor es la incertidumbre mayor es la amplitud del
intervalo del valor actual de la opcion. Para facilitar la interpretacion en la figura 1 se ha supuesto el
caso triangular, en esta figura puede apreciarse como el triangulo de doble raya es el numero borroso
que representa a una opcion real con incertidumbre tanto en el lado de la flexibilidad futura del
proyecto de inversion como del lado del propio valor actual del activo subyacente. El triangulo de raya
simple representa la borrosidad que tiene una opcion real que solamente presenta incertidumbre en el
lado de la flexibilidad (modelo propuesto por Muzzioli y Turricelli). El valor ¢ es el valor de la opcion

real obtenido mediante el modelo binomial estandar sin incertidumbre, este valor es el mas posible en
ambos casos.

7 7 A

d e

QD
(o3
(@]

Figura 1. Introduccion de la vaguedad en el modelo binomial.

11
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Donde:

(Po1 +a(P02 B Pol)xul +a(u2 _Ul))_ X (1"' I’)—d3 +a(d3 _dz)
1+r U, —d, —au, —u, —d, +d,)

Py (U, +olu, —u))-X  (1+r)-d; +a(d, —d,)

b:
1+r u, —d, —e(u, —u, —d, +d,)

P2u, — X (1+r)-d,
1+r  u,-d,

Poz(us —a(u3 _uz))_ X (1+ r)_dl +a(d2 _dl)

d=
1+r u, —d, —a(u, —u, —d, +d,)

(PE —aP¥ —P?)u; —aluy —u, )~ X (1+1)—d, +afd, —d,)
1+r u, —d, —a(u, —u, —d, +d,)

e=

Por tanto, cuando se introduce el concepto de vagueness en la valoraciéon de proyectos de
inversion que presentan flexibilidad, se pueden presentar las siguientes situaciones:

e Que se no se tenga incertidumbre. Este es el caso del modelo binomial estandar, es decir

cuando @ =1, Es decir:

_ Pu, - X (L+r)-d,

C, 1
+r u,—d,

e Que se tenga incertidumbre solamente sobre los DCF. En este caso se debe de considerar que

, P, = (P:,PZ,P?)
el valor actual del subyacente es un numero borroso, por tanto " © 07070/ sin

embargo los factores de salto up y down son un valor crisp: Y =Yz y d=d, respectivamente.
[ ]
En este caso:
(P +a{P? P -u, =X (1+1)-d, (PP-a(P?=P?)}-u,-X (1+r)-d,

C, =|C,,C,|= : , :
° [—0 0] 1+r u, —d, 1+r u, —d,

Si a=0:

12
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1 3
c, z[&’c—o]{auz ~X (1+r)-d, Pu,-X (1+ r)—dz}

1+r u,-d, = 1+r  u,-d,
Y si a=1:
c —[C C_]— P2u, - X (1+r)-d, Pfu,—X (I+r)-d, | [Pfu,—X (1+r)-d,
oo 14 u,—d, T 1+r u,—d, 1+r  u,—d,

e Que se tenga incertidumbre sobre la volatilidad del subyacente. En este caso las

probabilidades riesgo-neutrales son ndmeros borrosos, es decir Pu = [&’ p“] y Pa = [&’ P ]

_ 2
Sin embargo el precio del subyacente es un valor crisp: Po=Fy

En este caso:

CU:[CO,CO]z[R’Z(L““(”fUi))‘X. (L+r)-dy+ofd,—d,) Py, ~u,))-X  (1+1)-d +a(d,~d) }

1+r u,—d, —ofuy —u, —d, +d,)’ 1+r u—d,—ofu,—u —d, +d,)
Si a=0:
[ —] P2u, — X (L+r)-d, Plu,—X (1+r)-d,
CO = &’CO = 1 ’
+r u; —d, 1+r u, —d;
Y si a=1:

c, :[&’C—O]:{Pjuz ~X (1+r)-d, P?u,-X 1+ r)—dz}:{Pozuz—X (1+ r)—dz}

1+r  u,-d, = 1l+r u,-d, 1+r  u,-d,

e Que se tenga incertidumbre tanto en la volatilidad del subyacente como con su propio valor
actual.

Este es el caso general obtenido anteriormente.

De lo anterior puede extraerse que el hecho de tener las dos fuentes de incertidumbre supone un
valor actual de la opcion real con un intervalo mayor que si solamente se tiene una fuente de
incertidumbre. Por tanto la flexibilidad del proyecto de inversion se ve afectada tanto por la
imprecision en la volatilidad como por la imprecision del valor actual del subyacente. Sin embargo la
parte estatica solamente esta afectada por la vaguedad del precio del subyacente. Este fendmeno es
facil de interpretar, ya que si no se puede precisar el valor actual del proyecto, aunque se pueda
precisar su volatilidad no se puede determinar un valor crip para el precio futuro del subyacente y, por
tanto, tampoco se puede establecer un valor crisp para la opcidn real.

13
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Si se quiere comparar y determinar cual de las dos fuentes de incertidumbre tiene un mayor
peso sobre el valor actual de la opcidn real, solamente hace falta comparar los valores cuando a=0, ya
que cuando a=1 se obtiene el mismo resultado.

—_— i 1 f— p— 3 —_ f—
CO:[&,CO]z Poiz X (L+r) dzyPou2 X (L+r) dz}
+r u,—d, 1+r u,—d,
Vs.
—_— i 2 f— f— 2 f— —
coz[ci,co]= Pofl X (1+r) dy Rus X (1+r) dl}
| 1+ u, —d, 1+r u, —d,;

Por el lado izquierdo tenemos:

Pru, — X (1+r)-d, PAu, — X (L+r)-d,
1+r u,—d, Vs 1+r  u,—d;
- 1 2
El resultado depende tanto de Y2 =0 g Us d3, como de PoU, Vs R U por o que a simple

vista no puede establecerse cual de los dos intervalos es mayor a nivel general.

5. BINOMIAL MULTIPERIODO

En la seccion anterior se ha llevado a cabo un anélisis del valor de la opcién real borrosa cuando
solamente hay un periodo. Pero cuando el modelo binomial es multiperiodo el precio del subyacente
puede ser expresado de la siguiente manera:

e Enel periodo 1:

Pu= [(POl + a(P02 - Pol)Xu1 +a(u, —u,)), (P03 —a(P03 - P} )Xu3 —alu, - uz))]z (Polul, P2u,, P03u3)
P,d = (Pid,, P2d,, P3d,)

e Enel periodo 2:

P,ud = Pdu = (Pid,u,, P2d,u,, P2d,u, ), Pouu = (Piu?, P2uZ, PRu? ), Pdd = (Pid2, P2d2, PPd?)

e Generalizando, en el periodo t:

Putid! = (P! 'u, P2ds Tu, P2d Tul ), con j=012,..t

14
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Graficamente en el caso de 2 periodos:

pOluldl Po”U2d; p03u3d3

polu12 pozuz Po U32
polul p02u2 Po U3z

Pozdz2 Po da2

El arbol binomial borroso es muy parecido al caso estdndar. Podemos definir las siguientes
particularidades:

e Enel caso de no-incertidumbre, es decir oz =1, estamos ante un modelo binomial estandar.

e En el caso de que solamente se tenga incertidumbre sobre el subyacente se tiene que los
factores de salto son valores crisp y, por tanto, el precio del activo subyacente en cualquier

momento se puede definir de la siguiente manera:

Put'd’ = (Pid"u’,P2d " Iul, P2d U’ ), con j=0412,....t

e En el caso de que solamente se tenga incertidumbre sobre la volatilidad del subyacente, las
probabilidades riesgo-neutrales son nimeros borrosos y el precio inicial del subyacente es
crisp, en cambio en todos los demas periodos serd un nimero borroso y se puede definir:

Pout—jdi - (Pozdt_juj,Pozdt_juj,Pozdt_jUj)’ con J =012,...,t

15
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e Finalmente, si se tiene incertidumbre tanto en el precio como en la volatilidad del subyacente
tendremos el caso general, es decir Pu'’id! = (Poldlt’julj ,PZdyTul, PRdy ) ) con
j=012,..,t

Asi, el modelo definido anteriormente es una generalizacion del modelo binomial estandar
introduciendo el concepto de incertidumbre. EI modelo binomial es uno de los mas utilizados ya que,
ademas de permitir utilizar el argumento hedging en tiempo discreto, permite la valoracion de las
opciones compuestas de una forma sencilla. Es decir, las inversiones en activos reales estan inmersas
de opciones reales que no pueden ser valoradas individualmente ya que cuando ambas opciones
reducen las colas negativas (puts) o ambas amplian las colas positivas (calls) su valor no es aditivo
(Trigeorgis, 1993), es decir la valoracion individual de las opciones debera de ser descartada y debera
de recurrirse a métodos de valoracion de opciones compuestas. Esto hace, aliin mas poderoso al modelo
binomial multiperiodo, sin embargo debemos sefialar que el valor actual de la cartera de opciones
reales conjuntas no puede hallarse mediante una sencilla formula general ya que para cada caso
concreto seréa distinto. De todas formas, para una mayor comprension del lector, en este trabajo vamos
a valorar una Call Europea individual multiperiodo cuyo precio de ejercicio se halla dentro del
siguiente intervalo: PdJ*ul "™ < X < Pld/u/"

Primero valoraremos una call de dos periodos y después generalizaremos, por tanto:
341,,1 140,,2 P H H
P, d3u3, < X < Pyd;u;, por lo que la opcion solamente tiene un valor positivo en up-up y cero en
los demas casos: C;, =0, C,, =0y C,, =PRuu-X.

Aplicando el algebra de los nimeros borrosos se obtiene:

Cu = (Piu? = X,P2u? - X,Piu? - X)

uu

El valor en t=1 es:

c, =—Elc.]=

Y14y 1+r

1
c, +p,C, |=—|p,C
l:pd\“gi pu uujl 1+r[pu uu]
Y el valor en t=0 es:

1 1
0 1+r [ ] +r pd Od + pu u l+r [pu u] (l—l— r)z [pu u

_ (Fﬁwe(%?—%l))(ufw(ui—uf))—xE (1+1)~d, +old, ~d,) ] (R —alR P22 —afuz —u))- X[ (1+1)~d, +afd, ~d,) )H

u37d37a(u37u27d3+d2) Y (1+I’)2 kulfdlfa(uzfuifdz+d1

16
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Se puede observar que cuando o aumenta, el intervalo se reduce. De hecho, si a=0 se obtiene el
siguiente intervalo:

1 [ PUE=X((A+r)=d2) PUZ-X((+r)-d2)
COZ[CO,C ]: 0 —;I._r)z ((uz) ?:J , 0“3 ((uz) 1]
3 1

"0 (1 —d? @+r) —d?
Y si a=1 se obtiene el menor intervalo:

c,=lc, S ]| Pui=X(rr)-d] SR -X @)=z ) | PRI - X ((@rr)-df )’
e T P Ly ) Jolu

—d? @+r) —-d? @+r) —d?

Este es el mismo valor que el modelo binomial estandar de 2 periodos.
En el caso general, t-periodos, el valor actual de una call europea es:

-[pic,]

0

(l+r

Recordemos que en el caso de que se trate de una call americana (la mayoria en opciones
reales) o de una opcién mdltiple (una cartera de opciones reales) hay que comprobar en cualquier
momento el cumplimiento de los requisitos para ejercer las opciones reconocidas.

Por otra parte, una de las ventajas de utilizar la Idgica borrosa en la valoracion de opciones
reales es la determinacion de una medida para valorar el grado de borrosidad del nimero borroso
obtenido. Para ello nosotros vamos a seguir el método propuesto por en el trabajo de Muzzioli y
Torricelli (2004). Definimos a D como la distancia entre un namero borroso, C, y un de ndmero crisp,
X, de la siguiente manera:

chjc X) da+j(c x| der = jL +C )da 2x°
0

Por lo que se debe de determinar un valor crisp, X, que minimice el valor de la distancia. Es
decir, debemos de resolver el siguiente problema:

minD(C,x)= mxinD:(C— x) da +E(c - x)zda}

Derivando:

aDgi'x) :—Zi(C—x)da—Zi(C—xﬁa -0

—2j(g+6)da+4x=0

0
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Asi, obtenemos:
1 J—
X= ;(l;(C + C)da

x es el valor crisp mas cercano del lado izquierdo y del lado derecho del nimero borroso. En el caso
rian C,+2C, +C,
gular c =(c,,C,,C,), porloque x = S

A x se le denomina crisp defuzzifier y puede interpretarse como el aquel valor mas
representativo del intervalo del valor actual de la opcidn y, podemos observa que no coincide con el
valor del modelo binomial estandar (Cz). En general, el crisp defuzzifier es diferente del precio
binomial estandar porque tiene en cuenta toda la informacion contenida en el intervalo borroso, es
decir tiene en cuenta tota la informacion del mercado sobre los movimientos de los precios del
subyacente. Tener en cuenta solamente un calculo crisp aproximado de los pardmetros, como en un
modelo binomial estandar, puede dar lugar a una pérdida de informacién y a un calculo aproximado
equivocado del precio de la opcion. Por tanto, el hecho de que C, sea el valor mas posible no
significa que sea el méas representativo del intervalo borroso.

Por tanto, una vez se tiene un valor crisp representativo del nimero borroso se puede calcular a

D(C, X) y puede interpretarse como un indice de la dispersion del nimero borroso alrededor del
crisp defuzzifier. Es decir, es un indice de la borrosidad presente en el modelo.

De tal forma, que cuanto mayor sea este valor mayor serd el error cometido cuando se utilicen
técnicas de valoracion de opciones reales estandares sin que, por tanto, reconozcan su incertidumbre.
Es decir las técnicas de valoracion de opciones reales borrosas tienen especial interés cuando se tenga
un indice de borrosidad relativamente alto.

6. CONCLUSIONES

Lo méas importante a destacar es que mediante la introduccion de la Idgica borrosa no se realiza un
simple analisis de escenarios (pesimista, optimista y probable) ya que la informacion adicional que se
obtiene permite determinar distintas situaciones intermedias e indices de incertidumbre, que pueden
considerarse como una informacién adicional significativa. Muzzioli y Torricelli (2004) demostraron
gue el modelo binomial borroso aplicado a opciones financieras, de las que se tenian valores de
mercado, se ajustaba mejor que el modelo binomial estandar. Esta conclusion, en el caso de las
opciones reales tiene un mayor interés ya que las opciones financieras, generalmente, se caracterizan
por tener un menor grado de incertidumbre que las opciones reales. El problema del caso real es que no
puede comprobarse cual de los dos modelos se ajustan mejor, ya que no existe ningin mercado de
opciones reales.

Ademas, cuando se introduce la logica borrosa en el analisis de valoracion de inversiones se
reconoce el hecho de que no toda la incertidumbre puede ser valorada con procesos estocasticos. Es
decir el modelo propuesto es especialmente apropiado para aquellos proyectos de inversion que
engloban un elevado grado de incertidumbre que no puede ser catalogada como riesgo, en este paper se
propone una medida de borrosidad que permite determinar el error cometido cuando se utilizan
técnicas de valoracion de opciones reales estandares en lugar de borrosas. Se pueden citar como
ejemplo de casos apropiados para la valoracion con técnicas borrosas a: a) proyectos basados en el
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desarrollo de un nuevos productos (Buylkdzkan y Feyzioglu, 2002; Lin y Chen, 2004), b) en seguros
(Shapiro, 2004), c) estrategias de decisiones de multiple criterio (Chiou et. Al, 2004).

Por tanto, en este trabajo proponemos una nueva estructura de valoracion de opciones reales,
basada en el modelo binomial borroso, es decir cuando el valor del subyacente y los estadios posibles
de su valor futuro son definidos vagamente. Este modelo presenta un conjunto de ventajas, ya que
permite calcular de forma, mas ajustada a la realidad, el valor de un proyecto de inversién cuando
existe incertidumbre, ademas el modelo propuesto obtiene unos resultados en intervalos que incluyen
los valores del modelo binomial estandar, por lo que es una generalizacion de este modelo, es decir, en
caso de tener un bajo indice de borrosidad el valor obtenido de la opcion real (o de la cartera de
opciones reales) sera muy préximo al valor obtenido mediante el modelo binomial estandar. En este
modelo se proponen dos fuentes de incertidumbre: el valor actual del activo subyacente y la
volatilidad. El hecho de valorar activos reales hace que debamos asumir que, en la mayoria de casos, se
tendran las dos fuentes de incertidumbre y, por tanto, mayor sera la borrosidad del valor de la opcion
real borrosa.

Con este trabajo, los autores pretenden dar una vision mas global del concepto de incertidumbre
en la valoracion de proyectos de inversion, ya que el riesgo que se recoge utilizando las opciones reales
solamente permite recoger aquella incertidumbre que es probabilizable y por tanto, con el modelo
propuesto, ademas se recoge aquella incertidumbre probabilizable y no probabilizable.
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APENDICE

Para determinar el tipo de nimero borroso de las probabilidades riesgo neutrales debemos de calcular

la primera y segunda derivadas.
Primero debemos recordar que: d, <d, <d, <l+r<u,<u,<u;, 0<p, <p, <1,
O<p, < p_u <1

Para simplificar los calculos definimos a:

@+r)-d, +a(d,—d,) N

=—¢cfol]=N<D
—~ u,-d,—afu;~u,-d,;+d,) D

Demonstracion:

N-D=(+r)-d;+a(d, —d,)-[u, —ds —a(u; —u, —=d; +d, )] = (1+r)-u; + a(u; ~u,)>0
ST e )

>0 =0 >0

0Py - (dy —d, XD =N)+N(u; —u,) > 0. Siempre creciente
oa D?
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62&_ (d;—d,D-N)+N(u; —u,) (us —u, —d, +d,) . El signo depende de u, —u, —d, +d,, en
oo’ D2 D

>0

particular depende de (u, —u,) vs  (d,—d,)

— (l+r) d—a(d -d) _P

P —d,+alu,~u,~d, +d,) Q
op, = _(dz _dl)(Q _ P)_ P(u2 _ul) < 0. Siempre decreciente.
oa Q?
aZFu :2_(d2 _dl)(Q_P)_P(uz _ul)( —u, —d, +d ) El signo depende de
da’ Q? Q
<0
U, —u, —d, +d,, en particular depende de (u, —u,) vs  (d,—d )
) u, +a(u, - )—(1+r) R
Ty —d, +olu, —u, —d, +d;) S

Py = (U, ~u, XS —R)+R(d, ~d,) > 0. Siempre creciente.
oa S?

62& _ _z(uz _ul)(s - R)+ R(dz _dl)(uz -u —d, +d1). El signo depende de u, —u, —d, +d,,
da® s? S

<0

en particular depende de (u, —u,) vs  (d,—d,)
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— u;—a(u;—u,)-(@+r) T

pd = =
u, —d, —a(u; —u, —d, +d,) Z
0Py _=(Uy~U, JZ -T)-T(u; - u,) < 0. Siempre decreciente.
o z?
2°p, _ 5 —(u; —u, Z =T)-T(u; —u,) (s —u, —d; +d,) EJ signo depende de
oo’ Z2 Q
<0
U, —u, —d, +d,, en particular depende de (u, —u,) vs  (d,—d,)
En resumen:
a&>O
ox
P, =1 52 >0 (convexo)si u,-u,>d;-d,

aaz“ <0 (concavo) si u,—u,<d,—d,
=0 (lineal) si u,-u,=d;-d,

a&<0
oa
P, =1 A2 >0 (convexo) si u,—-u,>d,—d,

o p, .
>-1<0 (concavo) si  u,-u,<d,-d,
=0 (lineal) si u,-u,=d,—-d,

aﬁ>0

ox

Py = p <0 (convexo)si u,—u,>d,-d,
p >-4>0 (concavo) si u;-u,<d,-d,
“ | =0 (lineal) si u,—u,=d,—d,

%<O
ox
P, = o <0 (convexo)si u,-u,>d,-d,

>-1>0 (concavo) si u,-u, <d,-d,
=0 (lineal) si u,-u,=d,—-d,
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