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Resumen
Recientemente Virchenko y colaboradores trataron una generalizacién de la

avb;c; . — _aoo u—1,—px R bicir —Z) d d
ip,T)=v"% [ e 2Ry (a, ,C,T,**) z, don-
0

funcién gamma I' ( e

de 2R1 (a,b; c; T;2) es la funcién hipergeométrica generalizada presentada por
Dotsenko en 1991. El objeto de este articulo es obtener algunos resultados
que involucran casos especiales de esta funcién y obtener formas computables
para los mismos.

Palabras claves: funcién hipergeométrica generalizada, funcién gamma ge-
neralizada.

Abstract

Recently Virchenko et al have treated a generalized gamma function
.« e oo

T ( a,b;¢; ;p,T) =v @ f v~ le=PT 4 Ry (a, b;c;T; 7%) dz, where o R1(a,b;c; ;)
0

U, v

is the generalized hypergeometric function presented for Dotsenko in 1991.
The object of this paper is to obtain some more results involving especial case
of this function and computational forms as obtained.

Key words: generalized hypergeometric function, generalized gamma func-

tion.
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Algunas integrales que involucran a la funcién hipergeométrica generalizada

1 Introduccién

La generalizaciéon 7 de la funcién hipergeomética de Gauss notada por
oR1(a,b; c;7; 2), fue presentada recientemente por Nina Virchenko [fl] de la

forma
[o@)

I(a+ k)T b—i—Tk)z_k (1)
[(c+ 7k) k!

2Ri(a,byc;7352) =

OM

donde a,b,c son parametros compleJos, TR 7>0¢#0-1-2,..,
|z| < 1.

Castillo y colaboradores [[] presentaron las siguientes representaciones
simples para la funcién o R(a, b; ¢; 75 2):

r —(l—c+b
2Ri(a, b7 2) = L Z( I

k+b k+0b kE+b 1
[ﬂ(i—ag( 2)7 QFl(CL,(I_L;]."_a_L,_)—’_
T T T

ﬁ(k+b’_k+b+a> (_z)_@] )

T T

Re(c) > Re(b) >0, |arg (—2)| <7

(a), = F(%::)k) es el simbolo de Pocchammer;

oRi(a,b;c;57m52) =

I'(c) o~ (L—c+b), T(5?)
TL(b) (e — b) kzo

k+b k+b

T

QFl(CL, + 1;2’). (3)

7 >0, Re(c) > Re(b) >0,

las cuales facilitan los desarrollos simbdlicos para obtener algunos resultados
complejos que las involucran.

Recientemente, Castillo [f] presenté un conjunto de resultados de la forma
b
/:ca_lf (x) x oRy(a,b;c;T;t (x))dx,
a
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los cuales constituyen férmulas computables para cierto tipo de generalizacién
de la funcién beta introducida por Ben Nakhi y Kalla. En este articulo se
establece otro conjunto de resultados de la forma

b
/A () e ) 3Ry (a,bic;7m5 9 (2)) do

los cuales son expresiones de una nueva forma unificada de la funcién gam-
ma. Inicialmente se presentan algunos resultados existentes, los cuales seran
generalizados posteriormente.

1.1 Algunas integrales impropias con limite de integracién infinito
que involucran A (z) e P*@) 4 Fy (a,b;c; ¢ (z))

A continuaciéon se presentan algunas integrales impropias con limites de inte-
gracién infinitos que contienen A (x) e Pw(@) 4 Fy (a,b;c; 0 (7)) [l pags. 318-
321, Nos (1) —(13)], las cuales han sido calculadas por otros investigadores:
1 _ c,o,a —a,b— «

1 /x“ Le™P" 4 Fy (a,b;¢; —wz) de = w ar{a,b,c—a }x

2F2(a,a—c—i—l;a—a—f—l,a—b—i—l;B)+p F{c,b—a,a—a]x
w we b,c—a

P pb—oz
QFQ(a,a—c—l—l;a—a—i—l,a—b—i—l;—)—|— bF[
w w

c,a—b,a—b «
a,c—b

o F) (b,b—c+1;b—a+1,b—a+1;£)
w

Re p, Re > 0; |argw < 7.

o T (C) (at+b—1) ]
2 /Jt:c_le_’”C 21 (a, b; ¢; —wr) dv = ——= (2) P e Waian (e (2)
P w T Tz \w
0
Re ¢, Rep > 0; |argw < 7.
T r
3 /xc_le_p’” oF (a,1 — a;¢; —wz) de = L (C)C K, 1 (i)
Tw (2p) 2 \ 2w
0
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Rec, Rep > 0; |argw < 7.

o0
1 T P
4 /J?C_le_m o (2 e —wa ) do = | = (cl)e“_’erfc ’
2 wpc—§ w

0
Re ¢, Rep > 0; |argw < 7.
(o ]
a—1_—pz C1 = Gaa-ab-ac—a-b-a
5 /x e 2 (a,b;¢;1 — wz) d F[a,b,c—oc,c—b x
0

w9 Fy (a,c—a—b—a;a—a—l—l,a—b—f—l;—g)+I‘[ Gb—a,a—a } X
w

b,c—a

o F (a,c—b;a—b—f—l,a—a—i—l;—B)+I‘{ co—ba—b ] X
wa w a,c—b
b—a

p2f2 (b,c—a;b—a+1,b—a+1;_£>
w w
Re a, Rep, Re(c—a—b+a)>0; [argw <.

6 /x‘kle*p/“’ o F (a,b; ¢; —wz) dew™ T {

c,o,a —a,b— « o
a,b,c—a

oFy (a—a,b—a;1 — a,c— a;wp) + p°T (—a) 2 F5 (a, b; ¢, a + 1; wp)

Re(a—a), Re(b—a), Rep > 0; |argw < 7.

o0
- 3 2pa+b72 P
7 0/6 LR (Chb; > —U)J?) dr = Wsl—a—b,a—b N

Rep>0; |argw < 7.

(o]
220,72(1 _ _
8 /xaflefpﬁ o F (a,b;c; —’U}J)) dr — P F|: C,b a, 20 — 2a :|><
we b,c—a
0
1 2 22b—20{
o F3 a,a—c—i—l;a—b—i—l,a—a—i—1,a—a—|——;—p— —1—7]3 X
27 4w wb
_ — 1 2
F{ ¢a—"b2a—2 }2F3(b,b—c—l—l;b—a—l—l,b—a—i-1,b—a+—;—p—>
a,c—b 2" 4w
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c,a,a— a,b—

T P[ a,b,c —«

1 p?
oF5|a,a—c+l;a—a+1l,a—b+1,=;——
2" dw

N ca+1/2.a—a—-1/2b—a—1/2 o
wet1/2 a,b,c—a—1/2

3 13 3 3 p?
2F3<a—c+§,a+§,§,a—a+§,a—b+§,—m)

Re a, Rep>0; |argw < 7.

o0
1 a— —
9 /x*%e*pﬁ 2Fy <a,b;§5 >dm_2w IR ST b(x/pw>

0

Rep>0; |argw < 7.

0o
2 2a—2a I
10 /xafle*pﬁ 2F1 (a,b;C;l—wx)dx: p F|: C, b— a, 2a 2a :|><
wo b,c—a
0
1 2 2 2b—2a
oF35|a,c—ba—b+1,a—a+1, a_a_|__p_ + D %
27 4w wb

[ c,a —b,2a— 2b

1 p?
ac—b oF3(bc—ab—a+1,b—a+1,b—a+—-;— |+

2" 4w
w‘“I‘[ c,a,a—a,b—a,c—a—b+a

a,b,c—a,c—b 2

2
a—b—i—l;%)—F[c’a—’— ,a—a—gzb—a—3,c—a b—l—a—l—Q}X
w

1
:|2F3 <a,c—a—b+a;—,a—a—|—1,

F L btat s 43 :
<x+22‘3 tgema ATy aT g 2" 4w

Re a, Rep, Re(c—a—b+a) >0; |argw < 7.

11 /xo‘_le_”/‘/E oF1 (a,b;¢; —wz) de = w™ T { ’ W
0

c,o,a—a,b—«
X
)b7c

1 2
o F3 (a—a,b—a;§,1—a c— q; _p_) + 2p%°T (—20) o F3 (a,b; ¢, a0 + 1,

4
1 pw 1/2-a ca—1/2,a—a+1/2,b—a+1/2
a+§,—T)—w pr a,b,c—a+1/2 x
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2
2 Fy <a—a+ 1/2,b—a+1/2:3/2,3/2— a,c —a + 1/2;—7%)

Re p, Re(a—a), Re(b—a) > 0; |argw < 7.

y
ocly el —pu .z _ ca,c—a—b+a
12 /37 (y—x)" e 211 (a,b,c,l y)dm F[c—a—i—ox,c—b—i—a x

0
yc+oz—1 o F (a,c_a_b+a;c—a+a,c—b+a§_py)

y, Rec, Rea, Re(c—a—b+a)>0.

y
13 /xo‘_l (y — a:)c_l e PV LRy (a, b;c;1 — E) de = ytolx
Y

1
]2F3 <a,c—a—b—i—a;c—a—f—a,c—b—f—a,?

2
Y\ cta—1/2 ca+1/2,c—a—b+a+1/2
4) Py F[c—a—i—oc—i—1/2,c—b—f—a—|—1/2 2y (o +1/2,

c,a,c—a—b+a
c—a+a,c—b+a

3. Py
c—a—b+a+1/2;c—a+a+1/2,c—b+a+1/2,§;7

y, Rec, Rea, Re(c—a—b+a)>0.

2 Resultados

En esta seccion se presentan algunas integrales impropias con limite de integracion
infinito que involucran en el integrando a la funcién A (z) e ?*®) , R, (a,b;c; ¢ (2)) .
Aqui se presenta el desarrollo simbélico para uno de los resultados, sefialando el
procedimiento seguido. Para obtener los otros resultados de la seccién E el proce-
dimiento es similar; también es importante destacar el hecho de que cada uno de los
resultados que aqui se obtienen, corresponden a casos especiales de la funcién gamma
generalizada, por lo tanto generalizan a los presentados en la seccion .
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2.1 Algunas integrales impropias con limite de integracion infinito
que involucran A (z) e P“@) 4R (a,b;¢; ¢ (z))

A continuacién se presentan los resultados obtenidos, junto con sus condiciones de
validez, los cuales generalizan a los presentados en la secciéon .

1 Calcular

o0
I= /x"_le_px oRy (a,b;¢;7; —wz) dx .
0
Note que I es un caso especial de la funcién gamma generalizada.

Al usar el resultado () en I se tiene

L T@ [ e (et T(H)
I = b)o/ Z X

TT(O)T(c — — k! ( ktb )

k+b k+b
+; i +1; —wax).

2F1 (av
T

Aqui es posible el intercambio de la suma con la integral puesto que la serie converge
uniformemente

Pl T@ §aOoedn, D)
L () (c - b) & k! I (&2 4 1)
T
0

La integral es similar al resultado El de la seccion E, entonces

_ o (L—c+b), T (52
I = TF(b)F(C—bZ Kl kr(@ﬂ)x

k+b .
[waf[ =2+ 10,0 — o, a}x

b kE+b
2F2<a,a—i a—a+1, a—;—l—l —)—f—
T T w

pa—ozr k+b+1 M_a a—a
" k;i—b ki—b+1 X

E+b k+b
gFg(a,a— + ia—a+1,«a —L—f—l—)—l—
T T w
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Algunas integrales que involucran a la funcién hipergeométrica generalizada

pr—e ktb | ] g hib o _ kb
55 T Tl T X
wor a,
E+b k+b k+b
2FQ( Rl Wl S L+1— 3)},
T T w
peroQFQ(@,O;@—I—l—a,M—i—l—a;ﬂ)=1,1ueg0
I'(c)w™ > 1—C+b a,a—a, B ¢
I = ) P
7T(b)T(c kZ:O [a,wﬂ—a %
k+0b k+b
a,a — + ja—a+1,a —L—f—l—)—l—
T T w
F(C > C—I—b) M—aoz—a
(b)Fc—b az;) b g %
k+b E+b D T(c)p~@
F i et a2 g B 9P
2z @ 7 0 ? atho T + 7111)4—7{‘(1))11((:—1))
> (1—c+b)kp@ a— Bl o _ ktb ktb
SUSTELNASY IS S 0
! w

7, Rep, Re a > 0; |argw < 7.

Este resultado generaliza a 1, para 7 =1 en (E)
Prueba. En efecto, sea 7 = 1, considérese el primer término de I como

. Dlw™ (1—c+b), a,a—ak+b—«
A= F(b)F(c—b)kZ:O M U aktbti-a | X
QFQ(oz,oz—k—b;a—a—l—l,oz—k;—b—l—l;E).

w

Usando la expansion en serie de o F5 (%) se tiene

T (@Tla—a)w >~ (1—c+b), T(b—a+k)
A= F(a)F(b)F(c—b) Z k:!F(1+kb—a+k)

(a—b—k), (2)"

w

zz: a—a—l—l ), (a=b+1—k), n! ~’

pero (a), = F%(I(E;L) yT(a—n)=(-1)" (1{(33”, [, pég. 758] entonces

TN @Tla-a) P (1+a—-bw o~ (1—c+b), T (b—a+k)
A = I'(a)T(b)I(c—b)I (a—b) Z k!F(l—l—kb—a—i—kj) .
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v @,le-bin@-atlboa-m, G
—~ (b—a+1-n),T(l+a-b+n)(a—a+1),(b—a) n!
De donde

el (@) T(a—a)Tb—a)T(14+a—-b)w
F'(@)TO)T(c—bT(a—bT(b—a+1)

f) (@), Tla—btn) ()"

— _ !
T(l+ta-b+n)(a—a+1), nl

3

(1—-c+0b),(b—a—n),
k'b—a—f—l—n) ’

k=0

se sigue que

Fel(@)T(a—a)T(b—a)T(1+a—b)w™ ™

@) TOMN(c—bT(a—0T(b—a+1)
(@), Lla—b+n)  (5)

w

I'(l+a-b+n)(a—a+1), nl

X

2F1(1—c+b,b—a—n;b—a—|—1—n;1),

y teniendo en cuenta que oF (a,b;c;1) = % se obtiene

A = F(c)F(a)F(a—oz)F(b—a)F(l—l—a—b)w_aX
r (a) FOT (a=b)T (c—a)

Jola—ct+1),T(a=b+n) (£)"

OI‘l—i—a—b—i—n)(a—a—l—l)n(a—b)n n!

esto es,
o a,c,a—a,b—« p
A=wT gFg(a,a—c—i—l;a—a—i—l,a—b—f—l;—).
a,b,c—a w
Similarmente,
B—p—I‘{ cb-a,a—a } oIy (a,a—c+1;a—a+1,a—b+1;£)
wae b,c—a w
b—a _ _
C:p_br{c’a b, b} 2F2(b,b—c+1;b—a+1,b—a+1;£)-
w a,c—b w
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Algunas integrales que involucran a la funcién hipergeométrica generalizada

Combinando estos resultados se obtiene [l de la seccién [L1].

Usando procedimientos similares al anterior se obtuvieron los siguientes resulta-
dos:

2 /mc_le_p’” oRy (a,b;¢; 1 —wa) de = 2 =7 Z (1- C+ D)

5 k—0

k+b kE+b kE+b

[3< —Ti— —a,1>w“pachg<aa—%1 —%1—1—@— %)—i—
)7 (2)7
2yrpe & k+b k+b E+b\ (&)
lw) PONT(q | AL o (P Il w
r et () (o= ) (e ) A

7, Rec, Rep>0; arg |w | <.

7 L ()T (¢ — a) w ¢ <= ( 2—c—a)

3 c—1 Ly o l—ac T — dr = k
/x e el (oL maem —en) dr = S ) kZO ’
) —

k41— k1 k1
5<u_a71> T <a7a_g;1+a_u,1+a_c;g>
T T T w

N F(c)(%) T opc i(Z—c—a)kﬁ(k+1_aa—k+1_a>x

)
T T

F(C_k—i—l—a) (2)*

T k!

7, Rec, Rep>0; arg |w | <.

Y Y Y X
272 T T 2 w 7T(c—1)p°
k
= E+1 1 k+1 k+1\ (2)7
S (2~ L w
k:o( C)kﬁ( T 2 T ) ( T ) k!

7, Rec, Rep>0; arg |w | < 7.
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5 /xa_le_px oRy (a,b;¢;,7;1 —wx) de =

wal-\|:Cvava_aal_a_a}i(l_c—’—b)k F(@_a)

a,b,c—b
k=0

k
o Fh (a,l—a—a;a—a—i—l,a—
-

S (l—c+b k+b
E (1=c+b)y T ) B (aia-"2 41 a—at+1,-2) +
HMoT ) T w

pL c X (1—c+b),. (k+b k+b
wﬁr{mb,c_b]z T ()T {a-—) x
k
( k:+b) )TlFl(kij;w—aJrl;—gﬂ
T T w

7>0, Rea, Rep, Re(l—a+a) >0; |argw < 7|.

()T (a)T (a —a)w™ i (1—c+b),

a—1 _p/;c . e e =
6 /3? e P o R (a, by 675 —wz) da 1 (a) (D)L (c — b)
0

T (kb — E+b " r
MQFQQL_O"L_O‘;l—@L+1—awp>+ (c)><
T T

1-— b (&=
Z( c+b), ) QFQ(a,k+b;k+b+La+1;wp>

T T

k+b
7>0, Re(a—«a), Rep, Re(i—a> > 0; |argw < 7.
T

(o)

. 3 r3 (-3
7 pﬁ b e d = 2 2ok
/e 21 (a, 53T wx> X (BT (2 —b) g o
/ —
T (5)  gpetit-2 S P
P 1 1) (e e et (5

T Rep>0; |argw < 7.

I'(c) > 1—c+b
L()(c— Z

=
Il
=]

8 /xa_le_pﬁ oRy (a,b;¢; 7 —wx) do =
0
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Algunas integrales que involucran a la funcién hipergeométrica generalizada

k+b 2a—2a k+b
L (32) [217 r [ +
1)

F(—ka+ we T 7 T
k+0b k+b 1 2
2F3<a,a—ia—i+1 a—a-+1, a—a+ p—)—i—
T T 4w
2kEb_9q k+b k—+b k+b +
T +1,a 200 — 2 =+ 1,
wg F|:a :|+w aF|: a, ki—b,
— o, Bto k+b 1 2
a—a « p
T F - —a—a+la— —— 41,5 ——
kjb—l-l—oz :|2 3<Oé,0[ ey a—+ , + 727 4 )
k+b 1 1 k+b 1
__P Ttlatga-a-g,5 2 -a—3 _ktb 1
waJr%F[a’ ktb kb oy L 2F3 |« ;
13 3 E+b 3 p?
atgipesetyem Ty,

Rec>Reb>0, 7, Rep, Re a>0; |argw| < 7.

T 1 1 = (1 2—|—b
9 /x 3¢ PVE LRy <a,b;§;7;—wx> dr = TOT 1/2_ Z (1/
0

k=0
T u) (et "£2) kb D
N T T3 at—=-1g <_>
r(EE ) g ettt \(V
7>0,1/2>Reb>0, Rep>0;|argw| <.
r r( > 1—c—|—b
10 /m“‘le_pﬁ oRy (a,b;¢;7;1 — wx) dxz TOT E D Z
0 k=0
I (&£b)  [op2e—2e Etb 4 g, w—(JL 2 — 2a
T T X
1—‘(@_’_1) we kib7kib+]‘
k+b 1 2
o F; a,l;a—L—f—l,a—a—l—l,a a4+ = b +
T 2’ 4w
op2tFi—2a [ kib _ ktb 9, _ gktb E+tb k+b
pTF = +1l,a— 32,20 - 25 o + , + tl-a
w a T T
k+0b k+b k+b 1 p?
+ —|—1—a,—+ —a+1,—+ —a+—;p— +
T T T 2" 4w
k+b k+b
—a +1l,a,a —q, —a,l—a+a 1 k+b
+w F[av‘rkib’kib_i_l ]1F2< ZOé—T—i—l
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)t # Db b

4w ’U}aJr% ,@,@4—1—&

1 13 3 E+b 3 p?
F Z.1— -2 4 DL I A S
2 3<0‘+2’ GtatgigaTatypem Tty

Rec>Reb>0, 7, Rep, Rea, Re (1—a—a)>0; |argw| < 7.

o0

_ I( = (L—c+b),
11 /xo‘_le vE o Ry (a,b;c;r;—wm)dmz (c) Z C+
LO)T(e=b) =
0
I (&) _ k+b+1aa—ai—a
P e KL ktb k+b X
T (52 +1) a, 55 5 1 -
k+b 1 k+b 2w
oF3 a—a,i—a;—,l aL—f—l— P + 2p?°T (—2a) x
T 2 T 4
k+b k+b 1 2
2F3 | a, + L—|—1cu—|—1oc—|— e
T T 2’ 4
k+b 1
_ + 1, a—a+zs,b—a+ 3
TUQQPP[T b ) 2}
) + Oé+§ j-_a
1 k+b 133 k+b 3 pw
F _ _ .22 _, 2t Z._ 2
2 3(0/ Oé+2, = +27272 «, 27 4
kE+b
T, Re(p),Re(a—a),Re( + —a>>0;|arg(w)|<7r
T
Y T
12 /xa_l (y—x) e P 4Ry (a,b;c;T; (1—£> )dm—
J Y
L'(b+7n)
atc— 1 F T
y P a+c+m) 1B (@ at et i —py)

7,4y, Rec, Rea, Re(c—a—b+a)>0.
y

13 /x“‘l (y—2) eV 4R, <a,b; c T <1 - E> > dx =
Y
0

T'(b+ ) 1 P2y
a+tc— 1 A .
4 I‘a—l—c-l—Tn)n' 1F2(a,2,a+c+rn, *
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3 Aplicacién

En el 2001 Nina Virchenko y colaboradores [E] establecieron una generalizacién para
la funcién gamma de la siguiente forma

00
a’b;c;. _ ,—a u—1_—pzx ( o _f)
F( u, v 7paT> =v /J) € 2R1 a;b76777 . dr (5)
0

7,Re p,Re u > 0; |argv| <myc#0,—-1,-2, ..

De acuerdo con los resultados obtenidos en el presente trabajo, es posible obtener
una férmula computable para (E) de la siguiente forma:
Al hacer w =v~! en (H), y usar el resultado [|] de la seccién se tiene

a,b;c; N3] = 1—C+b u,a—u, Bl — o
F<U,,U ’va) b) ( b Z |: avw_’_l_u
k 0 T
k+b k+b
2F2<u,u— ;u—a—i—l,u—;—i—l;vp)—i—
T
T(O)p** = (1—c+b), Y g u—a
T 7 ’
7T (b)I(c — b) kz:(:) ! kb 41 g |
k+b k+b T(c)p™™
F w1, u -2 __\9P
2L'2 { a,a T ;a u+ , U . + 7vp>+TF(b)F(C—b)X
. kth
(et p% okt bt b
Z k! o kLl a
k=0 v T

7, Rep, Reu > 0; |argw < 7.
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4 Conclusiones

De acuerdo con el desarrollo de este trabajo se nota lo siguiente:

e Cada uno de los resultados de la seccion m, son formas computables para
cada integral propuesta, ademaés, éstas facilitan los calculos numéricos de las
mismas dado que muchos de estos resultados aparecen tabulados en el libro de
Prudnikov (véase [[]).

e Cada integral es un caso especial de la funcion Gamma generalizada

F( a,b;¢; ;p) = vfa/ T leP” gFl(a,b;c;—E)dx.
0 v

u, v

lo que indica que se tienen diversas formas computables para la funcién Gam-
ma.

e Una aplicacién interesante de estas integrales es el hecho que permiten obtener
nuevas funciones de densidad de probabilidad, en estos tltimos anos el doctor
Kalla y su grupo de colaboradores han encontrado nuevas funciones de densidad
de probabilidad y también han generalizado algunas que ya existen.

e Cada resultado de este trabajo es un caso especial de la funcién Gamma gene-
ralizada

oo
a,b;c; _ 1 T
r T g ) =07 [ 2% leTPT LR, (a,b;c;r;——)dm.
U, v v
0
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