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Resumen

Presentamos algunos de los resultados mas relevantes de un estudio sobre la problemética de la
ensefianza-aprendizaje de los nimeros complejos. El estudio se ha dirigido recabar informacién para
sustentar sugerencias de intervencion en las pautas educativas en relacion con esta tematica.

Marco de referencia

Esta investigacion se enmarca en la linea seguida por los miembros del grupo de Pensamiento
numérico y algebraico (PNA) del Departamento de Didactica de las matematicas de la Universidad de
Valencia que toma como modelo de referencia el marco tedrico de investigacion en Matematica
Educativa de Filloy (1999) denominado Modelos Teoricos Locales (MTL). Este marco fundamenta la
investigacion desde el punto de vista tedrico y aporta, desde el punto de vista metodoldgico, una
manera de organizar la investigacion en matematica educativa orientada a la observacidn experimental
de fendbmenos de ensefianza y aprendizaje. En definitiva, los MTL nos ayudan a explicar de manera
coherente los fenémenos observados. Los MTL se caracterizan por ser un modelo recurrente y
contemplar cuatro componentes interrelacionadas: 1) Componente de ensefianza del MTL. 2)
Componente de cognicién del MTL. 3) Componente de competencia formal del MTL. 4) Componente
de comunicacion del MTL.

El objeto de estudio, el disefio y el desarrollo de la investigacion

El objeto de estudio ha sido la problematica de la ensefianza/aprendizaje de los nimeros complejos. El
analisis previo de la probleméatica ha delimitado el marco tedrico para la observacion experimental
situdndolo en la componente formal, y dentro de ella en el analisis histérico y epistemolégico.

Establecido el marco teérico se ha procedido al desarrollo de un programa de observacién
experimental donde ha entrado en juego la componente cognitiva mediante el procedimiento
denominado analisis de tareas.

La hipotesis tedrica a contrastar con la observacion experimental fue la siguiente:

Es posible que algunas dificultades e inconsistencias conceptuales y algoritmicas en relacién con los
complejos, a las que se han enfrentado los matematicos a lo largo de la historia, guarden paralelismo
con las que afrontan los estudiantes cuando estan intentando ser competentes en esta materia.

Para centrar el estudio se ha tratado de rebuscar en el desarrollo histérico de los nimeros complejos
algunas de las dificultades e inconsistencias conceptuales y algoritmicas que han tenido que sortear los
matematicos y que la ensefianza actual no esta teniendo en cuenta.

Una revision historica preliminar, permitié identificar cuatro grandes etapas caracterizadas por los
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cambios observados en las concepciones epistemoldgicas de los nimeros complejos:

e Algebraica. Primeras apariciones de las raices cuadradas de cantidades negativas,
consideradas como raices indtiles, aunque coherentes con los métodos algebraicos.

e Analitica. Aceptacion y generalizacion del uso de las expresiones imaginarias gracias al
desarrollo del anlisis infinitesimal, consideradas como cantidades que por su naturaleza son
imposibles, ya que no se pueden ubicar entre los nimeros posibles: positivos, negativos, o
nulos. Por eso, se las llama cantidades imaginarias porque s6lo existen en la imaginacion.

e Geométrica. Introduccién de un eje de imaginarios que tiene asociado V-1 como unidad
perpendicular a 1 y consideracion de los imaginarios como vectores del plano. Asi, en el plano
de ejes real e imaginario un vector queda representado por a+bi; y V-1 act(ia como rotacién de
90° alrededor de O, es decir como un signo o indice de perpendicularidad.

e Formal. Formalizacion de los nimeros complejos y consideracion de los mismos como pares
ordenados de nimeros reales.

Estas etapas se tomaron como referencia para organizar la busqueda y seleccién de cuestiones
relevantes para contrastar la hipotesis, contextualizandolas en una concepcién epistemolégica. Con
estas cuestiones se procedid a la elaboracion y al pilotaje de un cuestionario para su posterior
aplicacién a 19 estudiantes de primer curso de la licenciatura de matematicas en la Universidad de
Valencia, en su ambiente habitual de clase el ultimo mes del curso académico.

La seleccion de cuestiones para la observacion experimental

El cuestionario sometido a los estudiantes constd de cinco tareas, una por cada una de las etapas
sefialadas antes, excepto en el caso de la etapa analitica de la cual se extraen dos tareas.

Para el estudio de las respuestas, se ha aplicado la metodologia del “analisis de tareas”, lo que ha
permitido realizar una primera descripcion y categorizacion de las actuaciones de los estudiantes
mediante un modelo de interpretacion, puesto a punto en otros trabajos precedentes de miembros de
nuestro grupo de P.N.A. (Fernandez, A. Figueras, O, Gomez B. y Margarit J.,1997; Fernandez, A.
Gomez B.; y Margarit J., 1997). Este andlisis permite aventurar que se confirma la hipétesis de partida
en el sentido de que la ensefianza y aprendizaje de los nimeros complejos no esta teniendo en cuenta
las dificultades identificadas que han estado presentes a lo largo de la historia y que los estudiantes las
reproducen, y en algunos casos agravadas.

Las cuatro primeras tareas fueron las siguientes (prescindimos de la quinta porque no ha cumplido con
las expectativas):

Tarea 1: la particion

Esta tarea, la elegimos de la etapa que hemos llamado algebraica. Esta tomada literalmente de Cardano
(Ars Magna, 1545, p. 287) y consiste en un problema cuya solucién viene de la mano de una ecuacién
de segundo grado. Su proposito es hacer aflorar las posibles dificultades e inconsistencias de los
estudiantes para resolver un problema planteado con nimeros enteros pero cuya solucion no es real
sino compleja. La respuesta adecuada implica aceptar que las raices complejas de la ecuacion de
segundo grado que permite resolver el problema son soluciones matematicamente validas, aungue en
el enunciado no se mencione el campo numeérico en el que debe darse la solucion.

Tarea 2: el logaritmo

Esta tarea, corresponde a la etapa que hemos denominado analitica. Esta basada en una conocida
controversia sobre la existencia de los logaritmos de los nimeros negativos entre Bernouilli y Leibniz,
recogida por Euler (1749). Esta controversia surgio ante las contradicciones a las que llevaba el uso
poco exigente de las reglas de célculo.
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Su proposito es hacer aflorar las posibles dificultades e inconsistencias de los estudiantes cuando
tienen que interpretar una secuencia de operaciones légicas con logaritmos de nimeros negativos.

La respuesta adecuada, implica el reconocimiento de la existencia de estos Ultimos en el campo
complejo. Ademas, hay que saber cuando se pueden extender las reglas generales de la operatoria con
logaritmos de los reales positivos a los negativos y por qué (hay infinitos logaritmos para cada
namero: los nimeros reales positivos tienen un sélo valor del logaritmo que es real, siendo todos los
otros imaginarios; los nimeros negativos y los numeros complejos tienen todos los valores del
logaritmo imaginarios).

2 Cuestion 2. El logaritmo

Cuestion 1. La particién

Dado que (-x)*=x" se tiene que:

log (-x)’ = log £ = 2 log (-x) = 2 log x = log (-x) = log X ,
Divide el mimero 10 en otros dos nimeros cuyo producto sea 40 G
log (-x) existe y es un nimero real.

En particular para x=1, In(-1) = In(1)) que, como sabemos, es cero.

(Es cierto?

Explica como Jo haces

Tarea 3: las operaciones

Esta tarea, la ubicamos en la etapa analitica y estd basada en anotaciones de Euler (1984, p.42-44) y
Vallejo (1841, p.242), sobre el cuidado que hay que tener al multiplicar expresiones imaginarias. El
objetivo de la tarea es hacer aflorar las dificultades e inconsistencias de los estudiantes ante la
multiplicacion de raices con radicando negativo, dado que si se aplica la regla general de la
multiplicacion: la raiz del producto es el producto de las raices; se obtiene un resultado contradictorio
con la regla para multiplicar los numeros imaginarios. La respuesta adecuada implica el
reconocimiento de que las reglas generales de la multiplicacién no funcionan en el producto de raices
con radicando negativo.

Tarea 4: el orden

Esta tarea, la hemos disefiado basandonos en un comentario de Hamilton (1837; cit. Ferreirds, 1998, p.
11) donde se pone de manifiesto la dificultad de situar bajo la definicion clésica de ndmero a los
imaginarios, dado que éstos no pueden satisfacer el requisito de ser un cuerpo ordenado, como ocurre
con los numeros reales. El objetivo de esta tarea es hacer aflorar las dificultades e inconsistencias de
los estudiantes cuando se les pide que ordenen nimeros complejos presentados de varias formas. La
respuesta adecuada implica reconocer que los complejos no tienen un orden compatible con su
estructura de cuerpo.
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4 . s
Cuestién 4. El orden
Cuestlon 3' Las operac“)nes Usando los signos <, >, = ordena los nimeros;

Calcula a) V72, 1, 0, v

a) ~J=5+-5=.

Brplicaturespucsta
................................................................................................ b) 1+, 1420, 242i, 2+

B) VST = Explica tu respuesta
T e JOT OO OO OO OO VO OOV OOV TUOUSVURTOONt
.................................................................................... ) et

LOS RESULTADOS

A continuacion se presenta una muestra de las respuestas mas relevantes de los estudiantes al resolver
las cuatro primeras tareas del cuestionario para ilustrar el tipo de analisis que hemos hecho de las
mismas.

Tarea 1: la particion

Ejemplo: Alumno 1

Cuestién 1. La particion

Divide el mimero 10 en otros dos niimeros cuyo producto sca 40 S
A O AO (3B,
9 ¢ Y7

C)
B

3
TS AdSRSL

wF

Explica como lo haces

o2 Rudnn.. dnAslah e polimies 0 1
e 23 A DS

Transcripcion: “sélo los podemos dividir por potencias de 2 hasta 3 » 5 ” (hasta 2° y 5)

Explicacion: El estudiante calcula los factores de 40 y de 10. Divide el 10 por dos nimeros naturales
menores que 10 y cuyo producto es 40.

Interpretacién: De lo que manifiesta en el apartado “explica como lo haces”, interpretamos que el
estudiante entiende que éste es un problema aritmético, y que en consecuencia sélo intenta resolverlo
mediante operaciones aritméticas con nimeros naturales. Tal vez hace una interpretacién demasiado
estricta de la palabra divide del enunciado. Es decir, lo entiende como la orden de hacer uso del
algoritmo de la division, por eso divide por los nimeros naturales cuyo producto es 40.

Prediccion y sugerencias: Creemos que el estudiante repetird este tipo de procedimiento con
problemas andlogos mientras no se le haga ver que éste es un problema que admite una lectura y una
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resolucién algebraica, y que la palabra del enunciado divide se refiere aqui a descomponer en dos
sumandos y no necesariamente a dividir en sentido estricto.

Utilizan el algebra y dan la solucién compleja 5/19
Utilizan el algebra y dejan solucion indicada sin expresion imaginaria 1/19
Utilizan la aritmética y se centran en factores del 40 5/19
Utilizan la aritmética e interpretan que hay que dividir el 10 en sentido estricto 2/19
No contesta o lo hace sin sentido aparente 6/19

Frecuencia de los tipos de respuestas por categorias de la tarea
Tarea: el logaritmo
Ejemplo: Alumno 2

Cuestion 2. El logaritmo

Dado que (-x)* = %2 se tiene que:

log (-x)* = log x> = 2 log (-x) = 2 log x = log (-x) = log x .
por lo que

log {-x) cxiste ¥ es un numero real.

En particular para x=1, In{-1) = In(1) que, como sabemos, es cero.

&Es clerto?

...... ey S S SIS SIS S SIS

Eh RS S e R N =T ..:fﬁ—\...\..(:a‘}.:’c.\.‘&.\k.k_ﬁ’,
Shes Ly en oo T (\ef(] G TN =, e BeEINE A=
Explica tu respuesta

b A IS e S SRS

. ;mf.’,@gz?f\.\.\.\.e‘ R S B e N~

Transcipcion: “No”. “El razonamiento es correcto, pero en principio no podemos poner el logaritmo
de un nimero negativo xq no existe”. “El logaritmo de un nimero negativo no existe”

Explicacion: Por un lado dice que el razonamiento es correcto y por otro que el logaritmo de un
nlmero negativo no existe.

Interpretacion: Su respuesta es incoherente, ya que si cree que no existen los logaritmos de los
nUmeros negativos, no deberia decir que el razonamiento es correcto.

Prediccion: El estudiante estd anclado en una idea de los logaritmos que es propia de los nimeros
reales. Esto le induce a creer que las reglas aprendidas con los reales son validas siempre. Si no se le
advierte de que esto no es asi y el por qué, dificilmente podra salir de esta creencia por si solo.

Ejemplo: Alumno 17
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Cuestion 2. El logaritmo

Dado que (-x)>= x” se tiene que:

log (-x)* = log x> = 2 log (-x) = 2 log X = log (-x) = log x ,
por lo que

log (-x) existe y es un numero real.

En particular para x=1, In{(-1) = In(1) que, como sabemos, ¢s cero.

O (e Y (N O S S

Explica tu respuesta

ER AN TRy HERY Ty D e ToRemx

Aoy (~x) = on x5 A 2 ag ) S2log00) o T T T

()4)<47)_L ‘)ALDgXéO
/ A Ao e

Transcripcion: “ No, 3 In(-x) . “ No ”. “log(-x)* = log xX* = 2 log(-x) = 2 log X Xq -X # X

0<x<1l —logx<0
x>1 —logx>0

Explicacion: El estudiante niega el razonamiento del enunciado porque dice que a nimeros diferentes
le corresponden logaritmos diferentes. Usa la creencia de que los logaritmos de los negativos no
existen y dice que el razonamiento no es correcto. Pero no explica satisfactoriamente el por que.

Interpretacién: Usa un argumento légico para explicar que algo esta mal, detecta la contradiccion y la
usa para negar uno de los pasos; pero su explicacion es insuficiente como respuesta a la pregunta ya
gue no se basa en la cadena de razonamientos del enunciado. No explica por qué la regla que es valida
con los reales aqui no lo es.

Prediccion: Como el anterior, el estudiante estd anclado en una idea de los logaritmos que es propia de
los nimeros reales. Si no se le advierte de con los complejos hay que reconceptualizar la nocién de
logaritmo y revisar sus reglas de calculo, podemos esperar que incurra en contradicciones.

Usan la creencia de que los logaritmos de los negativos no existen y dicen | 8/19
gue el razonamiento no es correcto. Pero no explican por qué

Usan la creencia de que los logaritmos de los negativos no existen y dicen | 3/19
que el razonamiento si que es correcto. Son inconsistentes

Usan la creencia de que los logaritmos de los negativos no existen pero no | 3/19
contestan a la pregunta si el razonamiento es correcto
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Sefialan uno de los pasos como incorrecto, pero su razonamiento no esta bien | 3/19
argumentado

Manifiestan dificultades de tipo algebraico. Inconsistencias con los paréntesis | 2/19

Frecuencia de los tipos de respuestas por categorias de la tarea
La tarea las operaciones

Ejemplo: Alumno 5

Cuestion 3. Las operaciones
Calcula

a) ~—5—5-=. 1= = - \S\‘§1L = 53

Explica tu respuesta

ba . omadbplicac® AL avmds W Lo pre et b Gl

by VISV I/EV == Ve 4% - - vE i T R s st

Explica tu respuesta

&f"«.wvnat{»”‘ow EL....(%’:“?.{."Y-‘“‘_ anterea < guly ke

Transcripcién

a)“v—5-+/-5= J(—S)2 =+5. La multiplicacion de raices tiene la propiedad que va-vb =+/a-b,

entonces se aplica esta propiedad”.

b)* vEBv=AvBV=1=4/5- (1)’ - VB =-—5-v"5=-—+5-v=1-v6=—5-i=+i Aplicamos de

nuevo la propiedad anterior y sustituimos +—21peri.”

Explicacion: El estudiante, en el apartado a), aplica la regla general para multiplicar radicales, calcula
el cuadrado de dentro del radical, calcula la raiz cuadrada del resultado y acompafia la respuesta con el
doble signo +.

En el apartado b) aplica la misma regla general que antes, aunque lo que escribe bajo el radical no se
corresponde con el signo menos que extrae y que cabe suponer que procede de considerar que \/(—l)
= -1 y no 1. Esto queda corroborado por su actuacién posterior, donde extrae la forma imaginaria

~J—1 que escribe después como i. Finalmente, aplica otra vez la regla general a V515 y calcula la raiz
cuadrada con el doble signo £, aunque olvida escribir el 5.

Interpretacion: En la respuesta del alumno se evidencian dificultades e inconsistencias de naturaleza
diferente. En el apartado a) no tiene en cuenta que se trata de expresiones imaginarias, lo que le
hubiera llevado a extraer V-1, a diferencia de lo que hace en el apartado b) donde si que lo hace. Otro
aspecto llamativo es que parece interpretar el signo radical como la orden de calcular la doble raiz
cuadrada de un numero, lo que es una interpretacion aritmética inconsistente porque produce
respuestas contradictorias cuando se opera con radicales.
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Prediccion y : Entendemos que el estudiante conoce y puede manejar las reglas para operar radicales,
raices cuadradas y la expresion imaginaria implicadas en la tarea, pero encuentra dificultades para
decidir cuando estas reglas estdn permitidas y cuando no. En concreto ignora que la regla para
multiplicar radicales no funciona con los radicandos negativos. Por otra parte el estudiante utiliza una
concepcion aritmética del signo radical que le lleva a confundirlo con la orden de calcular la raiz
cuadrada. Ignora que V(a)*= |a| y no +a como él manifiesta.

En consecuencia, podemos esperar que el estudiante repetira este tipo de comportamiento con
problemas anélogos y entendemos que son un producto de la ensefianza, que no advierte de estas
restricciones adecuadamente. Creemos que es necesario revisar la distincion entre radical y raiz
cuadrada, redefinir la nocion de raiz cuadrada para incorporar el caso de radicandos negativos y

justificar por qué ~/—1 +/—1 noes 1 ni +1, sino que es —1.

Utilizan correctamente la regla para operar imaginarios 9/19

Utilizan la regla para operar imaginarios con errores de descuido 4/19

Usan las dos reglas: la general para multiplicar radicales y la regla para multiplicar | 4/19
raices imagnarias.

Aplican exclusivamente la regla general de multiplicar radicales 2/19

Frecuencia de los tipos de respuestas por categorias de la tarea
Tarea: el orden
Ejemplo: Alumno 3

Transcripcion
a) V—2<4/-1<0< V1. Porque las raices no alteran el orden de los nimeros: sia<b SAJa<ib.
b)l+i<l+2i=2+i<2+2i

c) Vi < Porque la raiz de un nmero es menor que el nimero.

Cuestion 4. EI orden

Usando los signos <, -, — ordena los nameros;
a) v—2, ~ 1,0, 1
oNFE s T € O K N A i,

Explica tu respuesta

b) 1+i, 112i, 212i, 21

...... Al L A 20 = 2 X € ZFRE i

Explica tu respuesta
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Explicacion: El estudiante ordena todos los nimeros en los tres apartados, pero sélo explica el criterio
que usa en a) y c¢). En estos apartados, extiende reglas no ensefiadas propias de los reales a los
complejos: si un nimero es menor que otro su raiz también lo es, la raiz de un nimero es menor que
el nimero.

Interpretacién: De la respuesta del alumno se evidencian dificultades e inconsistencias de naturaleza
diferente. En el apartado a) y c) no tiene en cuenta que se trata de expresiones imaginarias y que las
reglas de los reales no tienen por qué funcionar. En el apartado b) dado que los nimeros estan
expresados en forma binémica utiliza un criterio idiosincrasico que creemos que se basa en el orden de
los modulos.

En ningln caso se plantea que pueda ser imposible ordenar los nimeros dados y tampoco tiene en
cuenta que las raices de los nimeros negativos no existen en el campo real.

Prediccion y sugerencia para la ensefianza. ElI alumno conoce reglas para ordenar nimeros reales
pero no percibe que éstas no son ciertas cuando los nimeros son imaginarios y ordena de modo sui
generis numeros complejos por lo que creemos que se debe actuar en los métodos de ensefianza para
evitar la creencia de que las propiedades de un campo numérico se cumplen en otro campo que lo
contenga.

Extienden propiedades de los nimeros reales 12/19
Utilizan las componentes de los nimeros complejos 10/19
Usan el mddulo de los nimeros complejos 5/19
Tropiezan con dificultades de naturaleza diferente 9/19

Frecuencia de los tipos de respuestas por categorias de la tarea

CONCLUSIONES DEL ANALISIS DE TAREAS

Nuestro modelo es una herramienta valida para llevar a cabo la investigacion planteada. En ésta se
pone de manifiesto que los alumnos presentan dificultades e inconsistencias al responder a las tareas
del cuestionario las cuales permiten aventurar que se confirma la hipétesis tedrica inicial de modo que
la ensefianza y aprendizaje de los numeros complejos no esta teniendo en cuenta las dificultades e
inconsistencias que han estado presentes a lo largo de la historia y que los estudiantes las reproducen,
en algunos casos agravadas.
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