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En las investigaciones que estamos realizando en el campo aditivo utilizamos
un conjunto de factores diferenciadores de los problemas de estructura aditiva, que
presentamos a continuacion.

Influencia del tipo de nimero

Uno de los factores importantes que diferencia los problemas aritméticos es €
tipo de nimero con & que se expresan las cantidades (natural, entero, decimal) y €
tipo de magnitudes asociadas (discretas y continuas). En los primeros afios de
escolaridad, los nimeros empleados son casi exclusvamente nimeros naturaes y
magnitudes discretas. Por ello, nos referimos sélo a problemas con nimeros naturales y
magnitudes discretas.

Problemas simples y compuestos

Otra gran diferenciacion que hacemos es entre problemas simples y
compuestos. Atendiendo a numero de relaciones que aparecen explicita o
implicitamente en la informacién que se proporciona en € enunciado se puede hablar
de problemas simples y compuestos. La informacion suministrada en un problema
simple contiene solo una relacion entre dos datos numeéricos en funcién de la cua €
resolutor tiene que operar para obtener un resultado. Cuando interviene més de una
relacion en e enunciado de un problemalo Ilamamos compuesto.

Para resolver un problema simple se necesita una sola operacion aritmética
(adicién, substraccién, multiplicacion o divisén) mientras que para resolver un
problema compuesto es necesario emplear a menos dos operaciones distintas o una
misma operacion varias veces.

A los problema que requieren de sumas o restas para obtener la solucion se les
[lama en genera problemas de adicion o de substraccién.  Puesto que la adicién y
substraccion son operaciones inversas y la substraccion puede concebirse como un
caso especiad de adicion, a los problemas de adicion y substraccion suele
denominérseles con e nombre genérico de problemas de estructura aditiva.
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Problemas de estructura aditiva smples

Los problemas aritméticos aditivos simples, que se suelen denominar también
como problemas de una etapa 0 problemas de un paso, han sido analizados con
bastante profundidad desde finales de los afios setenta (Castro, 1992, 1994). De estos
andlisis han surgido una serie de criterios para clasificar los problemas aritméticos
simples de estructura aditiva:

a) designar a los problemas con € nombre de las operaciones es confuso,
puesto que un problema de restar se puede resolver con una suma.

b) Los problemas simples de estructura aditiva responden a varios tipos de
estructuras seménticas.

¢) En todo problema hay un esquema subyacente o relacion entre los datos.

d) En un problema simple hay tres cantidades relacionadas. dos datos y una
incognita. Laincognita puede ser una de las tres cantidades rel acionadas.

€) Hay problemas catalogados como de aumento y otros son catalogados de
disminucion.

Con respecto a estos puntos sefialar que en alguno de ellos no hay un acuerdo unanime
en aspectos parciaes. Por gemplo, la categoria semantica de igualacion es admitida
por unos investigadores y rechazada por otros. Otro gemplo: en la categoria de
combinacion lo més usua es considerar dos tipos de problemas: desconocer €l todo o
desconocer una parte. Estos dos tipos de problemas pueden pensarse que
corresponden a tipo de cantidad desconocida en la relacidn que existe entre los datos.
Pero la diferenciacion entre estos dos tipos de problemas de combinacion también
puede redlizarse en términos de que en un problema se produce un aumento (hallar €l
todo) y en € otro una disminucion (hallar una parte).

Nuestro trabajo de investigacién sobre problemas aritméticos se sitlia dentro de
este marco, siendo uno de los objetivos principales determinar variables estructurales
de los problemas aritméticos y qué influencia pueden gercer sobre la dificultad en la
resolucion de los mismos. Para € caso particular de los problemas aritméticos aditivos
nos centramos en € andlisis de los problemas aritméticos aditivos compuestos de dos
etapas o de dos pasos.

Problemas aritméticos compuestos de dos pasos

Hemos dicho que en un problema aritmético compuesto hay més de una
relacién entre los datos. Lo que ocasiona que para resolverlo se requiere mas de una
operacion. Si e problema contiene dos relaciones se necesitan solo dos operaciones 'y
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decimos que se trata de un problema de dos relaciones, dos pasos o0 dos etapas. Por
gemplo:

Problema. En un autocar habia 19 pasajeros. En la primera parada

bajan 8 pasajeros y suben 5. ¢Cuantos pasajeros hay ahora en el

autocar?

Este es un problema compuesto de dos etapas en € que hay dos acciones sucesivas
implicadas.

Redlizando las combinaciones de los cuatro operaciones basicas (adicion,
substraccién, multiplicacion y division) de dos en dos, obtenemos las diecisés pargjas
de operaciones:

(+, ), (+, 0L (+,x), (+, ), (LI4), (GO (B)x), (L)),

O ), 06 DL 06 %), (%0, Go4) G OL X))
gue pueden emplearse en la resolucién de un problema compuesto de dos etapas. No
hay muchos trabajos previos de investigacion que analicen tedricamente |os problemas
compuestos de varias etapas. Uno de los primeros es € trabgjo de Durell (1928), que
considera la resolucion de problemas como una de las tres partes de que consta el
estudio de la aritmética. Para el estudio de la resolucién de problemas aritméticos en la
escuela, este autor considera deseable confeccionar una peguefia lista de los tipos de
problemas mas bésicos. El plan podria entonces consistir en descubrir o idear los
métodos mejores de dominar estos tipos primarios basicos, dgjando los casos
especiales para ser tratados de manera subordinada.

Como una ayuda para hacer esta lista de tipos fundamentales de problemas
aritméticos considera importante distinguir entre "el nimero de diferentes tipos de
procesos de calculo y € nimero de pasos (u operaciones) requeridos para resolver un
problema dado”. Asi, si los calculos necesarios para resolver un problema aritmético
consisten sdlo en adiciones y multiplicaciones entonces es un problema de dos-
procesos. Pero s la solucion consta de dos multiplicaciones y una adicion entonces es
un problema de tres pasos (0 un tres-operacion). Lo siguiente es un gemplo de los
tipos descritos.

Ej. Una mujer fue a la tienda a comprar 8 kilos de aziicar a 60 ptas el kiloy 2
kilos de café a 3500 ptas € kilo. Halla el coste total de su compra.

De acuerdo con lo dicho este problema es de dos-procesos y de tres-pasos.
Durell emplea un simbolismo ligado a los procesos implicados en su solucion
gue para este tipo de problemaes (+, X).
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Tomando las combinaciones de los cuatro procesos basicos (adicion,
substraccion, multiplicacion y divisién) de uno en uno, de dos en dos, de tres en tresy
de cuatro en cuatro, obtiene asi |os siguientes quince tipos fundamentales de problemas
expresados simbdlicamente:

|. Cuatro tipos de un-proceso: (+), (O, (x), (:).

I1. Seistipos de dos-procesos: (+, 0}, (+, X), (+,:) , (GI1X), (GJ3), (X, 3).

[11. Cuatro tipos de tres-procesos: (+, [IX), (+, L1:), (+, X, :) (GIX, 2).

V. Un tipo de cuatro-procesos: (+, L[IX, :)

Segun Durrdll, en la ensefianza de resolucién de problemas en aritmética, lo primero
gue hay que hacer es asegurarse que los alumnos dominan estos tipos elementales (0
tantos de ellos como correspondan a un grado determinado) tan a fondo como sea
posible, si bien estamos de acuerdo en que el alumno puede ignorar completamente que
este sistema de tipos esta siendo empleado.

Durrell lo que hace es clasificar |os procesos con los que se pueden resolver los
problemas y aplica este criterio a los problemas. Puesto que un problema se puede
resolver con més de una combinacion de procesos € criterio adoptado por Durrell no
establ ece categorias de problemas diferenciados.

El interés por el estudio de los problemas aritméticos de dos pasos (0 etapas)
ha renacido recientemente (Shallin, 1985; Nesher, 1991; Nesher y Herskovitz, 1994).
Los trabajos se centran en e estudio de los esquemas subyacentes a |os problemas de
dos etapas. Estos autores consideran que los esquemas de |os problemas de dos etapas
SON esquemas compuestos por dos esquemas simples: e aditivo y e multiplicativo.
Parten del hecho de que la definicién de problema compuesto no se basa en las cuatro
operaciones aritméticas sino en las esquemas simples constituidos por una relacién
entre tres cantidades. En el esquema adiitivo las tres componentes son € todo y sus dos
partes, mientras que en e esquema multiplicativo las componentes son € producto y
sus dos factores. Los autores se basan en €l trabajo previo de Shallin y Bee (1985) para
afirmar que solo hay tres esquemas bésicos de problemas de dos etapas:

Esguema (A) (Jerarquico) - El todo de un esguema es una parte del otro
esquema.

Esquema (B) (Compartir el todo) - Los dos esguemas comparten un todo.

Esquema (C) (Compartir una parte) - Los dos esquemas comparten una parte.
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Ilustracion 1. Esquemas bésicos de problemas de dos etapas (Nesher y Hershkovitz, 1994)

Una de las cuestiones que investigan es la influencia que tienen sobre € indice
de dificultad de los problemas de dos etapas | os tres esquemas y las ocho posibles com-
binaciones de dos operaciones que se obtienen eligiendo una operacion de estructura
aditiva+/ - y otra de estructura multiplicativax / : a saber:

(%), (¢, ), (+, ), ¢, ), (@ x), (¢, 00,2, ¢, 0

Para una muestra de escolares de 3°, 4°, 5°y 6° de Israel obtienen que ambas
variables tienen efecto significativo sobre € indice de dificultad de estos problemas.

Con respecto a los esquemas hallan que el esquema "jerarquico” es e mas facil,
le sigue en dificultad e esquema "compartir € todo" y, por Ultimo, € esquema
"compartir una parte”.

Categorias de problemas de estructur a aditiva de dos etapas

Problemas aritméticos aditivos de dos etapas son los problemas cuyas
soluciones implican sblamente sumas y restas y, en todos los casos, es necesario
realizar dos de estas operaciones -distintas o repetidas- para obtener la solucion; €
estudio de los problemas aritméticos aditivos de dos etapas constituye e objeto actual
de nuestra investigacion.

Uno de los enfoques de investigacion mas productivos en los estudios sobre
problemas aritméticos de estructura aditiva de una etapa es € enfoque estructural
basado en las categorias semanticas de los problemas (Castro y otros, 1992). Las
cuatro categorias semanticas determinadas para estos problemas constituyen uno de los
cimientos de nuestra categorizacion tedrica; criterio que se complementa con otras dos
variables: la direccién de la relacion (aumento-disminucién) presente en € problema, y
el tipo de enlace que se produce entre las dos relaciones simples para formar larelacién
compuesta. Ello no significa que se agoten los factores en los descritos, sino que de
momento nos restringimos al estudio de estos. Puesto que en |os problemas aritméticos
smples la posicion de la incognita es un factor influyente en la diferenciacion de
problemas, podemos pensar que también 1o es en los de dos etapas. Esto es una mera
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hiptesis que habrd que contrastar, pero de momento nosotros no la hemos
contrastado.

Los tres criterios diferenciadores que hemos empleado con  problemas
aritméticos aditivos de dos etapas son:

a) Estructura semantica de la primera 'y sequnda relacion

b) Relaciones de Aumento/Disminucion

¢)_Forma del enlace entre las dos relaciones

a) Estructura semantica de la primera y segunda relacién.- Nuestro punto de partida es
gue en un problema de dos etapas hay dos relaciones simples con un nodo en comun.
Partimos del supuesto tedrico de que, en cada etapa, estd presente una de estas
estructuras semanticas y que, por tanto, a tratarse de problemas de dos etapas hemos
de tener en cuenta la categoria semantica que se utiliza en cada una de éllas. Dicho de
otra manera, en € enunciado de los problemas aritméticos de dos etapas, cada etapa
del problema corresponde a una relacion entre tres datos, uno de los cuaes es
compartido y esta latente en € problema. Cada una de estas relaciones por separado las
encontramos en los problemas aritméticos verbales de una etapa. En consonancia con
esto, en un problema verbal de dos etapas la estructura seméntica se encuentra tanto en
la primera relacion como en la segunda. Utilizamos, por tanto, las categorias
semanticas en la primera relacion del problema y las categorias seméanticas en la
segunda relacion. Las categorias semanticas empleadas son las denominadas:

* cambio, se refiere a los problemas en los que se produce algin evento o

transformacion que cambia € valor de una cantidad inicid; la codificamos como

Ca

* combinacion, problemas basados en la relacion existente entre un conjunto

total y una particién del mismo en dos subconjuntos; la codificamos como Co.

* comparacién, problemas que implican una relacién comparativa entre dos

cantidades; la designamos abreviadamente como Cp.

* igualacion, problemas en los que se plantea una accion para lograr que una

cantidad seaigual a otra; abreviadamente lo designamos como Ig.

S atendemos a las posibilidades que ofrecen estas cuatro estructuras en los
problemas de dos etapas, encontramos las 16 opciones que estan recogidas en la Tabla
1.

Tabla 1. Combinaciones semanticas posibles en problemas de dos etapas

Ca Co Cp lg

68



Ca (Ca, Ca) (Ca, Co) (Ca, Cp) (Ca, 19)
Co (Co, Ca) (Co, Ca) (Co, Cp) (Co, 19)
Cp (Cp, Ca) (Cp, Co) (Cp. Cp) (Cp. 19)
g (lg. Ca) (Ig, Co) (19, Cp) (lg.19)

b) Relaciones de Aumento/Disminucion.-

Las operaciones de sumar y restar nUmeros naturales producen efectos
contrapuestos. La operacion de sumar un nimero a otro producen un aumento del dato
inicial, mientras que al restar un nimero de otro e resultado es una disminucion. Estas
ideas se encuentran en las relaciones que se utilizan para plantear problemas en €
marco de la estructura aditiva 'y se han utilizado para clasificar los problemas de una
etapa.

Nuestra opinion a respecto es que en todo problema aritmético simple hay
subyacente una relacion entre tres cantidades. dos cantidades explicitas que son los
datos, a partir de las que se obtiene una tercera cantidad. Cuando enunciamos un
problema verbal, la relacion entre la pargja de datos puede ser de aumento (A) o
disminucién (D). Esta distincion da lugar a la segunda variable que tomamos en
consideracion y que hace referencia a la direccién de cada una de las relaciones smples
incluidas en el problema. Si € problema aditivo es de dos etapas, en cada una de las
etapas hay incluida una relacion de aumento o disminucion, por lo que se presentan
cuatro posibilidades parala variable relaciones, recogidas en la Tabla 2.

Tabla 2. Combinaciones seguin relaciones de aumento o disminucion en problemas de
dos etapas

0, Primerareacion
P Aumento (A) Disminucion (D)
Segunda | Aumento (A) | Aumento-Aumento (A,A) | Aumento-Disminucion (A,D)
relacion | Disminucion Disminucién-Aumento Disminucién-Disminucion
(D) (D,A) (D,D)

c) Forma del enlace entre |las dos relaciones- Un tercer factor importante en la
clasificacion de los problemas aritméticos simples es € que se refiere a la cantidad
desconocida entre las tres posibles que intervienen en la relacion global subyacente en
el problema. Para cada relacion de aumento o de disminucion hay la posibilidad de
elegir dos cuaesquiera de las tres cantidades como datos y la otra como la cantidad a
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determinar. Desde nuestra perspectiva esta variable queda mediatizada en la
categorizacion de los problemas compuestos por la variable que se refiere a como es €
enlace entre las relaciones que conforman el problema compuesto. En un problema
smple hay una sola relacion establecida entre las tres cantidades, pero en un problema
compuesto hay al menos dos relaciones, y lo importante es como estén conectadas
entre i las relaciones.

En un problema de dos etapas |as dos relaciones comparten una cantidad, si es
de otro modo, consideramos que no es un problema de dos etapas. Se pueden enunciar
problemas aritméticos con dos relaciones y dos preguntas sin que lo consideremos un
problema de dos etapas.

Por gjemplo:

Juan tiene 25 cuadros y vende 18. Pedro tiene 15 sellos de deportes y 30 de
navidad.

a) ¢Cuantos cuadros le quedan a Juan?

b) ¢Cuantos sellos tiene Pedro?

En este problema hay que realizar dos operaciones pero en realidad son dos problemas
simples separados. No lo consideramos como problema de dos etapas.

Para que estemos ante un problema de dos etapas es necesario que compartan
una cantidad que sirve de enlace entre las dos relaciones. Esta cantidad es desconocida
en larelacion primeray hay que determinarla en un primer paso para poder operar con
ella como dato en la segunda relacion. Una primera restriccion es que la cantidad que
sirve de enlace, es una cantidad desconocida, pero no puede ser la cantidad final que se
pide halar en e problema, porque bastard con una de las dos relaciones para
determinarla, por lo que € problema dearia de ser de dos etapas. Esto limita las
posibilidades de las cantidades que pueden ser desconocidas en € esquema o los
esquemas compuestos.

Nuestro planteamiento con respecto a este enlace entre las dos relaciones para
el caso concreto de los problemas aditivos de dos etapas, ha sido considerar como
basicos los problemas en los que la cantidad desconocida en la primera relacion entra
como elemento en la segunda relacion. Dicho de otra manera, consideramos problemas
en cuyo enunciado aparecen en primer lugar dos datos con los que hay que operar para
obtener una cantidad, este primer resultado hay que operarlo a su vez con € tercer
dato del enunciado para acanzar la solucion. Esqueméticamente:

* datos ordenados del problema: a, b, ¢

* orden de relaciones para alcanzar la solucion:

(01 Primera relacién) all;b----- >C
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(O, Segunda relacion) cl,d------ > solucion
Con este esquema restrictivo los cuatro problemas resultantes de la combinacion de las

dos relaciones y la posbilidad de que cada una de ellas sean de aumento o de
disminucion son :
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Tipo 1

19)
2°)

aAb=c
cAd="?

Tipo 1. Dos relaciones de aumento. El todo de la
primera relacion inicial es una parte de la segunda
relacion.

Ejemplo. Mariatiene 12 sellos de Franciay 7 de
Espafia. Compra 16 sellos de Grecia ¢Cuéntos sellos
tiene en total ?

a=12 sellos de Francia, b=7 sellos de Espafia
d=16 sellos de Grecia

[0, : tener y tener (indica acumulacion)

[, : Tener y comprar (indica aumento)

Tipo 2

19)
20)

d

aDb=c
cDd="?

Tipo 2. Dos relaciones de disminucion. Una parte de la
primerarelacion es e todo de la segunda relacion.

Ejemplo. Juan tiene 35 cromos. Pierde 7 jugando en €

b | recreo de la mafiana. Por |a tarde regala a un amigo 12

cromos. ¢Cuantos cromos le quedan a Juan?

a=35 cromos, b=7 cromos de animales,
d=12 cromos de aviones.

[, : Tener y Perder (disminucion)

Tipo 3

19)
20)

b

aAb=c
cDd="?

O, : Tener y regalar (disminucion)

Tipo 3. Primera relacion de aumento y la segunda de
disminucién. Comparten € todo las dos relaciones.

Ejemplo. José tiene 18 holas rojas y 7 bolas negras. Des-
pués de jugar una partida pierde 11 bolas.
¢Cudntas bolas le quedan?

a=18 bolasrojas, b=7 bolas negras
d=11 bolas

[y : Tener y tener (aumento)

O, : Tener y perder (disminucién)
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Ti Tipo 4. La primerarelacion es de disminucion y
ipo 4
la segunda de aumento. Comparten una parte
a ? |as dos relaciones.
D A
b C d Ejemplo. José tiene 25 bolas rojas y negras, 7
19 aDb=c son negras. Le regalan 4 bolas rojas
2) cAd=7? ¢Cuéntas bolas rojas tiene José?

a=25 bolasrojasy negras,
b= 7 bolas negras,
d=4 bolas rojas

(0;: Cantidades complementarias respecto al total, desconocida una parte
(disminucién)
[, : Tener yrecibir (aumento)

En definitiva, para el estudio de los problemas aritméticos de estructura aditiva
de dos etapas hemos delimitado tres caracteristicas clave: a) la estructura semantica,
con diecisais posibilidades; b) las relaciones de aumento-disminucion, con cuatro
posibilidades, y c) la estructura ordenada de las relaciones, con la "cantidad
desconocida”" sempred final.

Es obvio que pueden surgir algunas variantes mas de problemas de dos etapas
cambiando la posicion de la incognita. Por gemplo, a partir del esquema jerérquico y
de la combinacion (A,D) se puede tener un tipo 5 s la cantidad desconocida es una
parte en la segunda relacion en vez del todo.

Tipo 5 Ejemplo. José tiene 18 bolas rojas y 7 bolas negras. Jugar
d una partida y pierde parte de las bolas. Le quedan 12
D bolas ¢Cuéntas bolas ha perdido en la partida?
a=18 bolasrojas, b=7 bolas negras
c ? d=12 bolas
A [y : Tener y tener (aumento)
[, : Tener y perder (disminucién)
a b
19 aAb=c
2 dDc=7? Del esqguema compartir una parte, correspondiente
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ala combinacién (D,D), surge un tipo 6 cuando la cantidad desconocida es una parte
de la segunda relacion.

Tipo 6 Tipo 6. La primera relacion es de disminucion
y la segunda de aumento. Comparten una
a d parte las dos relaciones.
D D Ejemplo. José tiene 25 bolas, unas son rojas y
b c ? otras negras. De ellas 18 son rojas y € resto
1 aDb=c o .
) dDc=? negras. También tienen bolas verdes. Tiene 30

bolas entre las negras y las verdes. ¢Cuéntas
bolas verdes tiene?

a=18 bolasrojas, b=7 bolas negras

d=11 bolas

[y : Tener y tener (aumento)

0, : Tener y perder (disminucién)

En nuestro trabajo esta Ultima variante la hemos mantenido como una variable
controlada fijando su valor alos cuatro esquemas dados inicia mente.
En las investigaciones que hemos realizado con nifios de 4° 5° y 6° de Educacion
Primaria hemos obtenido entre otros hallazgos importantes que las distintas combina-
ciones de las relaciones de aumento o disminucion afectan a la dificultad del problema.
Las cuatro clases de problemas que surgen segiin que la relacion sea de aumento o de
disminucién, colocados en orden de dificultad creciente quedan asi:

(AA), (AD), (DA)y (D,D)
siendo este Ultimo, € (D,D) & de mayor dificultad.

Lo anterior nos hace concluir
gue, en un problema de estructura aditiva
compuesto de dos relaciones, la relacion
de disminucién en € primer paso es mas
dificil que las relaciones de aumento en
primer paso. También hemos constatado
qgue la influencia de la relacién de
aumento o disminucion en segunda posi-

llustracion 1. Porcentsjes de aciertos delas cién, tiene un peso menor sobre la
combinaciones de aumento-disminucion dificultad del problema que la que tiene

en la primera posicién. De hecho, no
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hemos obtenido unas diferencias significativas segiin la relacion en la segunda posicion.
Lo que si ocurre es que la relacion de disminucion en la segunda posicién refuerza la
dificultad que provoca la relacion de disminucion en la primera posicion. Esto ocurre
en la muestra total y en cada uno de los cursos por separado, con la Unica salvedad de
que los indices de dificultad se mueven en un intervalo menor.

Como Ultima reflexion decir que los esquemas anteriores son validos para
problemas compuestos de dos relaciones de estructura multiplicativa 'y para problemas
mixtos en los que intervenga una relacion de tipo aditivo y otra de tipo multiplicativo.
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