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Resumen

La ejecucion de las tareas exige del estudiante justificar tanto las acciones que realiza, como los criterios en que basa su
trabajo, lo que contribuye a incentivar la reflexion.

En este trabajo se midié el grado de reflexién de los alumnos de Célculo Diferencial en el afio 2005. Se considerd una
muestra de 200 alumnos, seleccionados mediante un muestreo aleatorio simple, sobre un total de 601 alumnos que
concluyé el cursado de la misma, haciéndose un analisis comparativo de los niveles de reflexiéon al comienzo y al final
del cursado de la asignatura.

Se trabajo con guias de estudio preparadas especialmente, con elementos de autorregulacién y autoevaluacion, en las que
se puso énfasis en actividades de reflexion, autocorreccion y autocontrol. Estas guias se elaboraron segin la concepcion
sistémica del proceso de ensefianza — aprendizaje, teniendo en cuenta los tres modelos: de objetivos, de contenidos y del

proceso de asimilacidn, siguiendo las teorias enmarcadas en la psicologia cognitiva.
En este trabajo se muestran los resultados logrados luego del trabajo con dichas guias.

Palabras clave: experiencia— grado de reflexion — guias de estudio — autorregulacion.

1. INTRODUCCION

El aprendizaje de proposiciones va mas alla de la simple
asimilacion de lo que representan las palabras, combinadas
0 aisladas, puesto que exige captar el significado de la idea
expresada.

Por ejemplo, cuando se conoce el significado de los
conceptos, se pueden formar frases que contengan dos o
mas conceptos en donde se afirme o niegue algo. Asi, un
concepto nuevo es asimilado al integrarlo a la estructura
cognitiva con los conocimientos previos.

El aprendizaje de proposiciones implica la combinacién y
relacion de varias palabras cada una de las cuales constituye
un referente unitario, luego estas se combinan de tal forma
que la idea resultante es mas que la simple suma de los
significados de las palabras componentes individuales,
produciendo un nuevo significado que es asimilado a la
estructura cognoscitiva. Es decir, que una proposicion
potencialmente significativa, expresada verbalmente, como
una declaracién que posee significado denotativo (las
caracteristicas evocadas al oir los conceptos) y connotativo
(la carga emotiva, actitudinal e ideosincrética provocada por
los conceptos) de los conceptos involucrados, interactia con
las ideas relevantes ya establecidas en la estructura
cognoscitiva y, de esa interaccién, surgen los significados
de la nueva proposicion.

Teniendo en cuenta que los mecanismos de regulacion y
control se han vuelto el centro de atencion de muchos
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investigadores, y que la necesidad de potenciar niveles altos
de control del aprendizaje por parte de los alumnos se ha
relacionado con conductas de tipo metacognitivo, es que se
realizd este trabajo de investigacion durante los Ultimos
periodos lectivos. Las investigaciones sobre las diferencias
entre aprendices con distinto grado de desarrollo de ciertas
competencias, muestran claramente la estrecha relacién que
existe entre el aprendizaje y la autorregulacion.

2. MARCO TEORICO

La Teoria de la asimilacién de P. Ya Galperin (1969) que
tiene su base en el Enfoque Histérico — Cultural de
Vigotsky, parte de la concepcion de que el desarrollo de la
personalidad se hace a través de las acciones mentales
(psiquicas) de los alumnos dentro de una actividad, en un
proceso de formacion por etapas. Pero este proceso debe ser
planificado y dirigido, lo que exige un conocimiento
profundo de cdmo surgen las acciones mentales y de cdmo
deben crearse las condiciones para estructurar el proceso de
ensefianza de forma optima.

La asimilacién de conocimientos es un tipo de actividad, y
para que el estudiante aprenda se requiere que realice
determinadas acciones. Para ello, el alumno necesita algin
tipo de orientacion. De ahi la importancia que el proceso de
asimilacion se organice teniendo en cuenta la Teoria de la
Direccién (Talizina, 1988) con sus fases de orientacion, de
ejecucion y de control. Es decir que la organizacion del



proceso de asimilacién debe garantizar los tres componentes
funcionales en toda actividad: la parte orientadora, la
ejecutora y la de control. Asimismo y en correspondencia
con los objetivos y el contenido, en la organizacion del
proceso de asimilacion se deben tener en cuenta las etapas
previstas por Galperin en su Teoria de la Asimilaciéon para
el proceso de formacidn de una accion:

e Fase de orientacion :

- Motivacion

- Base Orientadora de la Accién (B.O.A.)

Para llevar a cabo la motivacion, el profesor debe provocar
en los estudiantes la necesidad de buscar nuevos contenidos
o de aplicar un conocimiento ya adquirido en la resolucion
de un problema nuevo. Teniendo en cuenta que la
motivacién no se circunscribe a un primer momento del
proceso, sino que debe mantenerse en el transcurso del
mismo, es fundamental brindar una orientacién adecuada.
La parte orientadora es la que permite al estudiante realizar
y regular su actividad.

Esta fase de orientacion, es el momento de creacion de una
base de orientacion para la accion, donde el estudiante debe
apropiarse del plan de accion para la ejecucién de la tarea
propuesta o de resolucién de un problema (planificacién).

e Fase de ejecucion (formacion de la accion):

Es el momento de realizacién de la accion en el plano
practico mental, llevandose a cabo acciones en los planos
material, verbal y mental. La ejecucion de la tarea en los
planos verbal y mental exige del estudiante justificar tanto
los pasos o acciones a realizar como los criterios en que se
basa su trabajo, lo que contribuye a la reflexion, a defender
posiciones y criterios técnicos y cientificos.

e Fase de control

Este es el momento de asegurarse de la calidad de las
decisiones tomadas. Abarca tanto el control de Ia
planificaciéon como el de las operaciones, como asi también
el control seguin el resultado final de la tarea que se ejecuta.
Manifestaciones de control deben producirse tanto en el
momento de motivacion, como en el de orientacion y el de
ejecucion de la actividad. En el momento de motivacion el
sujeto controla la correspondencia existente entre el objetivo
de la tarea y sus aptitudes e intereses.

«El control es necesario pero no suficiente, en tanto es
menester una regulacién de la accién que presupone aplicar
correctivos y realizar ajustes; bien por el profesor, mejor por
los propios estudiantes y tantisimo mejor si es por el propio
estudiante, lo que se convertiria en una autorregulacion».
(Hernandez, H. et al, 1996: 286).

Para que el control sea efectivo debe complementarse con la
aplicacion de correctivos y realizacién de ajustes por parte del
docente, del grupo de alumnos y preferentemente por el propio
estudiante, esto favoreceria la  autovaloracién vy
autorregulacion.

Al decir de Jorba y Casellas (1997: 28), “en la
autorregulacion se pretende que los alumnos sean cada vez
mas auténomos, formandolos en sus propios procesos de
pensamiento y de aprendizaje, es decir, ensefidndoles a
aprender a aprender”.

Uno de los aportes de P. Ya Galperin a la Teoria de la
Actividad de Leontiev (1981), fue la precision de un
conjunto de caracteristicas o indicadores que permiten
evaluar la calidad de la accién formada.
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El primer indicador es la forma en que se ejecuta la accidn.

Se definen tres formas fundamentales de la accién:

e FEtapa material o materializada: el alumno se apoya en
algiin material para desarrollar su trabajo.

e FEtapa verbal: el alumno verbaliza el razonamiento
teodrico en forma oral o escrita, de tal manera que la
accion se transforma de la légica de la accion en la
l6gica del concepto, asi el alumno reflexiona sobre lo
que hizo y porqué lo hizo.

e FEtapa mental: el alumno es capaz de generalizar y
aplicar sus conocimientos en un plano mental a
situaciones nuevas, de forma reducida, con dominio de
la accién e independencia.

En la ensefianza de la Matematica se realiza un gran nimero
de acciones mentales: se definen conceptos, se elaboran
teoremas, se realizan demostraciones, construcciones
geométricas, etc. Estas acciones no se dan de inmediato, y
hasta llegar a la etapa mental se pasa por las anteriores, lo
que al cumplirse garantiza que el proceso de aprendizaje se
desarrolle en todos los alumnos de forma mas racional y
efectiva.

En las etapas anteriormente descriptas se mencionaron
procedimientos ldgicos que el alumno va desarrollando
durante el proceso, los que nos dan otros indicadores
cualitativos de la accion, entre ellos:

e Grado de Generalizacion: expresa la relacion entre las
situaciones a las que el estudiante aplica el concepto y
las objetivamente posibles.

e Grado de Reflexion: capacidad de fundamentar las
acciones realizadas.

e Grado de Independencia: dominio de la accion logrado
a partir de la planificacién del retiro paulatino de la
ayuda del docente o del material.

En el plano didactico se distinguen cuatro niveles de

asimilacion del conocimiento:

e Familiarizacion: el estudiante es capaz de reconocer los
objetos, procesos 'y  propiedades  estudiados
anteriormente segun el modelo a é1 presentado.

e Reproduccién: el estudiante puede reproducir la
informacién, la operacién, resolver problemas tipo
estudiados.

e Produccién: el estudiante es capaz de realizar las
operaciones segun el orden acostumbrado, en las
condiciones nuevas y con el contenido nuevo. Por
ejemplo la solucién de problemas no tipicos.

e Creacion: en este nivel de asimilacién el estudiante es
capaz de orientarse independientemente en situaciones
objetivas o subjetivamente nuevas para €l. Su actividad
puede tener caracter de busqueda, de investigacion.

Se sabe que no toda actividad externa asegura
necesariamente una movilizacién interna del sujeto. La
construccion del conocimiento se produce cuando el sujeto
interactia con el objeto de conocimiento (Piaget, 1971),
cuando esto lo realiza en interacciéon con otros (Vigotsky,
1982) y cuando es significativo para el sujeto (Ausubel,
1983).

Se adopta asi un enfoque constructivista, al que aportan la
psicologia genética de Piaget, el procesamiento de



informacién, la teoria del aprendizaje significativo de
Ausubely la psicologia histérico — cultural de Vigotsky.
Como la actividad interna en el alumno es lo que produce
aprendizajes significativos, para que ésta se produzca es
necesario que la intervencion del docente sea estratégica,
mediante la formulacion de interrogantes o preguntas, o bien
mediante exposiciones como respuesta a inquietudes que
surgen al colocar al estudiante en situaciones conflictivas.
También puede ocurrir que haya conocimientos que a los
alumnos les parezcan muy faciles u obvios; desestabilizar lo
obvio es un interesante ejercicio del pensamiento. Las
preguntas obvias suelen ser las mas inquietantes en el
instante de construir conocimientos. La clave del
aprendizaje significativo estd en establecer una relacion
entre el nuevo material y las ideas ya existentes. Siempre
que al alumno se le prepara para que aprenda nuevos
conocimientos, recurre a una especie de anclaje para
relacionarlos o conectarlos con los conocimientos
previamente adquiridos, es decir, existen estructuras
cognitivas que se activan en los procesos de construccion de
conocimientos. Un aprendizaje es tanto mas significativo
cuanto mejores sean las relaciones que el alumno es capaz
de establecer entre lo que ya conoce y el nuevo contenido
que se le presenta como objeto de aprendizaje. Esto quiere
decir que en el proceso educativo, es importante considerar
lo que el individuo ya sabe de tal manera que establezca una
relacién con aquello que debe aprender. Este proceso tiene
lugar si el educando tiene en su estructura cognitiva
conceptos, ideas y proposiciones estables y definidas, con
las cuales pueda interactuar la nueva informacion.

En wuna perspectiva constructivista, el disefio y Ila
planificacion de la ensefianza deberan prestar atencion a
cuatro dimensiones:

1-  Los contenidos de la ensefianza

2-  Los métodos y estrategias de ensefianza

3- Lasecuencia de los contenidos

4-  lLaorganizacién social

Segun Fandifio Pinilla, M. (2003), la direccién que puede
seguirse en el desarrollo de un curriculo de matematica
segun el constructivismo establece que:

e La matematica es construccion de conceptos basados en
la asimilacion y en la acomodacion.

e Ensefiar matematica es proponer imagenes y modelos
siempre mas adecuados a experiencias tomadas de la
realidad.

e Se aprende la mateméatica asimilando y acomodando
sucesiones de imagenes y de modelos

e Se evalla la capacidad de asimilar, la capacidad de
acomodary la capacidad de adaptacién

e Un error en mateméatica es un hecho que denuncia un
malestar cognitivo que depende de una falta de
asimilacion o de un acomodamiento incorrecto

e La tarea del alumno es construir personalmente
conceptos con la esperanza que sean, antes o después,
adecuados a aquellos que se esperan 0 que son
aceptados.

e La tarea del docente es crear una sucesion de imagenes
y de modelos de conceptos que lleven al estudiante a
construir conocimiento

e Se justifica la metodologia que consiste en crear
situaciones oportunas, cada una de las cuales lleve a
conflictos cognitivos.
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Una de las formas de optimizar el proceso docente consiste
en aumentar la efectividad del proceso de aprendizaje. Ello
es posible si en cada etapa del proceso se cumple con las
exigencias de la Teoria general de la Direccidn. De ahi que
el proceso docente se concibe como un sistema.

3. METOLOGIA

El estudio del grado de reflexion de los alumnos

El dispositivo elaborado en la presente investigacion
consiste en guias de estudio que orientan a los alumnos para
estudiar de forma significativa y autorregulada, a la vez que
autoevallen sus propios resultados (Ver Anexos N°1 y
N°2). Estas guias son lineas de conduccion del
autoaprendizaje; se componen de pequefios proyectos de
trabajo a desarrollar con caracter metddico, cuyo propésito
es el de generar y facilitar un aprendizaje tedrico—practico
de naturaleza auténoma. Se trata asi de organizar la
ensefianza de modo que el alumno aprenda a aprender, que
de sujeto pasivo se convierta en el centro del proceso de
aprendizaje, propiciando el desarrollo de su capacidad de
autoaprendizaje, a la vez que se autoevalte.

Ante los resultados de maltiples investigaciones
coincidentes en resaltar el caracter reproductivo que ain
caracteriza el pensamiento de los estudiantes y considerando
que cada persona tiene un sistema personal de aprender que
ha ido construyendo progresivamente a lo largo de su vida,
se pretende favorecer la autorregulacion del aprendizaje,
entendiéndola como el ajuste que el alumno aprende a hacer
en las estrategias que utiliza para lograr un objetivo
propuesto, y luego actuar en consecuencia. Se podria decir
que la autorregulaciéon es la actividad mental que permite
crear un sistema personal de aprendizaje.

En el Sistema de autorregulacion y autoevaluaciéon con que
se trabajo en Célculo Diferencial, se elaboraron guias de
estudio teniendo en cuenta la concepcion sistémica del
proceso de ensefianza — aprendizaje segun los tres modelos:
de objetivos, de contenido, y del proceso de asimilacion. Es
decir:

1. Los objetivos se formularon en términos de
acciones mas generales a partir de la funcion de la
asignatura dentro del perfil del graduado de Ciencias
Econdmicas.

2. Los contenidos se organizaron siguiendo un
enfoque sistémico, en este caso genético o sea seguin célula
generadora, que para la asignatura Calculo Diferencial es el
concepto de funcion.

3. El proceso de asimilacidn se organiz6 mediante un
sistema de tareas para las clases practicas y para la
autopreparacion, que contempla las etapas 0 momentos de
dicho proceso, vinculandolo con otras asignaturas tanto de
la disciplina Matematica como de Economia y
Administracion.

Se considera la metacognicion como modelo — motor de
construccion personal, es decir que tiene suma importancia
la conciencia que el alumno tenga de sus capacidades y
habilidades cognitivas, sus mecanismos de regulacion, sus
conocimientos previos y los procedimientos mentales que



utiliza en cada caso. Es asi que cobran importancia las
mediaciones del docente si se encaminan a la explicitacion
de procesos mas que a poner énfasis en los resultados.

Ello facilita la adquisicién por parte de los alumnos, de una
experiencia metacognitiva estratégica indispensable para los
nuevos tiempos.

Las instancias de ensefianza y de aprendizaje se organizan
de la siguiente manera:

1. La presentacion estratégica de los contenidos por
parte del docente.

2. Una fase de practica guiada donde se facilitan los
mecanismos para que el alumno pueda explicitar sus
razonamientos y esquemas en relacion a la demanda de la
tarea solicitada.

3. Un tercer momento donde se favorece la practica
independiente, auténoma y con dosis metacognitivas por
parte del alumno.

Para cada tema de estudio, la guia que se elabord estd
dividida en tres aspectos:

1.- Antes de la clase préactica

Esta instancia contiene orientaciones definidas y conceptos
que el alumno debe tener presentes para su trabajo, de modo
que sepa qué es lo que se va a tratar en la clase practica.
Para los alumnos que no asistieron a la Conferencia, tiene la
ventaja de que puede autoprepararse y asegura Su
participacion independiente en la clase practica.

2.- Para la clase practica

Se eligieron ejercicios y problemas de la Guia de trabajos
préacticos elaborada en la Catedra, seleccionados en forma
ordenada, siguiendo los niveles del proceso de asimilacion.
Con el fin de afianzar habilidades en cada tema de estudio,
se tuvieron en cuenta las etapas del proceso de asimilacion:
material, verbal y mental.

En general, los ejercicios propuestos para la primera etapa,
sirven para afianzar las habilidades de identificar,
interpretar, observar, definir, recodificar, algoritmizar,
calcular, graficar.

Para la segunda etapa, se prepar6 la ejercitacién de modo
que puedan afianzarse las habilidades de demostrar,
fundamentar, resolver, aproximar, clasificar.

Finalmente para la tercera etapa, se pretende que los
alumnos afiancen las habilidades de modelar, optimizar,
comparar, controlar, evaluar.

3.- Después de la clase practica

Se proponen actividades para que los alumnos las realicen
de manera que puedan efectuar el control de las actividades
metacognitivas, hacer ajustes necesarios en el conocimiento,
regular su aprendizaje, retroalimentar y consolidar los
conocimientos.

Se propone un Cuestionario al final de cada tema con
preguntas para que el alumno se las formule, de modo que le
sirvan de ayuda para disefiar su forma personal de aprender
(actividad metacognitiva).

Se ofrece también a los alumnos una Guia de
autoevaluacién, de manera que al finalizar cada unidad de
estudio, el alumno verifigue los conceptos adquiridos,
reconozca dudas y dificultades, registrando en algunos casos
la necesidad de revisar los temas desarrollados.
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Con la utilizacién de las guias antes mencionadas se trat6 de
facilitar la reflexién sobre el conocimiento y la conciencia
sobre cémo se esta aprendiendo.

Para medir el grado de reflexion de los estudiantes
finalizada la experiencia, se consideré el diagnostico y el
tercer examen parcial de la asignatura, observando la
argumentacion en proposiciones de verdadero o falso.

Se consider6 una muestra de 200 alumnos, seleccionados
mediante un muestreo aleatorio simple, sobre un total de
601 alumnos que concluy6 el cursado de la asignatura. Se
trabajé con el software estadistico STATA 7.0 para obtener
todos los resultados, con un nivel de significancia o = 0,05.
Se llegd a un valor de p = 0,0119, lo que indica que hubo
una mejora significativa en el grado de reflexion de los
alumnos.

Para ello se establecieron los siguientes niweles de
reflexion:

I: considera todas las caracteristicas necesarias y suficientes.
I1: considera todas las caracteristicas necesarias y suficientes
y alguna no necesaria.

I11: no considera alguna caracteristica suficiente o necesaria
y suficiente.

IV: no considera alguna caracteristica suficiente o necesaria
y suficiente, y ademas considera alguna no necesaria.

V: no considera ninguna caracteristica necesaria Yy
suficiente.

VI: no justifica su respuesta

Los niveles que miden el grado de reflexion se consideraron
como:
Alto (1y I1)
Bajo (Vy VI).

Medio (11l y V)

Finalmente se efectud una prueba no paramétrica (Prueba de
rangos con signos de Wilcoxon), puesto que los datos
representan diferencias entre las puntuaciones de dos
muestras relacionadas (puntuaciones obtenidas antes y
después de implementar la metodologia de trabajo mediante
la utilizaciébn de las guias de autorregulacion y
autoevaluacién), donde cada sujeto sirvi6 como su propio
control. Se analizaron los efectos de la metodologia sobre el
grado de reflexién de los alumnos asignando puntajes a las
respuestas del diagndstico y del ultimo parcial de la
asignatura.

4. RESULTADOS

Los resultados obtenidos en porcentaje de alumnos para
cada nivel en ambos casos son:



Niveles | I I \Y \ Vi
Diagnostico 8% 12% 21% 17% 22% 20%
5 .
3° parcial 14% 24% 31% 11% 9% 11%

Grafico N° 1: Distribucién porcentual de 200 alumnos segin los niveles de reflexion alcanzados al comienzo y al final del

cursado de Calculo Diferencial. Afio 2005.
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Fuente: Calculo Diferencial. Facultad de Ciencias Econd micas. Afio 2005

Los resultados obtenidos muestran que al terminar el
cursado de la asignatura:

- el 38% de los alumnos se encuentra en los niveles
I'y 11, es decir en un nivel de reflexion alto.

- el 42% en los niveles 111 y 1V, es decir en un nivel
de reflexién medio y

- el 20% en un nivel de reflexion bajo.

Una vez aplicada la Prueba de rangos con signos de
Wilcoxon, los resultados muestran que la mejora fue
significativa en el grado de reflexién de los alumnos
después de la implementacion de las guias de estudio y
trabajo.

Las hipotesis contrastadas fueron:

Ho: “la metodologia de trabajo empleada no tiene
efectos sobre el nivel de reflexion de los alumnos”
(Hipétesis nula).

H;: “la metodologia de trabajo empleada tiene efectos
positivos sobre el nivel de reflexién de los alumnos”
(Hipétesis alternativa).

Se lleg6 a un valor de p = 0,0119, lo que indica que se debe
rechazar la hipétesis nula en favor de la alternativa, es
decir que hubo una mejora significativa en el grado de
reflexion de los alumnos.
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CONCLUSIONES

- Los niveles de reflexién obtenidos como resultados de la
investigacion, muestran una mejora significativa en el
grado de conciencia o reflexion de los alumnos después de
la implementacién de la metodologia mediante Ila
utilizacién de las guias de estudio, a pesar de que
consideramos que son mas los factores que pueden haber
influido en la mejora.

- EI 80% de los alumnos se ubic6 entre los niveles alto y
med io de reflexion.

- Los resultados obtenidos estimulan a seguir trabajando
para incentivar a los alumnos en el logro de niveles de
reflexién altos.

- Los resultados indican que las actividades propuestas,
con sus estrategias para solucionar ejercicios y problemas,
posibilitan la funcién reguladora de la actividad del alumno
por parte del profesor y a la vez la autorregulacion por el
propio alumno, dando lugar también a que éste reflexione
sobre sus métodos de estudio y su forma de construir el
conocimiento, actividad metacognitiva de un alto valor
psicopedagdgico.
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ANEXON°1

TEMA: DIFERENCIACION O DERIVACION DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE REAL

ESTRUCTURACION DE LA 1° CLASE PRACTICA DE LAUNIDAD N°5

Sumario:

Tasa de variacién media e instantanea.
Derivada de una funcién en un punto.
Derivadas laterales.

Derivabilidad en un intervalo.

Funcion derivada.

Aplicaciones de la derivada a Economia

Objetivos: Que el alumno sea capaz de:

Interpretar el concepto de derivada de una funcién en un punto analitica y graficamente.

Calcular derivadas de funciones de una variable real.

Aplicar el concepto de derivada en problemas simples de Economia.

Identificar cuando una funcién es derivable en un punto.

Interpretar los conceptos de recta tangente y recta normal a una curva.

Obtener la ecuacion de la recta tangente y de la recta normal a la grafica de una funcién en un punto.

GUIA DE ESTUDIO DEL TEMA DIFERENCIACION DE FUNCIONES (Unidad 5)

TEMA: DERIVADA, SU INTERPRETACION GEOMETRICA. RECTA TANGENTE YRECTA

NORMAL

ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE:

1 ANTES DE LA CLASE
PRACTICA

Responde las siguientes preguntas:

1)

¢Como se define la derivada de una funciénen unpunto "a"?
¢Como se define la funcién derivada? ;Cual es sudominio?
¢Siempre existe la derivada de una funcién f en "a'?

¢Cuales la interpretacién geométrica de la derivada de f en"a"?
¢Cuando se dice que f esderivableen "a"?

¢ Como se definen las derivadas laterales?
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PARA TENER

PRESENTE

Tasa de variacion

Funcion derivada:
f={xy)/y=1 ()}
donde
f(x + h) —f(x)
h

Tasa de
variacion

instantanea:
. A
lim 2y
Ax—0 AX

media:

ORI

Derivada de una funcién en un punto “a”:

f'(@) = lim T —fl) si este limite existe. O bien:
X—a X — a

(h = AX)

Geomeétricamente la derivada de f enun

Derivadas laterales:
(propiedad)

3f@) < f(a) =f ()

punto es la pendiente de la recta tangente a la

gréficade f enese punto.

=

— REGLAS DE DERIVACION

DK=0, Ke® Dx [KT)] =K Dx [T ]

Dx x" = nxn-t Dx [fX) P =n[fx) "1 D [f(X)]

Dx |x|:m, con x #0 Dx |f(x)|=M D f(x) , con f(x) #0
X f(x)
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Dx ex = ex Dx ef®) = ef®) Dy [ f(x) ]
Dxa=aIna Dy aft) = aft) Ina Dy [ f(X) ]
Delnx=+ DeInf(0) = — Dy [109)]
X X X f(X) X
Dy logax = —— Dy loga 10¢) = —=— Dy [ )]
xIna f(x) Ina

Dx sen x =cos X

Dx sen f(x) = cos f(x) Dx [ f(x) ]

Dx cos X = - senx

Dx cos f(x) = - sen f(x) Dx [ f(x) ]

DXz — D )= — 1f(x) De [100]

Dy colg x= ~—— D:cotg 0=~ - O [16)]
Do = D, sen-lf(x)=ﬁ [10]
D cosx = 1_1X2 Dy cos ) = —m D [10]
Dy g ix= — D 1100 = — [ftx)]z D [16]

Dy cotg- i = _1+1X2 D 0ty 410 = - — [;X)]z D [fX)]

ALGEBRA DE DERIVADAS

Dx [(x) £9(x) ] = D [(x) ] £ Dc [g(x) ]

De [ %) . 9(x) 1= D [f(x) ] . g(x) + f(x) . D [g(x) ]

SUGERENCIA: lee en la bibliografia basica, pagina 190, el ejemplo donde se muestra que:

sif(x) = | x| entonces f'(0) no existe.
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(Ejercicio 1) e) de pagina 50 de la Guia de Trabajos Practicos):
1) Calcule, si existe, utlizando la definicion de derivada en un punto:

e) f(0) yf(-1) sif(x)}= x2+1 Interprete geométricamente
f(x)=x2+1 domf=R
Recordar: f es una funcién polindmica, por lo tanto es continua en todo su dominio.

¢ Existe f'(0)?

pa— 2 —
f'(0)= Iimof(x) f(()O) = Iin’})X il Iimox =0 = f'(0)=0.Esdecirque f es derivable en x=0.
X— X — X— X X—

f esderivable en x=-1.
Geométricamente: f'(0) =0 significa que la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcion f en el punto (0,f(0)) es

igual a 0, es decir: pendiente nula=> recta tangente horizontal en el punto (0, 1).

A
y
Recta tg horizontal en (0, 1)
X
¢Existe f' (-1)?
- 2 f— -
(1) = fim Y oy X122 CDRED iy 22 = ) =- 2,
x—>-1 X-(-l) x>1 x+1 x—>-1 (X+1) x—>-1

Es decir que f'(-1) =-2 significa que la pendiente de la recta tangente a la grafica de f en el punto (-1,f(-1))
esiguala -2.

Si la demanda de heladeras en una fabrica se expresa por la funcién D tal que D(p) = 100 — p2 donde p indica el precio
en cientos de pesos, calcula:

i) la tasa de variacion media de la demanda cuando el precio pasa de $600 a $300.

ii) la variacion instantanea para el precio de $600.

Interpreta los resultados.
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SOLUCION:

i) Ai(p) = D(Z)_ 2(6) = 36 ; o4 = —14. Esto indica que la demanda disminuird en 14 heladeras por cada incremento
p —

(aumento en este caso) de $200 en el precio.
ii) La variacion instantanea parap =6 es D' (6), es decir;
D'(p)=2p = D'(6) =-12. O sea que para un minimo aumento desde $600, la disminucién en la cantidad

demandada sera de 12 heladeras.

(Ejercicio 3) d) de pagina 51 de la Guia de Trabajos Practicos)
3) Halle la funcidn derivada de cada una de las funciones definidas a continuacion usando la definicion. Dé
dominio de la funcion y su derivada.

d) g =vx+2
domg=[-2,00)

La funcion derivadade g es:

gx+h)—gx) . Wx+h+2-Vx+2  (Ix+h+2-x+2).(Sx+h+2 +/x+2)
AN A m = lim

) = lim =i [
g h—0 h h—0 h h—>0 h(Vx+h+2+/x+2)
_lim x+h+2-(x+2) . 1 1
SO (JMXx+h+2+/x+2) MO0Sx+h+2+/x+2  24/x+2
1 1
L g'(= domg' =(-2,») ; "0)= — , 79'(-2) yaque -2 ¢ domg'
9" (¥ ] 9" =(-2,) 9'(0 e g'(-2 yaq g
Ejemplo 4 (Ejercicio 6) de pagina 51 de la Guia de Trabajos Practicos)
6) La funcion de costo para cierto producto esta expresada por:
X2
C(x)=40 +4x + ;con x igual a la cantidad de unidades producidas,

x 20.Calcule el costo marginal cuando se producen 20 unidades.

C(X)=40+4x+ x = cantidad de unidades producidas, x >0.

NE
N

S+

[

El costo marginal es: C'(x) L2
10 24/x% +1
; 2
Si x=20: C'(20)=4+ =~ 401
1401

Esto significa que el costo extra para producir una unidad més a partir de la unidad n° 20

es aproximadamente de $4,01.
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Recuerda que los costos, ingresos y beneficios marginales coinciden aproximadamente, con el
costo extra necesario para producir una unidad mas y con el ingreso o beneficio extra al vender

una unidad mas.

(Ejercicio 9) de pagina 52 de la Guia de Trabajos Practicos)
9) Encuentre, si existen, las ecuaciones de la recta tangente y de la recta normal a la gréfica de la funcion

X
definida por h(x)= il enlospuntosde abscisa x=0y x=2

h(x) = i1 dom h = (-00, -1) U (-1, o0) h es continua en su dominio.
X+

Se pide la ecuacién de la recta tangente y de la recta normal a la graficade h enlos puntos
de abscisas x=0 y x=2.

pg=XrD=x__ 1 dom h'=dom h
(x+1)*  (x+1)>

Recta tangente en x=0:
h'(0)=1 = lapendiente de larecta tangente vale 1.
El punto de la curva con el que estamos trabajando tiene abscisa x = 0. Entonces, ¢cual es la ordenada? h(0)

=0

.. el punto es (0,0). Entonces la ecuacion de la recta tangente serd; y—0=1(x-0)

SY=X

Rectanormal en x=0:

La pendiente de la recta nomal serd. mj = _%:_h'i(w = - 1. Entonces, como ya sabemos que la ordenada
correspondiente es h(0) =0, la ecuacion de la recta nogrmal serd: y-0=(-1)(x-0)

Ly=-X

Recta tangente en x=2:

h'(2) = % = lapendiente de la recta tangente vale 1/9.

Six=2 = h@):= é

La ecuacion de la recta tangente sera:  y— ?2)) = %(X—Z)

Rectanormal en x=2:

La pendiente de la recta nomal serd. m, = —mitg: _W12): -9 . Entonces, como ya sabemos que la ordenada

correspondiente es h(2) = =, la ecuacion de la recta normal serd:  y— = =(-9) (x-2)

wlnrn
wlnN
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APRENDAMOS A JUSTIFICAR:

Si una proposicion es falsa, debes dar un contragjemplo donde muestres que lo propuesto no se cumple, o bien
resolviendo si se trata de un célculo.

Si una proposicion es verdadera, lo debes justificar con una propiedad, un teorema, una definicién, o bien resolviendo si
se trata de un célculo.

o = = PARA LA CLASE

Resuelve:

1
1) Si f(x) = (x+1)§, calcula si existe, f'(-1). Interpreta geométricamente.
2) De la Guia de Trabajos Préacticos, resuelve los siguientes ejercicios:

Pagina 50 Ejercicios 2) d)
Pagina 51 Ejercicios4) a) f) g)
Pégina 52 Ejercicios 7) ;8) c¢) ;12) ; 14)

Los resultados de estos gjercicios los encontraras en las paginas 57 a59 del Cuademillo de Soluciones.

DESPUES DE LA CLASE PRACTICA

SUGERENCIA: Revisa detenidamente los ejercicios resueltos en la bibliografia bésica en las paginas 185, 200 y 201.
EJERCITACION SUGERIDA: de la Guia de Trabajos Practicos, resuelve los ejercicios:

Pégina 50 Ejercicios 2) c¢)
Pégina 51 Ejercicios4) h) i); 5) b)
Pégina 52 Ejercicios 10); 11)

Las respuestas las encontraras en las paginas 57 a 59 del Cuademillo de Soluciones.
Bibliografia
Bibliografia basica: Lezana, B. E. Introduccién didactica al Analisis Matematico, pag. 183 a 227.

Bibliografia de consulta:
e Arya,J. y Lardner, R. 1992. Matematicas aplicadas a la Administracién y a la Economia, Prentice Hall, México.
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Mexico.

Haussler, E. y Paul, R. 1997. Matematicas para Administracién, Economia, Ciencias Sociales y de la Vida.
Prentice Hall Hispanoamericana, México.

Larson, R., Hostetler, R. F. y Edwards, B. 1997. Calculo y Geometria Analitica, Mc Graw Hill, México.
Leithold, L. 1990. Célculo con Geometria, Editorial Harla, México.

Purcell, E., Varberg, D. Y Rigdon, S. 2001. Calculo, Prentice Hall, México.

Stein, S. 1992. Calculo y Geometria Analitica, Mc. Graw Hill, México.

Sydsaeter, K. y Hammond, P.J. 1996. Matematicas para el Analisis Econdmico, Prentice Hall, Madrid.

Bibliografia de trabajo basica:

Guia de Trabajos Practicos de Introduccion al Analisis Matematico preparada por el personal de la Catedra (Unidad
N° 5)

EJERCITACION SELECCIONADA DE LA GUIA DE TRABAJOS PRACTICOS (Unidad 5)

Teniendo en cuenta la definicion de recta tangente, diga si las graficas que se dan a continuacion admiten recta tangente en los
puntos indicados. Es derivable la funcién en dichos puntos? Explique.

~_/N\

Py
v

Parala funcion de costos C(q) =0.2 g2+1.2q+4 ¢ Con que rapidez varia C con respecto a ¢ cuando q=5?

Para cierto fabricante los ingresos | que obtiene con la venta de x unidades de un producto estan dados por:
I(x) = 30 x— 0.3 x2. ¢, Con que rapidez varia | con respecto a x, cuando x = 10?

La ecuacion p 2@ _3 represent la funcién demanda de un cierto producto donde p es el precio y x es el nimero de

X+2
unidades. Determine la funcion ingreso marginal.

Encuentre, si existen, las ecuaciones de la recta tangente y de la recta nomal a la gréfica de la funcién definida por h(x) =

X
—— enlos puntos deabscisa x=0y x=2.
X+1 P y

Encuentre las coordenadas de los puntos en que larecta tangente a la grafica dela  funcion definida por
f(x)=x3- 9x2+ 36 , tiene pendiente 9.

Detemine las coordenadas de los puntos en que la recta normal a la curva de ecuacion  y=x3+5es:
a) Pemendicularalarecta 12x-y=17
b) Paralela alarecta x+3y=2

Halle las ecuaciones de las rectas tangentes a la gréfica de la funcion f definida por
4

X 1
f(x)= I -2x2+3x , perpendiculares ala recta de ecuacion — §X -y+1=0.

Halle b y ¢ para quelarectade ecuacion y=x sea tangente ala gréfica de la funcion definida por:
f(x)=x2+bx+cenelpunto (1,1).Grafique.
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o Halle los valores de lasconstantes a, b y ¢ para que las gréficas de las funciones f y g definidas por
fX)=ax2+x+20 y g (x) =cx? tengan en el punto (1,1) rectas tangentes pempendiculares. Detemine las ecuaciones de
dichas rectas.

e ¢ Esciero quela grafcade la funcion definida por f(x)=~/ X + 1 admite recta tangente vertical en algtin punto? Justifique.

AUTOEXAMEN DE LA UNIDAD N°5

1) ¢ Qué diferencia hay entre la tasa de variacion media y la tasa de variacion instantanea?
2)  ¢De qué depende la existencia de la derivada de una funcién en un punto?
3)  ¢Qué diferencia hay entre la funcién dernvada yla derivada de la funcion en un punto?

4)  Silatangente a la gréfica de una funcién en un punto es paralela al eje horizontal, ¢cuénto vale la derivada de la
funcion en ese punto?. ¢ Y si es paralela a la bisectriz del primer y tercer cuadrante?.

5) ¢ Puedes dar ejemplos (@analiticos y gréficos) de funciones que sean continuas y no detivables en un punto?, ¢y
que sean derivables yno continuas en un punto?.

6) ¢ Como demostrarias las distintas reglas de defivacion?.
7)  Grafica funciones donde se observen los siguientes resultados:  f'(1)=0 ; f'(-2)=1; 2 1'(3)

8)  ¢Puede haber varias funciones que tengan lamisma derivada?. Ejemplifica.

9)
Elabora un esquema que relacione los temas de continuidad y derivada.
10)
Sifx)=|x-1]sen(x-1) y g(x)=ex*®
a) ¢Se puede aplicar el teorema sobre la derivada de un producto de funciones para calcular
D [f.g ](1), si existe?. Justifica tu respuesta.
b) Calcula, si existe, la derivada mencionada en la parte a).
11)
Si f(x)=1In(x+2), ¢se puede aplicar el teorema sobre derivadas de funciones inversas para calcular
D f-1(0)?. Justifica tu respuesta.
12)
El costo de fabricacion de x calculadoras viene dado por la expresion:
C(x)=1000 +x+ 10 x¥2 pesos.
a) Encuentra la expresion para el costo marginal.
b) ¢ Cudl es el costo aproximado de fabricar la unidad n® 101?
13)

Calcula la derivada indicada en cada caso:

pfp=T (0 = X"+ senx — e ™ {(x) p (x+y) -2y +X=0 ; Dy
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14)
Traza la recta tangente a la gréfica de la siguiente funcion, si existe, en los puntos indicados. ¢ Exste la derivada
de la funcién en esos puntos? Explica.

T~ //_\ /\

v

ANEXO N° 2
METODOLOGIA PARA APRENDER A AUTOEVALUARSE

La autoevaluacién consta de las siguientes fases:

Fase 1: ¢ Qué aspectos del tema necesito aclarar?

Fase 2: ¢ Cuales han sido mis impresiones sobre los contenidos y desarrollo de las actividades
de este tema?

Es importante que puedas responder estas preguntas:

¢, Cudles son los conceptos mas importantes que se han trabajado en esta unidad?.

¢, Qué conceptos no han quedado suficientemente claros?.

¢, Qué actividades y recursos hansido los mas adecuados vy (tiles para el aprendizaje y cuales
no lo han sido?.

¢, Qué puedo hacer o proponer para superar las dificultades que tuve en esta unidad?.

1.- Haz un listado de todos los conceptos, procedimientos y actitudes que fueron necesarios
para resolver el autoexamen, incluyendo aquellos que no dominabas.

2.- Analiza qué porcentaje representa cada conocimiento del total de la lista que confeccionaste.
No te califiques por puntuacion sino por % de conocimientos aplicados correctamente, segun la
siguiente escala:

Escala de calificacion:

0% a 39% Mal 40% a 59% Regular 60% a 69% Bien
70% a 89% Muy bien 90% o mas Excelente

Consulta la escala de calificacion al finalizar tu trabajo, para que verifiques cudl es tu nivel de
asimilacion de esta unidad.
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GUIA DE AUTOEVALUACION
Haz un listado de todos los conceptos, procedimientos y actitudes que fueron necesarios para resolver el
Autoexamen, incluyendo aquellos que no dominabas.

CONCEPTOS:
PROCEDIMIENTOS:

ACTITUDES: (ejemplo: responsabilidad, dedicaciéon, esfuerzo, hizo o no comprobacién,
persistencia en el trabajo, etc.)

TOTAL DE ASPECTOS DEL LISTADO:

% QUE REPRESENTA CADA ASPECTO: (ejemplo: si listaste 20 aspectos, cada uno de ellos
representara el 5%, de modo que cubras el 100%)

% OBTENIDO: Calificacién obtenida: ............n......
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