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Resumen

En este trabajo mostramos una aplicacion practica de los sistemas compartimentales que son
modelos matematicos muy utilizados para modelizar procesos de transporte, pérdida o acumulacion
de diversos productos en determinados sistemas. Construimos un modelo que describe el flujo de un
nutriente en la planta y se aplica a la modelizacion de la dindmica del nitrogeno en los citricos.
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INTRODUCCION

Los sistemas compartimentales se definieron
por primera vez en fisiologia para describir siste-
mas en los que habia flujo de materia entre unida-
des denominadas compartimentos (JACQUEZ &
SIMON, 1993). La ley de conservacion que domina
estos sistemas es la ley de conservacion de masa.

Son modelos naturales para muchas areas
de aplicacion en las que se cumple esta ley. Por
ejemplo, los sistemas compartimentales se utili-
zan mucho en hidrologia para designar redes
naturales o artificiales destinadas al control de
inundaciones o al suministro hidrico en agricul-
tura. Modelos de este tipo también sirven para
describir los procesos de absorcidn, transporte,
acumulacidn, y pérdida de sustancias, como hor-
monas, glucosa, insulina, metales o farmacos en
el cuerpo humano. Del mismo modo también
pueden utilizarse para estudiar el flujo de deter-
minadas sustancias, por ejemplo nutrientes, en
las plantas. Otro ejemplo de sistemas comparti-
mentales son los procesos industriales en los que
intervienen reactores quimicos, intercambiado-
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res de calor, columnas de destilacion, y otros. Y
por supuesto, un sistema compartimental tam-
bién puede describir la propagacion de una
informacién, una innovacién o un producto
nuevo entre una cierta poblacion (BENVENUTI &
FARINA, 2002; BiscHI, 1998; FARINA & RINALDI,
2000; VAN DER HoF, 1998).

Las variables de estado de estos sistemas
representan la cantidad de materia contenida en
cada compartimento, es decir, su masa y por
tanto son necesariamente no negativas a lo largo
del tiempo. De aqui que pertenezcan a una clase
mas amplia de sistemas, los sistemas positivos.

En este trabajo mostramos una aplicacion
practica de este tipo de sistemas. Construimos
un modelo que describe el flujo de un nutriente
en la planta. Ademas, se muestra un ejemplo
donde se modeliza la dindmica de la absorcion,
transporte y acumulacion del nitrogeno en los
citricos. La finalidad principal de este modelo
serd obtener informacion que pueda utilizarse
para mejorar los criterios que actualmente se
siguen en la fertilizacion nitrogenada de los
citricos. La fertilizacidon nitrogenada es una
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practica cultural de gran repercusion tanto eco-
ndémica como ambiental en produccion vegetal,
ya que su mala gestion puede disminuir la renta-
bilidad de los cultivos y aumentar la contamina-
cion ambiental por lixiviacion de nitratos.

FLUJODENUTRIENTESENLASPLANTAS

Para el estudio del flujo de un nutriente en
una especie arborea podriamos considerar el sis-
tema suelo-planta como un sistema comparti-
mental formado generalmente por los comparti-
mentos mostrados en la figura 1.

En la figura 1, las flechas discontinuas raya-
punto indicarfan pérdidas de nutriente por muer-
te del 6rgano. Por otra parte, la flecha discontinua
a trazos indicaria que el sentido del flujo cambia
seglin la época del afio en la que nos encontre-
mos, ya que en toda especie arborea a lo largo de
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un aho normalmente distinguimos varias etapas.
Etapas que estan relacionadas con la actividad del
arbol en ese momento. Asi, podriamos considerar
las siguientes etapas: letargo (L), brotacion de
primavera y floracion (F), cuajado (C), segunda
brotacion (2B), tercera brotacion (3B) y los alti-
mos meses del aio, con el frio, el arbol volveria a
entrar de nuevo en letargo (2L).

De aqui que el esquema mostrado en la figu-
rano sea el mismo a lo largo del afo. Al inicio, en
el letargo, el sistema estara formado por los cinco
primeros compartimentos. En la siguiente etapa,
la de floracion, tendra lugar la brotacion de pri-
mavera y la floracidn, apareciendo los tres com-
partimentos siguientes. A continuacion, en vera-
no, tendré lugar la segunda brotacion, y finalmen-
te en otono, la tercera brotacion completando
todo el esquema de la figura. El esquema del afo
siguiente serd el mismo, ya que los 6rganos de las
brotaciones del aho anterior se consideraran
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Figura 1. Sstema suelo-planta. Leyenda = u: cantidad de nutriente aplicado al suelo en cada instante de tiempo k;
aij: proporcion de nutriente que pasa del compartimento j al compartimento i en cada instante de tiempo k debido a la
absorcion de nutriente por la planta; ti: proporcion de nutriente que pasa del compartimento j al compartimento i en
cada instante de tiempo k debido a la movilizacién de las reservas
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ahora Organos viejos. Volveremos a tener un sis-
tema formado por los cinco primeros comparti-
mentos. Y as{ afo tras ano. Como vemos, se trata
de un proceso periddico de periodicidad 1 aho.
Luego, para modelizar la dindmica de un
nutriente utilizaremos un sistema compartimen-
tal periddico. Sistema que vendrd dado por la
siguiente ecuacion
X(k+1) = A(KIx(K) + B(K)u(k)

donde A(K)= A(k+ N)ei= y B(k)= B(k+ N)&R=!,
ambas matrices no negativas; k €Z, siendo n el
nimero de compartimentos del sistema y N el
periodo. En el sistema que nosotros hemos consi-
derado n = 12 (ver figura 1) y N=365 tomando
como unidad de tiempo 1 dia. En esta ecuacion
denotamos por

e X(K): cantidad de nutriente que hay en cada
uno de los compartimentos en el instante de
tiempo K,

e X(k+1): cantidad de nutriente que hay en
cada uno de los compartimentos en el instan-
te de tiempo k+1,

e U(k): el control es la cantidad de nutriente
aplicado al suelo en cada instante de tiempo k.
La matriz A(K) sera invariante dentro de cada

etapa, pero variard de una etapa a otra.

Tendremos, entonces, las siguientes:
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siendo O<i, <...<is <364 donde cada i, corres-
ponde al inicio de cada etapa.

Todas las matrices correspondientes a este
modelo aplicado a la dindmica de la absorcion,
transporte y acumulacion del nitrogeno en los
citricos se pueden ver en Bru et al. (2003); por
ejemplo, en la pagina siguiente se muestra la
matriz correspondiente a la etapa del cuajado,
AC=[g,i,j=1,2, ..., 12.

Los elementos de la diagonal principal, g,
indican la proporcion de nitrogeno del conteni-
do en el compartimento i que permanece en ese
compartimento en el instante siguiente. Los
valores nulos indican que en esa etapa todavia
no tenemos los drganos correspondientes a esos
compartimentos.

El resto de elementos, &, i=j, indican la
proporcion del nitrogeno contenido en el com-
partimento j en un instante que pasa al compar-
timento i en el instante siguiente. Si recordamos
la figura, estos elementos corresponden a la
suma del porcentaje de nitrégeno movilizado
debido a la absorcion (&;) més el porcentaje de
nitrogeno procedente de las reservas (). Los
valores nulos de estos elementos indican que
los correspondientes compartimentos i, j, no
estan relacionados.

e AW0)=..=A()=AL Las matrices BEJ"? son todas de la forma [1

o Ali+l) = ...= Air) = AF 0 ... 0]", ya que s6lo se aplica control (abono) al

o A(2+1)=...= Aiz) = AC primer compartimento, es decir, al suelo. Luego,
o A(ls+l) = ...= A(i4) = A2B B0)=...=B(364)=[10...0]"

e Ais+1) = ...= Ais) = A3B Los estudios de la absorcién estacional de

o A(ls+l)=...= A(364) = A2L nitrogeno y de la movilizacion de las reservas

[0.9936 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0.0054 0.8564 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0.1370  0.9804 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0.0196  0.9779 0.0032 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0.0056 09944 0 0 0 0 0 0 0

4C 0 0 0 0.0165 0 0.9105 0.0002 0 0 0 0 0

o 0 0 0 0 0.3980 0.9991 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0.0497 0 0.9870 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
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nitrogenadas se llevaron a cabo en arboles de
naranjos Valencia Late [Citrus sinensis (L.)
Osbeck], injertados sobre citrange Troyer, de 2 a
5 afos de edad al inicio de las experiencias
(LEGAZ, 1993).

Como conclusion final al trabajo comentar
que, aunque el ejemplo desarrollado es agrond-
mico es extrapolable al campo forestal. Un
modelo de este tipo puede utilizarse para pro-
fundizar en el estudio de la absorcidn, transpor-
te y acumulacion de cualquier elemento en cual-
quier otra especie agrondémica o forestal.
Ademas, por los ejemplos que comentibamos
en la Introduccidn, también los podrfamos utili-
zar para estudiar la propagacion de una plaga o
enfermedad en un bosque.

SIMULACION

Para ver la utilidad del modelo matemaético
volvamos al ejemplo del nitrégeno en los citri-
cos. Una vez validado, el modelo se utilizara
para realizar simulaciones con distintos progra-
mas de abonado con el fin de sacar conclusiones
que ayuden a mejorar los criterios que hoy en
dia se siguen en la fertilizacion nitrogenada.
Permitird estudiar el comportamiento real del
nitrbgeno una vez es aplicado al suelo en forma
de fertilizante con el agua de riego. Podremos
predecir qué ocurrira si aplicamos una cantidad
de nitrogeno distinta a la 6ptima, considerando

X(mg) o
210

Cantidad 6ptima de N_

35F

Cantidad menor de H

15

100 200 300 400 500 600 700 800
dias

Figura 2. Contenido en nitr6geno en raices vigjas
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que el programa 6ptimo es el que hemos utiliza-
do en la construccion del modelo.

Supongamos que aplicamos el 75% de la
cantidad dptima de nitrogeno. Segiin el modelo,
con esta nueva secuencia de control la cantidad
de nitrogeno en los drganos viejos disminuye
(Figura 2), pero practicamente no cambia en los
organos nuevos (Figura 3). Este resultado pare-
ce 1ogico ya que la mayor parte del nitrogeno
absorbido normalmente va hacia los 6érganos en
desarrollo, quedando el resto para los 6rganos
viejos. Esta 0ltima cantidad constituira las
reservas de nitrdgeno que se translocardn hacia
los nuevos organos en desarrollo las proximas
brotaciones.

Como se observa en las figuras 2 y 3, el
modelo también puede decir qué ocurrira el pro-
ximo afo. Las diferencias entre ambos trata-
mientos aumentan en este segundo ciclo. Como
cabria esperar, la cantidad de nitr6geno en los
organos jovenes disminuye considerablemente.
Incluso en los 6rganos viejos, se observan ahora
diferencias significativas.
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