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RESUMEN. En este trabajo se demuestra el buen planteamiento local en
los espacios de Sobolev H®(R) para s > 1, para el problema de valor
inicial
ut + adlu + BO3u + YOrulgzu = 0, tER, wER,
u(z,0) = uo(x).
Esta es una ecuacién de tipo Kaup-Kuperschmidt que ha sido utilizada
para modelar propagacién de ondas capilares gravitatorias. Resultados
previos muestran la existencia de soluciones en H*(R) para s > %, ver
[4]. Nuestro método de prueba consiste en aplicar el teorema del punto fijo
de Banach en los espacios de funciones de Bourgain, X*-®, determinados
por el grupo unitario de la ecuacién diferencial lineal asociada.
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ABSTRACT. In this paper we show the local well-posedness on H*(R) for
the initial value problem

ur + ozagu + ﬂagu + YO0zudzzu = O, teR, z€R,
u(z,0) = uo(z).
This is a Kaup-Kuperschmidt type equation which has been used to model

capillary gravity waves propagation. Previous results include the exis-

tence of local solutions in H*(R) for s > %, see [4]. Our method of

proof consists in applying the Banach fix point theorem on Bourgain
spaces, X*?, determined by the unitary group of the associated linear
differential equation.

KEY WORDS AND PHRASES. Kaup-Kuperschmidt equation, Banach fixed
point theorem, Bourgain functional spaces.

INTRODUCCION

En [4], Tao S. y Cui S. consideran los problemas de valor inicial:

u + adiu + BOu + Y0 udu = 0, teR, zeR,

0.1

(0.-1) u(z,0) = up(x).

y

0.2) ug + addu + BOu + yudyu = 0, teR, zeR,

u(z,0) = up(x).

Estas dos ecuaciones se conocen en la literatura como ecuaciones de Kaup-
Kupershmidt, y surgen en el estudio de modelos fisicos, tales como ondas capi-
lares gravitatorias (ver [4], [2] y sus referencias). En el caso particular de (0.1),
una mirada al estudio del buen planteamiento la dieron Tao S. y Cui S. en [4],
donde establecen varias estimativas de tipo Strichartz y efectos regularizantes
del grupo asociado a la parte lineal de la ecuacion, y demuestran la existencia
local de soluciones en los espacios cldsicos de Sobolev, H*(R), para s > %.
Observamos la similitud de la ecuacién asociada a (0.1) con la conocida ecuacién
KdV de quinto orden, también conocida como la ecuacién Kawahara, [7]:

(03> Ut + QUgggar T ﬁua::rz + YUUy = Oa

la cual surge por ejemplo en el estudio de propagacién de ondas largas en
aguas de poca profundidad y entre capas de hielo. En [3] Cui, Deng y Tao,
utilizan espacios de Bourgain y la técnica de Kenig Ponce y Vega en [11] para
mostrar la existencia local de soluciones u € C([-T,T]; H*(R)), con dato inicial
ug € H*(R) con s > —1, para el PVI asociado a la ecuacién (0.3). Vale la pena
mencionar que recientemente Kwon, [13], consider6 la ecuacién de quinto orden
que aparece en la jerarquia de la KdV, agregar en (0.1) el término no lineal
UOzzat. Alll se demuestra que el PVI asociado esté locamente bien planteado
en H*(R),s > 5/2 pero que la solucién no puede ser obtenida mediante el



BUEN PLANTEAMIENTO LOCAL DE UNA ECUACION KORTEWEG-DE VRIES... 3

teorema del punto fijo pues la aplicacién dato-solucién no es uniformemente
continua.

El objetivo principal de este trabajo es mejorar el resultado obtenido en [4],
demostraremos el buen planteamiento local del PVI (0.1) en H*(R) para s > 1,
utilizando el método iniciado por Bourgain y desarrollado posteriormente por
Kenig Ponce y Vega. También se utilizardn algunas ideas en [3] para la esti-
macién bilineal del termino 9, udz,u del PVI (0.1).

Consideramos los espacios de Bourgain X** definidos por
X ={feS'®R*): (1+|r - PO (A +[E)f(&T) € LR},

donde s, b€ R, P(£) = —af®+ (€3, es el simbolo asociado a la parte lineal de
la ecuacién en (0.1), y ~ denota la transformada de Fourier en dos variables.
Por el principio de Duhamel, consideramos la ecuacién integral del PVI (0.1)

t
u(t) = W(t)uo — %/ W(t—t) (0 (u2)) (t')dt’,
0
donde {W ()} es el grupo asociado a la parte lineal de la ecuacidn, esto es

W (t)uo(z) == c / b e @EFP(E) g (€)dE.

— 00

El teorema principal de este articulo es:

Teorema 0.1. Sea ug € H*(R), con s > 1, entonces existe b € (1/2,1),
T =T(|luollms) >0 y wuna inica solucidn u(x,t) definida en [0,T] del PVI
(0.1), tal que

ue C([0,T]: H*(R))

8$(u2) c xsb-1

€T

El articulo estd organizado como sigue: En la primera seccién se enuncian
algunas estimativas lineales y desigualdades de calculo elemental, en la segunda
seccion se da una estimacion para la parte no lineal de la ecuacion y en la dltima
seccién se demuestra el teorema principal.

1. ESTIMATIVAS PRELIMINARES
Primero consideramos algunas estimativas dadas en [11] y [10] que utilizaremos
al final para mostar la existencia de soluciones de PVI (0.1).
Sea € C(R), ¥ =1 en [-1/2,1/2] y supp & C (~1,1).
Ps(t) := ¢(t/0).

Lema 1.1. Sean s, b, b y § € R, tales que 1/2 <V <b<1 y 0<d<1.
Si ug € H*(R), g€ X*°, entonces eviste ¢ >0 tal que
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) [Vs(OW (g lx-0< 02 fully.,
b) [ s(B)gllxen< e84 lg]l e,
o) |[ust) fy Wit = )g(that | < s gl ons,

t , "o (1—2b)/2
Q) [wse) Jy Wt —g(that | < e gl o1,
e) llvos ()]l xour < 5O~V @ 1] s
£) (s (t)ull o2 < c0CTVEA s

Las siguientes desigualdades de cédlculo elemental son de gran utilidad en las
estimacién bilineal

Lema 1.2. (1) Sir>0,s>0,r+s>1yr#1,s#1, entonces

| sl —a) -t <

— 0o

{ c(14 |a—b))~ ™) sir>10s5>1

c(1+ |a—b))t—m=2, st r<lys<l
(2) Sio<a<l,r>1—ayr#1, entonces
e —r c(1+ |a|)~, sior>1
— <
[ s { TN 0T

2. ESTIMACION BILINEAL

El objetivo principal de esta seccién es dar una estimacion de la forma bilineal
Opu0ppu = %5} (ui), que se ilustra en el siguiente teorema

Teorema 2.1. Siu € X5 donde s>1, 1/2<b<3/4 y V e (1/2,0],
entonces

(2.1) 182 (u3) | xo0-1 < ellul3aw-

En la prueba de este teorema, f denota una funcién tal que
f=Q+r=PEN(1+[¢)*a.

Como en [11], demostrar (2.1) es equivalente a mostrar

_ H §(1+1€)°
A+ |r = PN

X

x// GE—&)f(E—&,7—m)f(&,n)ddn ‘
(I+E=&N)* A+ =11 — P(E =&)Y (A +[& (14| — P(&)))Y

L2L2

< CHinng-
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Para ello vamos a seguir las ideas en [3].

Consideremos el simbolo asociado a la parte lineal de la ecuacién
P(€) = —ag® + 5¢°,
ademdés supongamos
T<llsa lg<B,
donde A y B son constantes positivas. Sea

Q(&,&) =576 (E — &) (€ — €64 + &) — 3861 — &)
. &y 15 43
Q&) =Q(6:3) = 5o (€ - 5.)-
entonces se obtiene la igualdad

P(§ = &)+ P(&) = P(§) + Q& &1)
derivando en ambos lados de la igualdad con respecto a £; se tiene

0 3
Se = el — 26 (26} 2+ -

De la igualdad anterior observemos que el polinomio ) tiene un tnico punto
critico distinto de cero en §; = 5 si y solosi fa <06 fa >0y || > ,/%AB.

), para todo &, & € R.

De ahora en adelante supongamos M =1 + %AB.

Lema 2.2. Si || > M 6 |&1| > M, entonces existe ¢ > 0 tal que
|29
96

Demostracion. La prueba se reduce a mostrar que existe ¢ > 0 tal que

| > clell2e - €101+ €2 +€7).

261~ 2661+ €~ 0 2 (146 +8).

Primero supongamos que || > M, y sea 2/3 < a < 1 fijo. La funcién f
definida por f(§) = a&? — 2¢£;, tiene minimo en ¢ = %1, luego

265 — 266 +6 — o0 = 26F + a? — 2661 +6 — o’ — oo
> (- 1)+ &0 -a) - 2

30

Zb£f+c§2—5—a
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donde b=2-1 c=1-a Como2/3<a<ly?2 < M

b>1/2, ¢> 0y por lo tanto existe d > 0 tal que b = d + 1/2, luego

, entonces

38 €2 (M—1)2
b§f+c§2—f5a2d§f+c§2+f2177( 5 )
M2 (M —1)?
>d§1+c§2+7—(T)

>CEi+¢+1)
donde C' = min{d,c, M — 1/2}.

Ahora supongamos que || > M. Por el teorema del valor intermedio podemos
elegir 0 < a < 1, fijo tal que

1(1 1)2< a <1
2 M 14a 2

La funcién g(&1) = a&? + (€ — &;)?, tiene minimo en &; = lfr , entonces
3
267 ~ 2661+ 6~ 20 = & 4+ ag + (61— — a8l — oo
M -1
>+ e - M

se pueden elegir constantes b > 0, ¢ > 0, tales que b+ ¢y ademas

2 M) STy

a —
14+a

Por lo tanto

26— 266+ € - 2 > (1-a)g +162+ o - B Sk
> (1—a)&f + b+ M?c — (M ; D
> (1—a)éf + €% +d,
donde 0 < d < M?c — M, luego
27 — 266 +§2*% > O+ & +1),
donde C = min{l — a, b, d}. d

Lema 2.3. Si |§| > M y & € R, entonces existe ¢ > 0 tal que

(2:2) ]z el 1+ + Dt ) - Qoo
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Si || <M y|&1| > M, entonces existe ¢ > 0 tal que

(2.3) | = délt o &l

%

Demostracion. Supongamos |£| > M. Un cédlculo directo muestra que

125)

QUE-6) ~ Qo(6) = —1oac(26 — ) (362 — 4661 +48 —

entonces existe ¢ > 0 tal que
3~ a6+ 46} - | <L+ €+ €D),

por consiguiente

1Q(&,&) — Qo(&)] < clél(26 — €)*(1+ £ + &),

lo cual implica

1261 — €] > ¢l 721+ €2 + ) 72Q(E, &) — Qo(9)]2,

luego por el lema (2.2) se obtiene la desigualdad en (2.2).

Ahora suponga €] < M y |&i] > M, entonces |Q(€,&)] < clelléa]*, Tuego
&1 > cl€]77|Q(E, €1)| 7, ahora utilizando el lema (2.2), se tiene

o] = cléller = leltlQee. el

O
Lema 2.4. Sib > 1/2, entonces para todo £ # 0, T € R, existe ¢ > 0 tal que
(2.4)

| e pe s S - PO

Demostracion. Como P(€ —&1) 4+ P(&1) = P(€) + Q(&,&1) la prueba se reduce
a mostrar

oo d§1
@5 | arrre —aEa®

De ahora en adelante se denotard Q = Q(£,&1) v Qo = Qo(§).

< cle| T+ [E) T (1+ [T - PE)])2.
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Sea M como en los lemas anteriores. Suponga || > M, entonces por los lemas
(2.3) y (1.2)(2) se tiene

/°° dgy
—oo (T4 |7 = P(§) = QD

<cel [l PO - Q)P+ e+ ) HQ - @l g |des
oQ

Scl&I*%(HISI)”[O(HIT—P(E)— Q)10 - ol |2

7, e

3

<c1+1e) 7t [ A= PO~ A) - Qol i

[N

<c(1+[E)TE(L+ |7 — P(€) + Qo) 2
<e(1+1€)7F(1+ Qo) "2 (1 + |7 — P(E)])?
<c(1+]E)THA+ |r - P(e)))2

= clel 7T E)TF (L I = PO (1 + &)~
< gl THUH[E) T (A + I - PO
Ahora supongamos [£| < M, entonces de los lemas (2.3) y (1.2)(2) se obtiene

/°° &
—oo (L+]7 = P(§) — Q>

:/ dé / dé;
lej<m (L+1T=PE) = QN*  Jig=m 1+ |7 —P(§) — QN>

Sateldt [ s P - @) ier

<clgl ™t [ (e lr = P - )N

<clel"i1+|r - PE))E
=cle|TTA+ )T+ T - PEDEQA+IEN T+ |7~ P(e)]) 1
< clelTEL+[E)TF QA+ | - P(E)])E.

1
2
1
2

O

Lema 2.5. Sis>1,be (1/2,3/4) y Vb € (1/2,b], entonces existe ¢ > 0 tal
que

[ €1 +1€D°

2.6
20 (L+|r = PEN)'

E@E, 1) < ¢
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donde
E(,T) =

<// G1Ple— &2 de dry ) |
L+[aD2(1+ | = &)1+ |7 — 7 —PE - &)™ A +]|m — PE))™

Demostracion. Observemos que para todo &, & se tiene

L+ < T+ [a)@+ €= &)
Luego, de la desigualdad anterior, los lemas (1.2) y (2.4), existe ¢ > 0 tal que

// &2 — &f® de, dn
L+ a2+ - &2+ |7 — 7 —PE - &)™ 1+ |n — P>
/ & 21E = &> dEy
T At lahEa 4 e —a 1+ |- PE) - Q)Y
&1 121E = &> dgy

Nl

1 3
=T e / 1+ |7 —P() — Q¥
< c(1+ €N F (1 + [e)"F (1 + |7 - P(E)])E.

Por consiguiente, para s > 1, b € (1/2,3/4) y reemplazando la tltima estima-
tiva en (2.6) se tiene

€1+ L+ = PON T A +IED' €5 1+ )™ 1+ = PO)])

IS

<ec.
O

Demostracion del teorema 2.1. Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz y el lema
anterior se obtiene

H 1+|§|
1+|r—P —b

y // G- E)f(E— &7 —m)f(&,m) dErdn
(I+lg=&D (T+]r—m = P(€ =&)Y I+ [ (L+1m — PE&)])”

272
L2L2

€0t
ST AT - PN

W=

x(// &1 21€ — &]2d&rdm > Tk
(e P (Hmn—P( ~ 6D (e P (rn-Penp) Wi
O

/ (L+[€)2(1 + [€1))272(1 + I€ — &])2(A + € — &a])2=2 (1 + |7 — P(€) — QN>
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3. PRUEBA DEL TEOREMA PRINCIPAL

Consideremos la ecuacién integral del PVI (0.1) adaptada a los espacios X *°

u(®) = DO (thuo — 6(0) 3 [ Wt~ ) (U3 usueat) at.
0

donde ¥ € C§°(R), con ¢ =1 sobre [-1/2,1/2], supp ¢ C (—1,1).
Definimos el conjunto,

Cup = {u € X5 ¢ ||ul| xor < 2¢|juo|| s+ }
y la funcién:
t
Dy, (u)(t) = (&)W (t)uo — zﬂ(t)% /0 W (t =t ){9* (610, (ul) (') }dt',

Suponga b € (1/2,3/4) y b’ € (1/2,b), entonces por lema (1.1) y el teorema
(2.1), se tiene

t
[y @)oo < cluallr + 003 [ Wit =) iR
) ,
cllwoll s + ]| 0 (32) | .

clluollms + clltosull k..
b*b')/(Qb)|

ININA

IN

clluol| s + 8" Jul%e.s

cl|uol| s + 4036@—”/)/(21))““0“%{5.

IN

Por consiguiente se elige & de tal forma que 4c26(0=2)/(20)|jy]| - < 1/2, y por
lo tanto ®(Cy,) C Cup-

Analogamente se demuestra que para el mismo § se cumple

Y 1
1D (1) = @ug (0)l|x20 < 46OV g | 1o s = l|xer < Sl = 0]l

esto es, ¥, resulta ser una contraccién en el espacio métrico completo(Cy,, || -
| xs.), luego por el teorema de punto fijo de Banach existe una tinica funcién
u € Cy, tal que

(1) ult) = v(OW (g~ L / Wt — ){ (510, (u2)(¢) .

Escogemos T' = ¢ < 1, y nuestra solucién u corresponde a ulg . Ahora
mostremos la propiedad de persistencia

ue C([0,T] : H*(R))
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Sea 0<t<t<T y t—1t<At, luego de (3.1) se obtiene

lt) = Wit =Du(®) = 5 [ Wit = )0u(2) ¢}

ahora por el lema (1.1) se tiene

lut) — u(@) e < (W (E - ) — (@)1
+ / Wt~ 1) (WA ~ Do)}t
< Wt = Buld) — u@lla- + el — D0 (2] e
< Wt = )ul®) — uld) - + (AT 0, (02) ] o
< Wt = Buld) — @l + (AT [l = o(1)

Dado que At — 0, se obtiene la propiedad de persistencia.

La unicidad y la dependencia continua respecto al dato inicial se demuestran
usando el mismo tipo de argumentos siendo rutinarios dentro de la literatura
y por brevedad se omiten.
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