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RESUMEN. Se estudia el proceso de compactacién de Stone-Cech que pro-
porciona un funtor de la categoria de los espacios de Tychonoff en la
categoria de los espacios Ta-compactos con el propédsito de extenderlo
a la categoria de los espacios topoldgicos y demostrar que se conserva la
propiedad universal que lo caracteriza. Para la compactacién de Alexan-
droff se describen varias formas en las que este mecanismo se puede con-
siderar un funtor, aplicindolo a subcategorias adecuadas de la categoria

de los espacios topolégicos.
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ABSTRACT. The Stone-Cech compactification process, that provides a
functor from the category of Tychonoff spaces into the category of To
compact spaces, is studied with the purpose of extending it to the cate-
gory of topological spaces and proving that the universal property that
characterizes it, is preserved . Several forms in which the Alexandroff
compactification can be considered as a functor, when applied to suitable

subcategories of the category of topological spaces are described.

KEY WORDS AND PHRASES. Compactification, functor, subcategory, func-

tion, adjunction, coproduct.

1. INTRODUCCION

Entre los diferentes procesos de compactacién de espacios topolégicos los més
conocidos son el de Stone-Cech para espacios de Tychonoff y el de Alexandroff
para espacios de Hausdorff localmente compactos. La compactacién de Stone-
Cech estd caracterizada por una propiedad universal que permite extender de
manera Unica cualquier funcién continua con valores en un espacio de Haus-
dorff compacto, mientras que la de Alexandroff permite obtener la tnica com-
pactacion de Hausdorff por un punto para un espacio de Hausdorff localmente
compacto y no compacto. Estas dos construcciones se pueden extender a es-
pacios topoldgicos arbitrarios y producen siempre espacios compactos, aunque

éstos no sean, en general, compactaciones del espacio original.

El objetivo de este trabajo es estudiar el comportamiento funtorial de estos
dos mecanismos mediante una adecuada definicién en los morfismos. En el caso
de la construccién de Stone-Cech es bien conocido que se produce un funtor
de la categoria de los espacios de Tychonoff en la categoria de los espacios de
Hausdorff compactos, que resulta ser adjunto a izquierda del funtor inclusién.
Pero es poco conocido el hecho que éste es en realidad un funtor definido en
la categoria de los espacios topoldgicos (arbitrarios) y que también es adjunto
a izquierda de la inclusién. Dedicaremos la Seccién 2 a la descripcién de la

construccién de Stone-Cech y sus propiedades funtoriales.
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Si se usa el mecanismo de Alexandroff y se trata de extender a las funciones
continuas entre espacios topolégicos, nos encontramos con la dificultad de que
la tinica definicién “natural”no produce en general funciones continuas. Es nece-
sario entonces restringir el mecanismo a sub-categorias adecuadas de la cate-
gorfa de los espacios topolégicos. En este proceso encontramos varias formas de
considerar el mecanismo de Alexandroff como un funtor que, a diferencia del
funtor de Stone-Cech, no admite adjunto. Los resultados obtenidos para esta

construccién los consignamos en la Seccién 3.

Es importante anotar que no hemos encontrado en la literatura mencién alguna

del comportamiento funtorial de este mecanismo.

2. EL FUNTOR DE STONE-CECH

En 1937 Stone [16] y Cech [7] introdujeron independientemente, una forma
de compactar un espacio topolégico Ty y completamente regular (o espacio
de Tychonoff). Aunque en esa época no se habia desarrollado la teoria de
categorias, los dos presentaron propiedades fundamentales de esta construccion,
que permite considerarla como un funtor adjunto a izquierda. Mas tarde, en
1948 [17], el mismo Stone probé que estas propiedades funtoriales se mantenian
al extender el mecanismo a espacios topolégicos arbitrarios, resultado que no

ha sido recogido en los textos estdndar de topologia general.

En esta seccién presentamos una descripcién de la construccién de Stone-Cech
y estudiamos sus propiedades funtoriales.

2.1. Construccién de Stone-Cech.

Describimos a continuacién un mecanismo para producir espacios compactos y

de Hausdorff a partir de espacios topoldgicos arbitrarios; estas construcciones
son tomadas de [8], [9] v [18].

Designaremos por I al intervalo [0,1] con la topologia usual, C (X, I) sera el

conjunto de las funciones continuas del espacio topoldgico X en I y I el espacio
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topoldgico de las funciones de S en I, el cual se identifica con el producto HSI s
s€E

donde I; = I para todo s € S.

Para cada espacio topolégico X definimos la siguiente funcion:
ox : X - 1D g (f @) ecxn

Si my es la g-ésima proyeccién de  [[Iy en I, =1 y z € X, tenemos que:
fecx,n

(74 0 0x) (2) = 7 (ox (@) =74 ((F (@) pecxry) = 9 (@)

es decir, my 0 ox = g para toda geC(X,I). Por lo tanto m, o px es continua

para cada funcién de proyeccion, lo cual implica la continuidad de ¢x.

Si tomamos la clausura de ¢x (X) tenemos un subespacio compacto de I¢(X:1),
De esta forma a cada espacio topoldgico X se le asigna un espacio topolégico

compacto y de Hausdorff ¢x (X), que denotaremos por 8(X):

X 75 ox (X) - ox (X) = B (X).

Si f:X — Y es una aplicacién continua entre espacios topoldgicos, se

definen las funciones fy fcorno sigue:

cw,n-Lowx,n
g—gof
e, I, e

ar— oo f

Dada a € I¢XD) | tenemos que:

(rgo ) (@) =y (F(@)) =7y (a0 F) = (o f) (9) =

o (@) = atg0 1) = mpos (@)
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Asi, w4 0 f = Tgor para toda geC(Y,I), luego m, o J? es continua para cada

funcién de proyeccion y por lo tanto f es continua.

Observemos que el siguiente diagrama es conmutativo:

X X jen

£l L f

Yy 2Y, jC(v.)

En efecto, para cada x € X y cada g €C (Y, I) se tiene

my (Fox) (@) = (7m0 F) (ox (2)) = myo (ox (@) = 9 (f (2) =
g (o (f () = g (v © [) (2).
En virtud de este hecho, f(ox (X)) = oy (f(X)) C ¢y (Y) C ¢

B(Y). Como f es continua

><
=
I

Fx) =7 (ox X)) € Flox (X)) Sy (V] = B(Y),

es decir, f(ﬁ (X)) € 5(Y). Por lo tanto, f lg(x) es una funcién continua de
B(X) en 3(Y), la cual denotaremos por 3 (f).

Proposiciéon 1. Si f : X — Y es una aplicacion continua entre espacios
topoldgicos entonces B (f) : B(X) — B(Y) es la dnica aplicacion continua que

hace el siguiente diagrama conmutativo:

X =5 5(X)
[l LB(f)
Y 5 (Y)
Demostracion. Si existe w : §(X) — [ (Y) continua tal que wopx = @y o f,
entonces wopx (X) =B (f)owx (X). Como px (X) esdensoen 3(X)y 5 (Y)
es Tq, se tiene que w = B (f), por lo tanto, G (f) es la tnica aplicacién continua

de B (X) en B(Y) que hace el diagrama conmutativo.
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El operador § puede alterar significativamente el espacio original como lo mues-

tra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1. Sea X un espacio topolégico para el que las unicas funciones
continuas de X en I son las funciones constantes (cualquier conjunto con la
topologia grosera, el espacio de Sierpinski, cualquier conjunto con la topologia
del punto incluido, etc.). Si cada funcién f la indexamos por el nimero del
intervalo [0,1] que corresponde a la imagen de X por f, es decir, C(X,I) =
{fi}ie; donde f; (X) = {i}, tenemos que:

ox (z) = (fi (2));er = (ier

es decir, 3 (X) es un subconjunto unipuntual del cubo 7€),

2.2. Compactacion de espacios de Tychonoff.

El “mal comportamiento” de 3 con algunos espacios topolégicos como el ilustra-
do en el Ejemplo 1 desaparece al considerar espacios de Tychonoff; para estos
espacios 3 tiene propiedades muy buenas. Antes de verificar algunas de ellas
iniciamos la seccién precisando la definicién de compactacién de un espacio

topoldgico [13].

Definicién 1. Se llama compactacidn de X a todo par (X', f), donde:

1. X' es un espacio topoldgico compacto.

2. f es un homemomorfismo de X en f(X).

3. f(X)=X".
Si aplicamos (8 a un espacio de Tychonoff X, [(X) corresponderd a una
compactacién de Hausdorff de X. Este resultado se demostrara haciendo uso

de las siguientes proposiciones:

Proposicién 2. Si X es homeomorfo a px (X) entonces X es de Tychonoff.

XD ox (X) es Toy

completamente regular, ya que estas son propiedades hereditarias; luego por el

Demostracion. Como ¢x (X) es un subespacio de I¢

homeomorfismo tenemos que X es de Tychonoff.
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Proposicién 3. Si X es completamente regular entonces px : X — ¢ (X) es

abierta.

Demostracion. Veamos que la coleccién {Vg}gEC(X,I) es una base para la to-
pologfa sobre X donde V, = g=* (0,1]. Como (0, 1] es un subconjunto abierto
de [0,1] y g es una funcién continua de X en [0,1], g=*(0,1] es abierto en X.
Dado que X es completamente regular, para € X y U un subconjunto abierto
de X que contenga a x, existe g, € C (X, ) tal que g, (z) =1y g, (U°) = {0};
por lo tanto x € V,;,, C U, es decir, la coleccién de los V;; es una base para la
topologia sobre X. Para g € C (X,I),si A, = {(af)feC(X,I) tag =a(g) # O}
entonces A, = (0,1] x [[I; ,esdecir, A, es abierto en 1D por lo tanto

feC(X,I)
f#g

ox (V) = {(F @) secrn 9 (@) # 0} = (px (X) N 4)

es abierto en px (X), lo cual comprueba que px : X — ¢ (X) es abierta.

Proposicion 4. Si X es Ty y completamente reqular entonces px es inyec-
tiva.

Demostracion. Para x,y en X con x # y, existe U subconjunto abierto de X
talquez e Uyy ¢ Uoax ¢ U yy € U, puesto que X es Ty. Sin pérdida
de generalidad supongamos que x € U y y ¢ U. Como X es completamente
regular existe f € C'(X,I) paralacual f(z) =1 y f(U°) = {0}. Si tomamos

la f-ésima proyeccién en I¢(50) tenemos que:

71 (ox (@) =77 ((9@))gecn ) = f (@) =1£0= [ (y) =
71 (9 Wgecrn) = 77 (ox @),
es decir, px () y ¢x (y) se diferencian en la f-ésima componente, luego v x () #

vx (y), con lo cual se concluye que px es inyectiva.
Resumiendo tenemos el siguiente teorema.

Teorema 1. X es homeomorfo a px (X) siy sdlo si X es Ty y completamente

regular.
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El siguiente teorema nos muestra el buen comportamiento de la construccién

con respecto a las funciones continuas.

Teorema 2. Si X es de Tychonoff, para todo espacio topoldgico Y de Haus-
dorff compacto y toda aplicacion continua f : X — Y existe una aplicacion
continua f : (X) =Y tal que fopx = f.

Demostracion. Puesto que Y es Ta-compacto, ¢y es un homeomorfismo de Y

en §(Y) y como 3(f) o px = py o f, tenemos que ¢y o B(f)opx = f, es

decir, f = (p{,l o B(f).
Del Teorema 1 se concluye que (X)) es una compactacién de X, siempre que X
sea de Tychonoff. Esta compactacién es la que conocemos como compactacion

de Stone-Cech del espacio topoldgico X.

Las siguientes proposiciones nos permiten determinar cuando una compactacion
de un espacio topoldgico es topologicamente equivalente a la compactacion de

Stone-Cech de dicho espacio. Sus demostraciones las encontramos en [13].

Proposicién 5. Sea X un espacio de Tychonoff. Si (X', f) es una com-
pactacion de Hausdorff de X tal que para todo espacio Y Ts-compacto y toda
aplicacidén continua g : X — Y existe g’ continua de X' en'Y tal que g'of = g,

entonces (X', f) es topoldgicamente equivalente a (8(X),px)-

Proposicién 6. Si X es un espacio topoldgico normal, T1 y (X', a) es una

compactacion de Hausdorff de X, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. X' es topoldgicamente equivalente a la compactacion de Stone-Cech de
X.

2. Para todo par de cerrados disjuntos A, B de X, se verifica que mm
a(B)=w.
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2.3. Comportamiento funtorial de S.

En esta seccién mostramos que 3 puede verse como un funtor de la categoria de
los espacios topoldgicos en la categoria de los espacios de Hausdorff compactos

y que ademas tiene adjunto a derecha.

Para los espacios topolégicos X,Y y Z consideremos los siguientes diagramas:

X cz,1) L o, 1)
Lf fog\ Lf
Y C(X, 1)
Ly

z

Dado a € C(Z,1), go (@) =aogo f=F (aog) = (§(a)) = Fog(a), es
decir, go f = fog.
X 25 B(X)
Ix | g Ll B(1x)
X 5 B(X)

Si o € B(X) se tiene que 8 (1x) (o) = ad&}?) =a = lgx) (a).

X 5 8(X)

Il L B(f)

Y 25 B(Y)

gl 1 B(g)

Z £% 8(Z)
Sia € B(X), B(g)oB(f) (@) =B9)(B(f) (@) =B(g) (aof)=aofoj=
aogo f=P(gof)(a);porlotanto 5 (1x) = 1ax) v B(9)oB(f) =B (gof).

Asi, hemos demostrado el siguiente teorema:
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Teorema 3. [ es un funtor (covariante) de la categoria Top de los espacios
topoldgicos en la categoria ToComp de los espacios topoldgicos de Hausdorff y

compactos.

El funtor 3, conocido como funtor de Stone-Cech, presenta algunas propiedades

que se describirdn utilizando las siguientes definiciones, tomadas de [5] y [10]:

Definicién 2. Considere dos funtores F,G : A — B de la categoria A en la
categoria B. Una transformacion natural n: F = G de F en G es una clase
de morfismos (na : F'(A) = G (A)) scopj(a) de B indezados por los objetos de
A | tal que para cada morfismo f: A1 — Ay en A, na, o F(f) =G (f)ona,.

Definicién 3. Sea F: A — B un funtor y B un objeto de B. Una reflexion
de B por el funtor F es un par (Rp,np) donde:

1. Rp es un objeto de A y ng : B — F (Rpg) es un morfismo de B.
2. Si A es un objeto de A y b: B — F(A) es un morfismo de B, existe

un dnico morfismo a: R — A en A tal que F (a) ong =b.

Definicién 4. Un funtor R : B — A es adjunto a izquierda del funtor F :
A — B si existe una transformacion natural n: 1g = F o R tal que para cada
B € Obj (B), (R(B),np) es una reflexion de B por el funtor F.

Si consideramos el funtor inclusién I de TyComp en Top, tenemos uno de los

resultados mas importantes de la seccién:

Teorema 4. FEl funtor 3 es adjunto a izquierda del funtor I.

Demostracion. Considerando las Definiciones 1, 2 y 3, tenemos que (¢x : X —
B(X))xeobj(Top) € una transformacién natural ¢ : 1y, = ToBy (B(X),¢x)
es la reflexién de X por I , para cada X €Ob)j (Top); por lo tanto 5 es adjunto

a izquierda de I.
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3. FUNTORES DE ALEXANDROFF

El primer método general de compactacion para espacios topologicos abstractos
fue el de compactacién por un punto de Alexandroff [2]. La construccién se
disend para obtener una compactacién de Hausdorff de un espacio topolégico
no compacto que necesariamente debe ser de Hausdorff y localmente compacto.
Sin embargo, el mecanismo puede aplicarse a cualquier espacio topoldgico y el
espacio resultante es compacto, y una compactacién del espacio original si éste

es no compacto.

A diferencia de la construccién de Stone-Cech en este caso no hay una propiedad
universal y no se obtiene de manera inmediata un comportamiento funtorial
para este mecanismo. Describiremos la construcciéon de Alexandroff ubicdndola

en diferentes contextos de tal manera que resulte funtorial.

3.1. Construccion de Alexandroff.

En esta seccién a partir de un espacio topolégico X se construye un nuevo
espacio topolégico X*. El conjunto subyacente de X* es X U{wx}, donde wx
es un elemento que no pertenece a X.

Se define 7* como TU{AU{wx}: A €7y A° es compacto en X}, donde T es

la topologfa de X. Verifiquemos que 7* es una topologia sobre X U {wx }:

Como @ € 7y 7 C 7%, tenemos que @ € 7" y dado que X € 7y X® = & es
compacto en X, X U{wx} € 7*.

Si A y B son dos abiertos de X con B¢ compacto en X, tenemos que A N
(BU{wx}) = AN B es abierto en X y por consiguiente estd en 7*. Si Ay B
son abiertos en X, y A°y B¢ son compactos en X, (AU {wx})N(BU{wx}) =
(AN B) U{wx} es un elemento de 7*, puesto que (AN B)“ es compacto por

ser la unién de dos compactos de X.
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Para verificar que la unién de los elementos de una subcoleccién arbitraria de 7*
estd en 7, seleccionamos de ésta, primero los elementos de 7 y posteriormente
los de 7 . 7. Si verificamos que las anteriores subcolecciones son cerradas para
uniones arbitrarias y ademds que la uniéon de un elemento de 7 con un elemento
de 7" . 7 estd en T*, se tiene el resultado deseado. En el primer caso, tenemos
que 7T es cerrado para uniones arbitrarias, puesto que 7 es una topologia sobre

X. En el segundo caso, si {A; U{wx}},.; es una familia de elementos de 7*,

Y (40 fux)) = ((g41) U fus)

el

c
es un elemento de 7%, debido a que <£1Ai) = iQIAf es compacto por ser un
subconjunto cerrado de un compacto. Ademads, si A y B son elementos de 7
con B¢ compacto en X, AU(BU{wx}) = (AUB)U{wx} estd en 7%, ya que
(AU B)° = A°N B¢ es compacto por ser un cerrado contenido en un compacto.

Por lo tanto 7* es una topologia sobre X U {wx }.

Proposicion 7. X* es compacto y si ademds X no es compacto entonces X
es denso en X*.
Demostracion. Si U = {B;},_;

de X*, podemos tomar cualquier ko indice de K y considerar el abierto Cy,

U{Cr U{wx}},cx es un cubrimiento abierto

U{wx}. Como Cf | es compacto en X, {B;}, ;U{Cl}yc i (,) Se Puede reducir

Jje€J
a un subcubrimiento finito de Cf . Luego, existen J; y K subconjuntos finitos
de J y K respectivamente, tales que la coleccién {Bj},c; U{Ck}lrer, ik}
cubre a Cp . Por lo tanto {B;};_; U {Ck}rc(x,ur,}) € un subcubrimiento

finito de U que cubre a X*. Con lo cual se concluye que X* es compacto.

Notando ix como la inclusién de X en X*, tenemos un homeomorfismo entre
X eix (X). Si tomamos una vecindad V' de wy, tenemos que V = AU {wx}
y ademds (AU {wx}) N X es diferente de vacio, siempre que X sea no com-
pacto. Luego wx pertenece a la adherencia de X, asi, de la Definicién 1 te-

nemos que X* es una compactacién de X. En caso tal que X sea compacto,
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X* es un espacio topoldgico compacto para el que wx es un punto aislado
(es decir, X # X*) .

En lo que sigue del texto, se utilizara la letra griega w para simbolizar la asig-
nacién de espacios topolégicos compactos con respecto al mecanismo anterior,
es decir, w (X) = X*. Si X no es compacto, w (X) se denomina compactacién
de Alexandroff de X.

Si consideramos una aplicacion continua f: X — Y entre espacios topologi-

cos, definimos la aplicacién w (f) : w (X) — w (Y') como sigue:

w(f)(@)=f(z) sizeX vy w(f)(wx)=wy

donde Y U{wy}=w(Y).

Tomando un subconjunto abierto B de w (Y'), tenemos que B es subconjunto de
Y o B = B'U{wy }. En el primer caso la imagen reciproca de B por w (f) serd un
abierto en X y por lo tanto en w (X)), puesto que 7 C 7*. En el segundo caso
w(HTHB U{wy}) =w ()T (B)Uw(f) " (wy) = f7(B) U{wx}. Luego,
para que [~ (B')U{wx} sea abierto en w (X) es necesario que (f~* (B’)) ¢ =
f~1(B’®) sea compacto en X. Por consiguiente, en general, w (f) no serd una

funcién continua.

En la seccién 3.3 estudiaremos algunos contextos en los que w (f) resulta con-
tinua. Necesitaremos introducir las nociones de aplicacién propia, cuasipropia
y fuertemente continua, y algunas proposiciones adicionales. Estas definiciones

y proposiciones son tomadas de [1], [6], [11] y [12].

3.2. Compactacion de Alexandroff de espacios Ts-localmente com-

pactos.

Proposicién 8. X es Ty y localmente compacto si y solamente si w (X) es
Ts.
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Demostracion. Si z,y € w(X) con ¢ # y y z,y € X, podemos separar a
de y por vecindades disyuntas, puesto que X es To y 7 C 7*. Sixz € X y
y = wyx, existe V,, vecindad de x, tal que V,, es compacto en X, puesto que X
es localmente compacto. Por lo tanto V, y [7ANY {wx} son abiertos disjuntos

que contienen a z y wx respectivamente; luego w (X) es Ta.

Reciprocamente: Si w (X) es To entonces X es T, puesto que el axioma Ty es
hereditario. Como w (X) es compacto y Ta, w (X) es localmente compacto, y

como X es abierto en w (X), se tiene que X es localmente compacto.

Ejemplo 2. Si consideramos el conjunto Q de los racionales con la topologia
de subespacio inducida por la recta real, w (Q) no es Ty, puesto que Q no es

localmente compacto [18].

Con el fin de ilustrar algunos ejemplos de compactaciones, se considera el si-

guiente resultado cuya demostracién encontramos en [13].

Proposiciéon 9. Si X es no compacto, localmente compacto y To entonces
dos compactaciones de Hausdorff de X por un solo punto son topolégicamente

equivalentes, y por tanto topolégicamente equivalentes a la compactacion de

Alexandroff de X.

En los siguientes ejemplos se muestra un espacio en el que la compactaciéon
de Stone-Cech y de Alexandroff no coinciden y un espacio en el que ambas

coinciden. Estos son tomados de [12] y [13].

Ejemplo 3. Si consideramos el espacio topoldgico X = [0, 1) con la topologia
usual, por la proposicién anterior tenemos que [0,1] = w([0,1)); usando el
Teorema 2, tenemos que w (X) # [ (X), puesto que la aplicacién continua
f:]0,1) — [—1,1] definida por f (x) = sen (1/ (1 — z)) no se puede extender a

una aplicacién continua f :[0,1] — [—1,1].
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Ejemplo 4. Sea (C, <) un conjunto bien ordenado, no numerable y con dltimo

elemento b. Si a es el primer elemento de C, definimos el siguiente conjunto:

M = {z € C/[a,z) es no numerable}

Puesto que b € M, M # &. Si Q es el primer elemento de M, consideremos el

conjunto [a, ] con la topologia del orden, cuya base es :
B ={[a,z)/z € [a,Q} U{(z,y) /z 2y, z,y € [0, Q} U{(2,9] [z € [a,Q}

Como {[a,z) /z € [a,2)} es un cubrimiento abierto de [a,2) que no se puede
reducir a uno finito, tenemos que [a,{2) es no compacto. Veamos que [a, ] es

Ts-compacto.

Sean z,y € [a,Q] con x # y. Si existe algun t € (z,y), entonces [a,t) y (¢, Q]
son entornos disjuntos de x y y, pero si (z,y) = &, [a,y) ¥ (z,§] son una

separacién de x y y; por lo tanto [a, Q] es Ts.

Para U = {U;},.; cubrimiento abierto de [a, (2], consideremos el conjunto:

A= {x € [a,Q] /3F, C I finito con [a,z] C U Ui}

1€EF,

a € A, luego A # &, ademds, A es un intervalo. Como [a, Q] es bien ordenado
y estd acotado superiormente, existe ¢ = Sup (A) (a < ¢). Si suponemos que
¢ <, como U es un cubrimiento abierto de [a, §2], existe ig € I con ¢ € Uj,.

Por lo tanto existen z,y € (a,2) con z < y, tales que ¢ € (x,y) C U;,, asi,
la,y] € Y Ui UU;, UU;, donde y € Uy,
[AS O

lo cual contradice que ¢ = Sup (A), luego ¢ = Q. Con lo que concluimos que

Q € A, luego [a, (] es compacto.
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Como [a,Q) = [a,)], tenemos que [a, (2] es una compactacién Ty de [a, (),
implicando que [a, Q) sea localmente compacto y Ts. Asi, por la Proposicién 9
w ([a, Q) = [a,2).

[a, 2] es To-compacto, luego es normal y T;. Para A y B subconjuntos cerrados
y disjuntos en [a, ), verifiquemos que o A o B estdn acotados superiormente
en [a,(2). Si ninguno estuviera acotado, existen {a,},cy € Ay {bn},cn € B

tales que para todo n € N, a,, < b, < ap41. Por la definicién de €2 tenemos que

D ={a,/ neN}U{b,/ n €N}

estd acotado superiormente en [a,{2), puesto que de lo contrario [a,) =
UN [a,a,] serfa numerable. Por lo tanto existe ¢, extremo superior de D en
ne

[a,€2). Como para todo n € N a, < b, < an.1, se verifica que c € ANB =

AN B, lo cual es absurdo. Por lo tanto i (A) N i(B) = @, luego por la

Proposicién 6, se tiene que [a,Q] = [([a,)).Con lo cual concluimos que
[a,9)] = w([a, Q) = B ([a,2)).

3.3. Contextos en los que w es un funtor.

Iniciamos la seccién mostrando que el operador w en cualquier contexto respeta
composicién e identidades, razén por la cual en adelante no verificaremos estas

propiedades.
Proposicion 10. w respeta identidades y composiciones.

Demostracion. Para los espacios topoldgicos X, Y y Z consideremos los si-
guientes diagramas:
X & wX)
Ix | lox) Hw(ly)
X &)
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Size X, wlx)(z) =2 = l,x) (z), y para wy, l,x)(wx) = wx =

x
w(lx) (wx), por lo tanto w(lx) = 1(x)-

X & w(X)
fi Lw(f)
Yy & w(Y)
gl 1wl
Z & w(2)

Stz e X, (w(gow(f) (z) =w(g)(w(f) (@) = w(g) (f(z)
(gof)(x) = wlgef)(@) v (wlgow(f) (wx) = w(g)(
w(g) (wy) =wz =w(go f)(wx), es decir w(g)ow(f

~

~—
Il
€
—
<
o
~
~—

Si nos situamos en categorias cuyos morfismos son funciones continuas, w no
podré verse como funtor, pues w (f) no necesariamente es continua cuando
f es continua (Seccién 3.1). Se requiere entonces situarse en sub-categorias
convenientes de la categoria de los espacios topoldgicos, lo cual puede hacerse

de diversas maneras. En esta seccion presentamos algunas de ellas.

3.3.1.  Funciones propias.

Definicién 5. (Tomada de [11].) Se dice que una aplicacion f: X —Y es
propia Si:
1. f es continua.

2. Para todo espacio topoldgico Z, f x 17 es una aplicacion cerrada de
XXxXZenY xXZ.

La siguiente proposicién nos permite caracterizar las funciones propias.

Proposicién 11. (Tomada de [6].) Una aplicacion f: X —Y es propia si
y solamente si f es cerrada, continua y para todo y €Y, f~1(y) es compacto
en X.
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Proposicion 12. La composicién de funciones propias es propia.

Teorema 5. Si f: X — Y es propia entonces w(f):w(X) - w(Y) es
propia.

Demostracion. Por la Proposicion 13 de la siguiente seccidon tenemos que f
envia compactos en compactos por imagen reciproca, hecho que implica la
continuidad de w (f). Ahora, si A es un subconjunto cerrado de w (X); A es
cerrado y compacto en X 6 A = A" U{wx} donde A’ es cerrado en X. En el
primer caso w (f) (A) = f (A), el cual es cerrado y compacto en Y puesto que
f es cerrada y continua; en el segundo caso w (f) (A’ U{wx}) = f (A")U{wy},
donde f (A’) es cerrado en Y, ya que f es cerrada. Por lo tanto w (f) es cerrada.
Para y € w(Y) se tiene que y € Y 6y = wy. Siy = wy, w(f) ' {uwy}) =
{wx}, el cual es un subconjunto compacto de w (X);siy € YV, w(f) " (y) =
f~1(y) es un subconjunto compacto de X. Asf, f=!(y) es un subconjunto

compacto de w (X), luego por la Proposicién 11 tenemos que w (f) es propia.

De la Proposicién 12 y el teorema anterior se desprende el siguiente resultado.

Teorema 6. w es un funtor de la categoria Top, de los espacios topoldgicos
con morfismos las funciones propias en la categoria Comp, de los espacios

topoldgicos compactos con morfismos las funciones propias.

3.3.2.  Funciones cuasipropias.

Definicién 6. (Tomada de [11].) Se dice que una aplicacion f: X —Y es
cuasipropia Si:
1. f es continua.

2. f envia compactos en compactos por imagen reciproca.
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Proposicién 13. (Tomada de [11].) Toda aplicacidn propia es cuasipropia.
La siguiente proposicién es evidente.

Proposicion 14. Si f: X — Y es una aplicacion continua, X es un espacio

topoldgico compacto y Y es To entonces f es propia.

Si aplicamos la Definicién 6, w es un funtor de la categoria Top,, de los es-
pacios topoldgicos con morfismos las funciones cuasipropias en Comp. Por la
Proposicién 8 sabemos que w (X) es Ty siempre que X sea T y localmente com-
pacto. Por consiguiente si queremos que w transforme funciones cuasipropias
en funciones cuasipropias debemos situarnos en los espacios Ty y localmente

compactos.
En lo que sigue de esta seccion los espacios serdn siempre Ty y localmente

compactos.

Teorema 7. Si f: X — Y es cuasipropia entonces « (f) es cuasipropia.
Demostracion. Como « (f) es una funcién continua de un espacio topolégico
compacto en un espacio topolégico Ts, por la Proposicién 14, tenemos que

a (f) es propia, lo cual implica que es cuasipropia (Proposicién 13).

Teorema 8. Si f: X — Y es cuasipropia y X y Y no son compactos entonces

a(f) es la dnica aplicacion continua que hace conmutar el siguiente diagrama.

X < a(X)
L Lalp
Y & a(y)
Demostracion. Si existe una aplicacién continua w de « (X) en «a (Y) tal que
woix = a(f)oix, tenemos que w (X) = a (f) (X), como X = a(X) y a(Y)

es Tq se concluye que w = « (f).

Del Teorema 7 y la Proposicién 8 tenemos el siguiente resultado.
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Teorema 9. w es un funtor de la categoria ToLComp,, de los espacios
topoldgicos To y localmente compactos con morfismos las funciones cuasipro-
pias en la categoria ToCompg, de los espacios topolégicos To-compactos con

morfismos las funciones cuasipropias.

En la siguiente seccion se consideran aplicaciones méas generales que las cuasi-

propias y espacios topoldgicos con una condicién adicional.

3.3.3.  Funciones fuertemente continuas.

Definicién 7. (Tomada de [1].) Se dice que una aplicacion f : X — Y es
fuertemente continua si:

1. f es continua.

2. f envia abierto-compactos en abierto-compactos por imagen reciproca.

La demostracién de la siguiente proposicién se encuentra en [1] y se utilizard para

demostrar los resultados posteriores a esta.

Proposicion 15. Sea X un espacio de Hausdorff, localmente compacto y total-
mente disconezo. El conjunto B (X) = {A C X : A es abierto-compacto en X}

es una base para la topologia sobre X.

Teorema 10. Si X es Ts-localmente compacto y totalmente disconexo en-
tonces w (X) es Ta-localmente compacto y totalmente disconexo.

Demostracion. Como X es Ta y localmente compacto entonces w (X) es To-
compacto (Proposicién 8), y por consiguiente T y localmente compacto. Para
verificar que w (X) es totalmente disconexo, veamos cémo son los abierto-

cerrados de w (X):

A es un abierto-cerrado de w (X)) si y solamente si

A € {C C X : C es abierto-cerrado y compacto en X'}
6 Ae{CU{wx}: C es abierto-cerrado en X y C° es compacto en X }.
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Como X es totalmente disconexo, para x y y puntos diferentes en X, existe U
abierto-cerrado de X tal que z € U y y € U°. Por la Proposicién 15, existe un
abierto-compacto V en X tal que z € V C U y como X es Ts, tenemos que V'
es cerrado en X. Por lo tanto V' es un abierto-cerrado de w (X') que contiene a
{z} y no contiene a {y}. Ahora, si z € X y y = wx, siguiendo la construccién
anterior, existe V' abierto-cerrado de w (X) que contiene a {x} y no contiene a

{wx}. Concluimos que w (X) es totalmente disconexo.

Teorema 11. Si f : X — Y es una aplicacion fuertemente continua en-
tre espacios To-localmente compactos y totalmente disconexos entonces w (f) :
w(X) = w(Y) es fuertemente continua.

Demostracion. Para verificar este resultado, veamos que w (f) envia abiertos
bésicos de w (Y) en abiertos basicos de w (X) por imagen reciproca. Si B es
un abierto-cerrado de w (Y') contenido en Y, B es abierto-cerrado y compacto
enY yw(f) '(B) = f1(B). Como f es fuertemente continua, f~' (B) es

abierto-cerrado y compacto en X, luego f~! (B) es un abierto-cerrado de w (X).
Si B es un abierto-cerrado de w (Y) y B = B’ U {wy }, tenemos que B’ es un
abierto-cerrado de Y con B’® compacto en Y y w (f) " (B’ U{wy}) = f~* (B')
U{wx}. f~1(B’) es un abierto-cerrado de X y f~1(B") = [f~1(B")] es
compacto en X, puesto que f es fuertemente continua. Por lo tanto, w (f) es

fuertemente continua.
Del teorema anterior y del Teorema 10 se desprende el siguiente teorema.

Teorema 12. w es un funtor de la categoria ToTDLCompy. de los espacios
topologicos Ts, totalmente disconexos y localmente compactos con morfismos
las funciones fuertemente continuas en la categoria ToTDCompy. de los es-
pacios topoldgicos Ts, totalmente disconexos y compactos con morfismos las

funciones fuertemente continuas.
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3.4. Comentarios finales.

Considerando los resultados de la seccion 3, en el siguiente diagrama se re-

sumird el comportamiento de w y del operador inclusién I utilizando las flechas

— , --» para indicar: -si es funtor- y -no es funtor- respectivamente.
w
Top_-»>Top ToppéCompp
I I
TgLComp:w:TgComp TgLCOmpcpéTQComp
i i
w
Topcpe——;}Comp TQTDLCOmpfcéTQTDCOmpr
i N

I
Al igual que para el funtor § seria deseable que el funtor w tuviese adjunto a

derecha en cada una de las sub-categorias consideradas, lo cual no se tiene en
realidad y serd demostrado a través del siguiente teorema que incluye los casos

anteriormente citados.

Teorema 13. FEl funtor w no tiene adjunto a derecha en ninguna de las tres
sub-categorias consideradas.

Demostracion Top. y ToTDLCompy. son sub-categorias con coproductos
finitos, puesto que para la familia de espacios topolégicos (Xi):‘l:p la suma
topoldgica ajena I1X;, junto con las inyecciones (in; : X; — II1X1i)!" | es un co-
producto en estas sub-categorias. Si suponemos que w tiene adjunto a derecha,
w preserva coproductos, es decir, (w (in;) : w (X;) — w (I1X7));_, es un copro-
ducto en Top., y ToTDLCompy., respectivamente; lo cual es contradictorio

puesto que w (I1X;) no es homeomorfo a Iw (X;).

En el caso de la categoria ToLComp., podemos considerar sin restriccién
alguna el coproducto de una familia (X H)ue s arbitraria de espacios topoldgicos
y llegar a la conclusién anterior. Asi, concluimos que w no tiene adjunto a

derecha en ninguna de las sub-categorias consideradas.
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