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ECUACION HOMOGENEA DE BOLTZMANN CON
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RESUMEN. Se prueba un teorema de existencia y unicidad local para la
ecuaciéon homogénea de Boltzmann con término de fuerza integrable con
respecto al tiempo.
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ABSTRACT. We prove an existence theorem and local uniqueness for the
homogeneus Boltzmann Equation with an force of term integrable with
regard to the time.
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1. INTRODUCCION

La ecuacién espacialmente homogénea de Boltzmann sin término fuerza es

of . |
(1.1) a(t,v) = Q(f, f)(t,v) sobre (0, +o0) x R?

£(0,v) = fo(v) sobre R?

donde f(0,v) es una funcién no negativa, la cual describe la evolucién en el
tiempo inicial de la distribucién de las particulas esfericas, que se mueven con
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velocidad v. El lado derecho Q(f, f), es llamado operador de colisidn y viene
dado por:

12 e = [ [ (A= £0B: —udud
aqui f = f(v), i = fu), [ = f(') y fi = f(u) donde v" y ' son las
velocidades después de la colision eldstica de dos particulas , v y u las veloci-

dades antes del encuentro y S? = {w € R*\|w| = 1}. @ puede ser escrito como

Q = Q4 — Q; donde
(13)  Quf Nt =0 / / w.(v—u) f(t,0) f(t, 0 )dwdu
s3 Jro

y

(1.4 Q. P0) = 7o (te) [ o= ulf(e o
Siendo ¢ una constante proporcional al area de la esfera.

Sea

(1.5)

v /]R3 /w 1 )+f( ) (v ) f(u)g(v)—f(v)g(u)ldwdu
Q* es simétrico y Q*(f, f) = Q(f, f).Ver [4].

Una parametrizacién de estas velocidades es:

vt u |Juv—ul

1.6 =
rovtu v —u
u = - w
2 2

donde w es un vector unitario sobre la esfera S2. En (1.2), 6 es el dngulo entre
v —u yu—w.
Una parametrizacién diferente estd dada por
(1.7) v =v+ (u—0)-2)02
v; =u—((u—v)-2)02

con esta parametrizacion, el operador de colisién toma la forma (1.2) con dw
reemplazado por df2 exepto que ahora el Kernel B toma la forma 2B(0, |v —
u|)cosh.

La forma precisa del Kernel B depende de las propiedades fisicas del gas que
es el objeto de estudio. Aqui consideramos el caso “Potencial Fuerte”:

(1.8) B(#;|v —v1]) = b(8)|v — u|?, con 3 € (0,2]
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en esta caso b es continuo en (-3, 7 ), ademas asumimos que b € Ll((—g, )

La ecuacién homogénea de Boltzmann con término fuerza que consideraremos
es
af 3
e LG EC Va0 = QU ven (0, 4o0) xR
£(0,v) = fo(v) sobre R3

donde F : (0,00) x R® — R3, se supone integrable con respecto al tiempo.

Se define el espacio L), = {f : || f|[1,, < oo} siendo

17l = [ 0+ BB,

este espacio es de Banach; ver [4].

Una referencia general para la ecuacién de Boltzmann es Cercignani [3] 6 Cer-
cignani, Illner, Pulvirenti [4], en donde se encuentran atin mds referencias y mu-
chos detalles sobre el desarrollo de la teoria matematica. La pregunta de exis-
tencia y unicidad de soluciones de la ecuacién de Boltzmann (1.1) fué primero
dirigida por Carlemann [2] y la L!-teorfa fué desarrollada por Arkeryd [1] y
Elmroth [7] los cuales probaron que todos los momentos que inicialmente son
acotados, permanecen acotados uniformemente en el tiempo. Desvilletes [5]
probéd que si algin momento del dato inicial de orden s > 2 es acotado, entonces
todos los momentos de la solucién son acotados para cualquier valor positivo.

Este resultado fué extendido por Wennberg [15, 16, 17] el cual probé que el
resultado dado por Desvilletes [5] es también verdadero cuando solamente la
energia del dato inicial es acotada y para cualquier seccién Cross general, tam-
bién sin la hipé6tesis de Cuttoff angular. Mischler y Wennberg [13] probaron
un teorema de existencia y unicidad con dato inicial en L} (IR?).

Para la ecuacién de Boltzmann no homogénea con término fuerza, tenemos
resultados recientemente demostrados por Galeano y Pérez [8], Galeano [9],
Galeano, Orozco y Vésquez [10, 11] cuando las ecuaciones no son homogéneas.
Especialmente para la ecuacién (1.9) no conocemos resultados. Este articulo
es una extensién de los resultados mencionados anteriormente a la ecuacién ho-
mogénea de Boltzmann con término de fuerza donde este término es integrable
con respecto al tiempo.

Aqui demostraremos el siguiente teorema:
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Teorema 1.1. Sean fo(v) € L, el conjunto M = {f € L} : ||f|l, < R},
supongamos la existencia de un R y T tales que R < 46(;)T, donde c(p) es

una constante y con F independiente de f, e integrable con respecto al tiempo,
entonces existe una unica solucién local de (1.9)

Este articulo lo dividimos en cuatro lemas y la demostracion del teorema.

2. DESARROLLO
Se define

(2.1) f#(t,v) = f(tm—&-/o F(r,z,v)dr)

entonces

t
G0 = for FoVuf = QU Dot [ Fir) = QF(D(k0),
0

por lo tanto

(2.2) FE(t0) = F£(0,0) + / Q* (1, f) (s, v)ds

Lema 2.1.
Q7 (f, )t v) = QUfF, f7)(t,v)
Demostracion. Sabemos que Q(f, f) = Qq(f, f) — Qi(f, f) por tanto

t
QF (£.Pt0) = Qu(s. i+ [ Far)
zo'/sgr A3w-(v—u)f(t,vl +/OthT)f(t,u/ —|—/OthT)dwdu
= J/ / w- (v —u)fF0) fF(tu)dwdu
sz Jre
:Qg(f#vf#)(tvv)

t
QF (£.Pt0) = Qu A D)to+ [ Pan
¢ t
= Fd — Fdr)d
7raf(t,v+/0 7')/]RS v u\f(t,u—i—/o 7)du

:ﬂaf#(tv)/ v — | f#(t,u)du
RB
= Quf*. f)(tv)
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por lo tanto la igualdad (2.2) puede escribirse como

(2.3) f#(uv)::ﬂxv)+?é QU 1#)(s,v)ds

Lema 2.2 (Desigualdad de Povzner). Supdngase p > 2, f, g € Lzl, yf >0,
g > 0, entonces tenemos que existe c(p) > 0,tal que

/R3(1 + )2 1Q(f, 9)ldv < c){I|fll1pllgll2 + llgll1 ol f1]1,2}
Demostracion. Ver [4, pag.188] O
Lema 2.3. Q*(f, f — g)(t,v) = Q*(f, /)(t,v) — Q*(f,9)(t,v)

Demostracion.
@S —pwe =g [ [ @) o)+ o)
= f)(f = 9)(v) = F()(f = g)(u)ldwdu

luego
Q (.~ 9)lt0) =
5 L[ s+ F ) - F) 1)~ o) fw)ldud
R3 J|w|=1
5 L[ et + fet) - Fage) - fwg(ldud
R Jjw|=1
= Q" (. )(t0) ~ Q(£.9)(t.0)
(]
Lema 2.4. ||fll12 < [[flhp, P=2, f=0
Demostracion.
1Al = [ 0+ RP)r@la
v 2 % v v
< [ APl
=171l
(]

Demostracion del teorema 1.1. De (2.3) tenemos que

If#(tv)lﬁlﬁﬂvﬂ-+j€\QKf#,f#)KSJOdS
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luego

(L+ o) 2| f# (k)] < (1+\UIZ)%Ifo(v)IJr/0 (1+ o) EQU, £#)(s,v)ds

[Pt < [ 0Pl
R3 R3

t
2% # o#
[ AU (s oo,

lo cual implica

t
177 )l < ||fo||1,p+/0 I p 1 Wz + 1L 11l S 11,2} ds

si se define el operador

T:M—>L%p

t
£ (1) = o) + [ @ (7 ) (s 0)ds,

0

entonces por los cdlculos anteriores tenemos,

() e < Mfo@)ll1p + 2T ,,

1/ R
1p < 2\ Tew) entonces

1p < 5 I1f#]

por tanto si ||fo(v)]

H
=
SRy

R R
() llp < 5 +2Te@)I#IR, < 5 +2Telp) {7 =

=~
N
2
=
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es decir 7 envia M en M, ahora sean f,g en M, entonces

I7(f) = 7(Dlp < /0 [Q* (7, F7)(s,0) = Q" (97, 97)(5,v)]ds

- / Q°(F#, F#)(5,0) — Q*(f#,g%)(s,0) + Q°(F#,9%)(5,v) — Q" (g%, g#)(s,v))ds
- / Q" (F#, 1# — g#)(s,0) + Q*(1* — g*, g%)(s, v)|ds

- / Q" (F#, F# — g#)|(s, v)ds + / Q" (F* — g#,g%)|(s,v)|ds

< Te@)If#pllF7 = g% [z + 1fF 12l /% = g% lp]
+Te@IF* = g% |lipllg® Iz + 1F* = g% [1.2]lg7[]1,]
< Te@) 2 |pll 7 = g% |lip + 2117 — g7 [115]197]
< 2Tc(p)||f# ~ g#”lp 1 #1p + g™ [11.0)

< 2Ty | Tormy ||f# alhv

asi, 7 es una contracciéon. Aplicando el teorema del punto fijo de Banach se
deduce el teorema. O

1711]
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