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Resumen. Se prueba un teorema de existencia y unicidad local para la

ecuación homogénea de Boltzmann con término de fuerza integrable con

respecto al tiempo.
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Abstract. We prove an existence theorem and local uniqueness for the

homogeneus Boltzmann Equation with an force of term integrable with
regard to the time.
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1. Introducción

La ecuación espacialmente homogénea de Boltzmann sin término fuerza es

(1.1)


∂f

∂t
(t, v) = Q(f, f)(t, v) sobre (0,+∞)× R3

f(0, v) = f0(v) sobre R3

donde f(0, v) es una función no negativa, la cual describe la evolución en el
tiempo inicial de la distribución de las part́ıculas esfericas, que se mueven con
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velocidad v. El lado derecho Q(f, f), es llamado operador de colisión y viene
dado por:

(1.2) Q(f, f)(t, v) =
∫

R3

∫
S2

(f
′
f

′

1 − ff1)B(θ; |v − u|)dwdu

aqúı f = f(v), f1 = f(u), f
′

= f(v
′
) y f

′

1 = f(u
′
) donde v

′
y u

′
son las

velocidades después de la colisión elástica de dos part́ıculas , v y u las veloci-
dades antes del encuentro y S2 = {w ∈ R3\|w| = 1}. Q puede ser escrito como
Q = Qg −Ql donde

(1.3) Qg(f, f)(t, v) = σ

∫
S2
+

∫
R3
w.(v − u)f(t, v

′
)f(t, u

′
)dwdu

y

(1.4) Ql(f, f)(t, v) = πσf(t, v)
∫
R3
|v − u|f(t, u)du

Siendo σ una constante proporcional al área de la esfera.
Sea
(1.5)

Q∗(f, g)(t, v) =
1
2

∫
R3

∫
|w|=1

q[f(v
′
)g(u

′
)+f(u

′
)g(v

′
)−f(u)g(v)−f(v)g(u)]dwdu

Q∗ es simétrico y Q∗(f, f) = Q(f, f).Ver [4].

Una parametrización de estas velocidades es:

v
′

=
v + u

2
+
|v − u|

2
w(1.6)

u
′

=
v + u

2
− |v − u|

2
w

donde w es un vector unitario sobre la esfera S2. En (1.2), θ es el ángulo entre
v

′ − u′
y u− v.

Una parametrización diferente está dada por

v
′

= v + ((u− v) ·Ω)Ω(1.7)

v
′

1 = u− ((u− v) ·Ω)Ω

con esta parametrización, el operador de colisión toma la forma (1.2) con dw
reemplazado por dΩ exepto que ahora el Kernel B toma la forma 2B(θ, |v −
u|)cosθ.
La forma precisa del Kernel B depende de las propiedades f́ısicas del gas que
es el objeto de estudio. Aqúı consideramos el caso “Potencial Fuerte”:

(1.8) B(θ; |v − v1|) = b(θ)|v − u|β , con β ∈ (0, 2]
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en esta caso b es continuo en (−π2 ,
π
2 ), además asumimos que b ∈ L1((−π2 ,

π
2 )).

La ecuación homogénea de Boltzmann con término fuerza que consideraremos
es

(1.9)


∂f

∂t
(t, v) + F (t, x, v) · ∇vf(t, v) = Q(f, f)(t, v)en (0,+∞)× R3

f(0, v) = f0(v) sobre R3

donde F : (0,∞)× R3 −→ R3, se supone integrable con respecto al tiempo.

Se define el espacio L1
p = {f : ||f ||1,p <∞} siendo

||f ||1,p =
∫

R3
(1 + |ξ|2)

p
2 |f(ξ)|dξ ,

este espacio es de Banach; ver [4].

Una referencia general para la ecuación de Boltzmann es Cercignani [3] ó Cer-
cignani, Illner, Pulvirenti [4], en donde se encuentran aún más referencias y mu-
chos detalles sobre el desarrollo de la teoŕıa matemática. La pregunta de exis-
tencia y unicidad de soluciones de la ecuación de Boltzmann (1.1) fué primero
dirigida por Carlemann [2] y la L1-teoŕıa fué desarrollada por Arkeryd [1] y
Elmroth [7] los cuales probaron que todos los momentos que inicialmente son
acotados, permanecen acotados uniformemente en el tiempo. Desvilletes [5]
probó que si algún momento del dato inicial de orden s > 2 es acotado, entonces
todos los momentos de la solución son acotados para cualquier valor positivo.
Este resultado fué extendido por Wennberg [15, 16, 17] el cual probó que el
resultado dado por Desvilletes [5] es también verdadero cuando solamente la
enerǵıa del dato inicial es acotada y para cualquier sección Cross general, tam-
bién sin la hipótesis de Cuttoff angular. Mischler y Wennberg [13] probaron
un teorema de existencia y unicidad con dato inicial en L1

2(R3).

Para la ecuación de Boltzmann no homogénea con término fuerza, tenemos
resultados recientemente demostrados por Galeano y Pérez [8], Galeano [9],
Galeano, Orozco y Vásquez [10, 11] cuando las ecuaciones no son homogéneas.
Especialmente para la ecuación (1.9) no conocemos resultados. Este art́ıculo
es una extensión de los resultados mencionados anteriormente a la ecuación ho-
mogénea de Boltzmann con término de fuerza donde este término es integrable
con respecto al tiempo.

Aqúı demostraremos el siguiente teorema:
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Teorema 1.1. Sean f0(v) ∈ L1
p, el conjunto M = {f ∈ L1

p : ||f ||p ≤ R},
supongamos la existencia de un R y T tales que R < 1

4c(p)T , donde c(p) es
una constante y con F independiente de f, e integrable con respecto al tiempo,
entonces existe una única solución local de (1.9)

Este art́ıculo lo dividimos en cuatro lemas y la demostración del teorema.

2. Desarrollo

Se define

(2.1) f#(t, v) = f(t, v +
∫ t

0

F (τ, x, v)dτ)

entonces
d

dt
f#(t, v) = ft + F · ∇vf = Q(f, f)(t, v +

∫ t

0

Fdτ) = Q#(f, f)(t, v) ,

por lo tanto

(2.2) f#(t, v) = f#(0, v) +
∫ t

0

Q#(f, f)(s, v)ds

Lema 2.1.
Q#(f, f)(t, v) = Q(f#, f#)(t, v)

Demostración. Sabemos que Q(f, f) = Qg(f, f)−Ql(f, f) por tanto

Q#
g (f, f)(t, v) = Qg(f, f)(t, v +

∫ t

0

Fdτ)

= σ

∫
S2

+

∫
R3
w · (v − u)f(t, v

′
+

∫ t

0

Fdτ)f(t, u
′
+

∫ t

0

Fdτ)dwdu

= σ

∫
S2

+

∫
R3
w · (v − u)f#(t, v

′
)f#(t, u

′
)dwdu

= Qg(f#, f#)(t, v)

y

Q#
l (f, f)(t, v) = Ql(f, f)(t, v +

∫ t

0

Fdτ)

= πσf(t, v +
∫ t

0

Fdτ)
∫

R3
|v − u|f(t, u+

∫ t

0

Fdτ)du

= πσf#(t, v)
∫

R3
|v − u|f#(t, u)du

= Ql(f#, f#)(t, v)

�
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por lo tanto la igualdad (2.2) puede escribirse como

(2.3) f#(t, v) = f0(v) +
∫ t

0

Q(f#, f#)(s, v)ds .

Lema 2.2 (Desigualdad de Povzner). Supóngase p ≥ 2, f , g ∈ L1
p y f ≥ 0,

g ≥ 0, entonces tenemos que existe c(p) > 0,tal que∫
R3

(1 + |v|2)
p
2 |Q(f, g)|dv ≤ c(p){||f ||1,p||g||1,2 + ||g||1,p||f ||1,2}

Demostración. Ver [4, pag.188] �

Lema 2.3. Q∗(f, f − g)(t, v) = Q∗(f, f)(t, v)−Q∗(f, g)(t, v)

Demostración.

Q∗(f, f − g)(t, v) =
1
2

∫
R3

∫
|w|=1

q[f(v′)(f − g)(u′) + f(u′)(f − g)(v′)

− f(u)(f − g)(v)− f(v)(f − g)(u)]dwdu

luego

Q∗(f, f − g)(t, v) =
1
2

∫
R3

∫
|w|=1

q[f(v′)f(u′) + f(u′)f(v′)− f(u)f(v)− f(v)f(u)]dwdu

− 1
2

∫
R3

∫
|w|=1

[f(v′)g(u′) + f(u′)g(v′)− f(u)g(v)− f(v)g(u)]dwdu

= Q∗(f, f)(t, v)−Q∗(f, g)(t, v).

�

Lema 2.4. ||f ||1,2 ≤ ||f ||1,p, p ≥ 2, f ≥ 0

Demostración.

||f ||1,2 =
∫

R3
(1 + |v|2)|f(v)|dv

≤
∫

R3
(1 + |v|2)

p
2 |f(v)|dv

= ||f ||1,p
�

Demostración del teorema 1.1. De (2.3) tenemos que

|f#(t, v)| ≤ |f0(v)|+
∫ t

0

|Q(f#, f#)|(s, v)ds,
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luego

(1 + |v|2)
p
2 |f#(t, v)| ≤ (1 + |v|2)

p
2 |f0(v)|+

∫ t

0

(1 + |v|2)
p
2 |Q(f#, f#)|(s, v)ds

∫
R3

(1 + |v|2)
p
2 |f#(t, v)|dv ≤

∫
R3

(1 + |v|2)
p
2 |f0(v)|dv

+
∫ t

0

∫
R3

(1 + |v|2)
p
2 |Q(f#, f#)|(s, v)dvds,

lo cual implica

||f#(t, .)||1,p ≤ ||f0||1,p +
∫ t

0

c(p){||f#||1,p||f#||1,2 + ||f#||1,p||f#||1,2}ds

si se define el operador

τ :M −→ L1
1,p

f# −→ τ(f#) = f0(v) +
∫ t

0

Q∗(f#, f#)(s, v)ds,

entonces por los cálculos anteriores tenemos,

||τ(f#)||1,p ≤ ||f0(v)||1,p + 2Tc(p)||f#||21,p,

por tanto si ||f0(v)||1,p ≤ R
2 y ||f#||1,p ≤ 1

2

√
R

Tc(p) , entonces

||τ(f#)||1,p ≤
R

2
+ 2Tc(p)||f#||21,p ≤

R

2
+ 2Tc(p)

1
4

R

Tc(p)
=
R

2
+
R

2
= R,
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es decir τ env́ıa M en M , ahora sean f, g en M, entonces

||τ(f)− τ(g)||1,p ≤
∫ t

0

[Q∗(f#, f#)(s, v)−Q∗(g#, g#)(s, v)]ds

=
∫ t

0

[Q∗(f#, f#)(s, v)−Q∗(f#, g#)(s, v) +Q∗(f#, g#)(s, v)−Q∗(g#, g#)(s, v)]ds

=
∫ t

0

|Q∗(f#, f# − g#)(s, v) +Q∗(f# − g#, g#)(s, v)|ds

=
∫ t

0

|Q∗(f#, f# − g#)|(s, v)ds+
∫ t

0

|Q∗(f# − g#, g#)|(s, v)|ds

≤ Tc(p)[||f#||1,p||f# − g#||1,2 + ||f#||1,2||f# − g#||1,p]

+ Tc(p)[||f# − g#||1,p||g#||1,2 + ||f# − g#||1,2||g#||1,p]

≤ Tc(p)[2||f#||1,p||f# − g#||1,p + 2||f# − g#||1,p||g#||1,p]

≤ 2Tc(p)||f# − g#||1,p(||f#||1,p + ||g#||1,p)

≤ 2Tc(p)[

√
R

Tc(p)
||f# − g#||1,p

aśı, τ es una contracción. Aplicando el teorema del punto fijo de Banach se
deduce el teorema. �
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