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RESUMEN. Se presenta una discretizacion por elementos finitos de la ecua-
cién del gradiente de la densidad, previa sustituciéon exponencial de va-
riables. Con base en el teorema de punto fijo de Schauder se obtiene
la existencia de la solucién débil. Finalmente la efectividad del esque-
ma numérico propuesto se comprueba con la simulacién del condensador
MOS en régimen inverso.
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1. INTRODUCCION

El modelo de arrastre y difusién (DD) ha sido durante los ultimos 50 afios la he-
rramienta matematica por excelencia usada en el andlisis, simulacién y diseno
de dispositivos semiconductores [9], [10] . Sin embargo, debido a la gran carrera
de la miniaturizacion, el modelo DD se ha quedado corto en reproducir efectos
cuanticos tales como el tunelamiento cuantico y el confinamiento cuantico pro-
pios de estas escalas. Para superar este inconveniete M. G. Ancona [4] y G. J.
Tafrate [5] proponen el modelo del gradiente de la densidad, también conocido
como modelo cudntico de arrastre y difusién (QDD), aprovechando que éste es
una regularizacién dispersiva del modelo clésico de arrastre y difusién (DD),
que incorpora efectos cuanticos de una manera general y compacta. Por esta
razon este modelo es el indicado para reeplazar el modelo clasico DD.

Al considerar por completo las propiedades cuanticas de los electrones, aparecen
altas densidades, tales como fuertes capas de inversién y acumulacién, compli-
cando el andlisis matematico y haciendo imposible la obtencién analitica de
relaciones entre las cantidades fisicas en cuestién. Es asi como el tratamiento
ntumerico de dichos modelos se ha convertido en la tnica alternativa para la
obtencién de resultados realmente confiables. Sin embargo desde el punto de
vista del andlisis numeérico la tarea tampoco es trivial, pues el modelo QDD,
como veremos en la seccién 2, involucra un problema no lineal perturbado sin-
gularmente. La consecuencia es que los errores de consistencia en diferencias
finitas y de aproximacion en elementos finitos aumentan sobre mallas estandar
a medida que el paramentro de perturbacién tiende a cero.

Con el fin de evitar estos problemas, en [2] se propone un esquema no lineal de
diferencias finitas. Sin embargo, este esquema tiene la desventaja de no poder
considerar condiciones de Dirichlet homogéneas en la frontera, sino s6lo aproxi-
maciones del cero. Observandose que la solucién numérica es altamente sensible
para diferentes aproximaciones del cero, es necesario recurrir a refinamientos
de la malla en cercanias de la frontera en cuestion y de este modo aumenta el
costo computacional del célculo [14], [17]. En otra linea de investigacién se opta
primero por linealizar el problema empleando un método de Newton amortigua-
do y luego el problema es discretizado por medio de elemetos finitos lineales a
trozos. El pardmetro de amortiguamento del método de Newton se selecciona
de tal manera que se satisfaga un principio del maximo para poder garantizar
la positividad de la solucion del sistema de ecuaciones lineales provenientes de
la discretizacién [13].

En este trabajo proponemos un nuevo esquema numérico no lineal basado en
una transformacién exponencial de variables y elementos finitos, el cual conduce
directamente a una solucién positiva en contraste con [13]. Adem4s los sistemas
no lineales de ecuaciones obtenidos aqui son mucho mas simples que los deduci-
dos en [3], [12] y [13]. Las dos grandes ventajas de nuestra discretizacién son:
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su eficiencia para reproducir las capas limites con pocos puntos en la malla,
asi como su estabilidad con respecto a diferentes aproximaciones de la condicion
de Dirichlet homogenéa de frontera.

En la seccién 2 se presenta una deduccion del modelo QDD. Resultados de
existencia de la solucién débil de la ecuacién de la densidad del gradiente se
ilustran en la seccién 3. En la seccién 4 se describe el esquema de elementos
finitos propuesto. Finalmente en 5 se presentan resultados numeéricos para un
diodo MOS (metal-oxide-semiconducor).

2. DEL MODELO DD AL MODELO QDD

Las ecuaciones del modelo cuédntico de arrastre y difusién (QDD) pueden de-
ducirse directamente del modelo DD, de la siguiente manera: el modelo (DD) no
estacionario unidimensional en €2 := [0, 1] escalado estd descrito por el siguiente
sistema de ecuaciones diferenciales parciales

(2'1) _)\QGLEJDV =p—n-+ Cdop
(2.2) on = 0, Jp
(23) O = *895Jp

donde n = n(x,t) > 0 es la densidad de electrones, p = p(z,t) > 0 es la
densidad de huecos, J,, J, son las densidades de corriente de electrones y
huecos respectivamente dadas por

(2.4) In = pn(0zn — n0, Vi)
(2.5) Jp = —p1p(0xp — PO V5),

V = V(x) es el el potencial electrostético y V,, y V,, denotan los correspon-
dientes “potenciales de arrastre”de electrones y huecos. Los parametros fisicos
escalados son la longitud de Deybe A, las movilidades de electrones u,, y hue-
cos pp,. El perfil de dopaje Cyop = Clyop () representa una distribucién fija de
cargas en el material semiconductor.

Mientras que en el modelo cldsico (DD) los potenciales de arrastre V;, y V,, son
iguales al potencial electrostatico V' es decir V,, =V, = V, el modelo cuédntico
(QDD) debe incluir el “potencial cudntico”llamado potencial de Bohm [4], el
cual se le adiciona a los potenciales de arrastre, obtenieno asf :

(2.6) Vi ::V+528”‘/ﬁ, V, =V +¢ 528”*/5

Vi VP
donde ¢ es la constante de Planck escalada y £ la razén entre la masa efectiva
de electrones y huecos. Las densidades de corrientes de electrones y huecos se
determinan por las densidades de carga, los niveles cuanticos de cuasi-Fermi
F(z), G(z) y las movilidades, esto es

(2.7) Jn = pinn O F, Jp = —ppp 0,G.
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Sustituyendo las ecuaciones (2.6) y (2.7) en las ecuaciones (2.4) y (2.5) del
modelo (DD) tenemos que

(2.8) npndy F = pin, (&cn —nd,V — ne2d, (a‘”\/ﬁ)>

NG
Yy

87}%
(2.9) —ppp0:G = —pup («%p — p0,V + pée*o, ( ﬁ)) '

N/

Después de dividir ambos lados de las ecuaciones (2.8) y (2.9) por np, y —pip
respectivamente obtenemos

(2.10) O, F =

Ogn 5 Ozar/M
w0V - (ZE),
aatx
(2.11) @G:@Q—@V+&w4—4@)
P VP
Teniendo en cuenta que

Oy
0, (logp) = =L
p

e integrando con respecto a x, obtenemos el modelo de correcién cuédntica
(QDD), apartir de la ecuacién (2.1) como sigue:
—2%9,,V = p—n+ Cyop

zwf

Oz

0, (logn) =

(2.12) +logn -V =F
\/>
mxf

(2.13) —£2 VS L logp+V = -G
VP

y sustituyendo (2.7) en (2.2) y (2.3) se obtiene:

(2.14) O¢n = 0z (unn 0. F)

(2.15) Op = =0z (ppp 0;G)

Asi tenemos un sistema de cinco ecuaciones diferenciales de segundo orden con
variables V. n,p, F, G.

Para grarantizar que el sistema de ecuaciones (2.1), (2.12) - (2.15) corresponda a
un problema bien planteado, consideramos las siguietes condiciones de Dirichlet
que modelan los contactos resistivos del dispositivo

(2.16) n=np, p=pp, V=Vp+ Ve end,
(2.17) F=Fey+ Vegt, G=Geg+ Vet en 082

donde V;+ denota el voltaje aplicado al dispositivo y Feq, Geq son los valores
de equilibrio de los niveles cudnticos de cuasi-Fermi [4].
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Consideremos ademéds que la densidad de electrones y huecos en el instante
t=0es

n(-,0)=nr(-) y p(-,0) =pr(-) en Q
respectivamente.

El modelo QDD incorpora, a diferencia del modelo clasico de arrastre y difusién
(DD) las ecuaciones adicionales (2.12) y (2.13), las cuales contienen el término
de correccién cuantica. Dichas ecuaciones reciben el nombre de la ecuacion del
gradiente de la densidad para electrones y huecos respecivamente.

Desde el punto de vista numérico, las ecuaciones (2.1), (2.14) y (2.15) del mo-
delo QDD pueden resolverse por métodos comunes. Sin embargo las ecuaciones
del gradiente de la densidad (2.12) y (2.13) traen consigo nuevos retos numéri-
cos por su caracter no lineal y por ser problemas singularmente perturbados,
toda vez que en general las constantes escaladas son muy pequenas. En efecto
€2,6,02 = O(1072+~%) dando lugar a capas limites o internas [2], las cuales
no son féciles de reproducir por medio de esquemas de discretizacién estandar.

3. ECUACION DEL GRADIENTE DE LA DENSIDAD

Por simplicidad consideraremos el caso unipolar (un solo tipo de portador) de
la ecuacién del gradiente de densidad (2.12) homogenea:

a:rx\/ﬁ
_ 52( -
(3.2) n(0) = « n(1) = B.

sobre un dominio acotado 2 = (0, 1) y para un potencial dado V' € L*(12).

(3.1) ) + log(n)+V =0,

En [2] y [18] se senala que debido a los efectos cudnticos que ocurren al in-
terior del semiconductor, la densidad de electrones cambia en varios érdenes
de magnitud en un intervalo muy pequeno de longitud (capas limites). Con el
fin de considerar dicho comportamiento reemplazamos la variable de densidad
n por una variable u = %log(n). Esta sustitucién nos permite considerar las
rapidas variaciones de la densidad n, ademas de grantizar la positividad de la
solucién numérica de manera directa sin necesidad de recurrir a técnicas de
amortiguamiento del método de Newton para aseguren el principio del méximo
como las descritas en [13].

Despuies de multiplicar por /n la ecuacién (3.1) y de emplear la tansformacion
exponencial n = e obtenemos el problema en términos de la nueva variables
w:

(3.3) — 20" + "(2u+V) =0,

(3.4) u(0) = Jloa(a)  u(1) = 3 log(6).
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Es precisamente esta ecuacion la que estamos interesados en resolver por medio
del método de elementos finitos. Para ello multiplicamos (3.3) por cualquier
funcién ¢ € HE(Q) e integramos por partes, obteniendo la correspondiente
formulacion débil:

Encuentre u € up + Hj(Q) tal que
(3.5) 52/ e Opu Oypp dr + / (2u+V)e" ¢ dr =0, Yoe Hi(Q),
O Q

donde up es una extensién de las condiciones de frontera en H!(() .

Puesto que la formulacion de la ecuacion del gradiente de la densidad en térmi-
nos de la variable logaritmica u es novedosa, es de gran interés preguntarse acer-
ca de la existencia de su solucién débil. Para este fin necesitamos la siquiente
proposicién.

Proposicién 3.1. Sean V(z) € HY(Q) y V, V € R constantes tal que
V <V <V para todo x € Q.

Sea w € H{ () fijo. Entonces la siguiente “modificacién lineal”del problema
(3.5) :

(3.6) 52/ ¥ Oypu Oy dr + / 2u+V)e¥ ¢ de =0, Yo € Hi(Q),
Q o

tiene una tnica solucién u € H}(Q2). Ademés u es acotatada inferior y supe-
riormente, es decir

u <u <u paratodoz €

conu=-V/2yu=-V /2.

Prueba. La existencia y unicidad de la solucién de (3.6) se garantiza por el
teorema de Lax Milgram ([7]).

Ahora probemos que u es una cota inferior de u. Tomando como funcién Test
¢ = (u—u)” ( parte negativa de u — u ) en la ecuacién (3.6) tenemos,

(3.7) 0= 52/ eV Opu Op(u—u)” dx +/(2u—|—V)ew (u—u)” dx,
Q Q

38) = 62/ € (9u(u—u)")? do —|—/(2u+ V)e® (u—u)" da.
Q Q
La primera integral de (3.8) es positiva, y puesto que u = —V /2,
Qu+V)e” (u—u)~ > 2u+V)e* (u—u)~ >0

entonces también la segunda integral es positiva. Por lo tanto (3.8) se satisface
si y so6lo s (u —u)™ =0, lo cual implica u > w.
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De manera similar se demuestra que u < u. En efecto, sea ¢ := (u —u)" la
funcién Test. Entonces de la ecuacién (3.6) se tiene

(3.9 0= 62/ eV (Op(u—u)")? de + / (2u+V)e" (u—au)t dz.
Q Q

De nuevo la primera integral es positiva asi como la segunda, dado que u =
—V /2. Entonces (3.9) se cumple siempre y cuando (u — %)™ = 0, por consi-
guiente se debe tener que u < w. OJ

Teorema 3.1. El problema no lineal (3.3) - (3.4) tiene una solucién u en el
espacio Hg ().

Prueba. Para establecer la existencia de una solucién de (3.3) - (3.4), empleamos
el teorema de punto fijo de Schauder. Primero, definamos el conjunto cerrado,
convexo y acotado

N={pecl*Q):u<¢<u},
donde las cotas superior e inferior son dadas por u = =V /2y u = -V /2.
Ahora consideremos el operador de punto fijo T : N/ — A, donde u = T'(w) se
define como el u € HJ () tal que

(3.10) 52/ eV Oyu Oy¢ do + / (2u+ V)eY¢(x) dx = 0,
Q Q

para todo ¢ € HJ(2). Entonces, por la proposicién 3.1 existe una tnica solu-
cién de (3.10) y v = T'(w) también estard en N. Del teorema de punto fijo
de Schauder el operador T tendra un punto fijo en N, siempre que podamos
mostrar que T es un operador compacto. Para ello, tomemos ¢ = u en (3.10)
entonces

(3.11) 52/ oW (axu)Q dx +2/ oWy 2 dx:—/ eV,
Q Q Q
lo que implica
(3.12) e2et [|0pullFeq) +2e* ullizq) < € IVIInz@ollullrz o)

Luego claramente
(3.13)

et (|0sullta () + lulfaq) < € V2 (10sullte () + lullZe )

e

(3.14) lullma@) <

o también

Ve
IT @)y = lulmye < K, Yo e N

U—U

donde K := % |V]|2(q)- Por lo cual, T(N) es un conjunto acotado en
HYQ) .
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Usando la compacidad de la inmersién de H}(Q) en L?(€2) se concluye que
T(N) es un conjunto compacto en L?(Q), esto significa que el operador T es
un operador compacto. Aplicando el teorema de Schauder, el operador T tiene
un punto fijo en N. Por consiguiente existe una solucién de (3.3) - (3.4). O

Nota 3.1. De hecho, la soluciéon u tiene mayor regularidad. De la identidad
—&20p,u = €2(0,u)? — 2u — V € LY(Q) se tiene que u € W21(Q2). Ahora bien,
el teorema de inmersién de Sobolev [1] implica que d,u € L*() y por ende
tenemos u € H2(12).

Ahora que la pregunta sobre la solubilidad de (3.5) esta resuelta, concentremos
nuestra atencién en su solucién numérica.

4. DISCRETIZACION NUMERICA

Para calcular una aproximacién numérica de la solucién del problema (3.5),
consideremos una particién {0 = xg < 21 < ... < zy = 1} del intervalo [0, 1]
y denotemos por
hi=z;—zij—1, i=1,...,.N, y h:= i:ril’%?hoi.

Entonces tenemos:

N

[0,1] = U I; donde I; = [z;_1, ]

i=1

Sea ahora
Vii={p € HYQ): ¢|;, €Py, i=1,..,N}

el espacio de funciones lineales a trozos sobre 2, el cual es un subespacio de
dimensién finita de H{ () y es generado por la base {b1,...,by_1} con

i.i*l six € Ii7
T
Y TS :
bz(.’L') = Tﬂ S1 T € Ii+17
0 en otro caso .

Entonces, el problema discreto es el siguiente: Encuentre u;, € up + Vj, tal que
(4.1) 52/ e Opup, 0:b;(x) do + / (2up, + V)e*" bi(x) de =0,
Q Q

parai=1,.... N — 1.

Para resolver este sistema no lineal de ecuaciones es necesario primero evaluar
las integrales que aparecen en (4.1). Con este fin, calculamos de manera exacta
la primera integral de (4.1) y la segunda integral la aproximamos mediante
una regla de cuadratura basada en la interpolacién lineal de una de las partes
del correspondiente integrando. Lo anterior permite un facil tratamiento del
sistema no lineal discreto de ecuaciones.
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Maés explicitamente reemplazamos el problema discreto (4.1) por: Encuentre
up € up + Vj tal que

(4.2) 52/ e’ Oyup, 0b;(x) dx +/(2uh + Vet by(z) de =0,
Q Q

parai=1,.., N — 1, donde (-)! denota el interpolador lineal sobre la malla.

Despties de evaluar cada una de las integrales de (4.2) obtenemos el siguiente
sistema no lineal de ecuaciones

1 1 1
_ 2 Uj—1 2 ui _ 2 Witl 4 Z . eWi=1 (Qq. Vi
0 +e <hi+hi+1)e Ehi+1e +ghie (2ui—1 + Vic1)

(43) + %(hi + hiv1) € (2u; +V;) + éhi+1 et (2uip1 + Viga) = 0,
parai=1,...,N — 1.
Para resolver este problema usamos el método de Newton
P s i L I L)
donde w*! es la solucién del sistema lineal
JE R — —F(u[k]).

con F(u) : RN — RN dada por (4.3), y J¥ := F’(ul*) es la matriz Jacobiana
cuyas componentes son

2
1
—%e“”l + Ehieuifl (2ui_1 + ‘/;_1 + 2) si j =7—1
9,1 1 w 1 w L
e*(— + Ye'i + —(h; + hi—1)e" (2u; + V; +2) sij=i
Jij = hi  hit1 3

e? 1

———e%itl *hi+1€u"'+1 (2ui+1 + Vi+1 =+ 2) si j=1+1
hit1 6

0 en otro caso.

Nota 4.1. Reescribiendo la ecuacién (4.3) en términos de la variable s; = e*i
obtenemos

25 a(i 1,) et Glog(si) 4 Vi
€ h,-+£ hi+hi+1 S$;i—¢€ h,-+1+6 i i1 (2log(si—1) + Vic1)

1 1
(4.4) + g(hi + hit1)si(2log(si) + Vi) + ghi+t sit1 (2log(sit1) + Vit1) = 0.

Si sumamos los términos de orden cero en (4.4) y linealizamos la ecuacién re-
sultante se obtiene la misma discretizacién presentada en [13]. Por otra parte
(4.4) se asemeja al esquema conservativo lineal propuesto en [3]. La diferencia
radica en el tratamiento del segundo término. Mientras en el esquema conser-
vativo lineal se emplea el teorema del valor medio y la regla de trapecio para
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aproximar esta integral. Aqui realizamos la integracion exacta del producto de
dos funciones lineales.

5. RESULTADOS NUMERICOS

Con el fin de observar el comportamiento del esquema de discretizacion pro-
puesto, estudiamos el condensador MOS (metal-oxide-semiconductor) el cual
es base del que presumiblemente es el mas importante componente semiconduc-
tor, el transistor MOSFET (metal-oxide-semiconductor field-effect transistor).
Este consiste de un pieza de material semiconductor uniformemente dopada,
cubierta por una capa delgada de un material aislante en la cual reposa un
contacto metalico llamado compuerta [16].

En particular, estudiamos el comportamiento de la densidad de electrones en la
region del semiconductor del dispositivo en el régimen de inversién. Es decir, el
voltaje aplicado es lo suficientemente alto de tal manera que las cargas negativas
emergen en la interface éxido semiconductor debido a la minoria de portadores,
forméndose asi una capa de inversién [16]. Tal fenémeno es descrito por el
siguiente problema de valor en la frontera para la densidad de electrones n(zx)

(5.1) —52<M

NG
(5.2) n(0)=0, n(l)=1

) +log(n) +V =0, ze(0,1)

y la funcién de pontencial V' es dada por
V(@) = a(az — B)e";

donde o« = —47,57, f = 5,42 y 6 = 19,45. La forma explicita de V (x) fue obteni-
da por medio de un ajuste exponencial de los datos calculados previamente del
problema acoplado completo.

Notese que el esquema de discretizacion presentado aqui no puede satisfacer
la condicién de frontera en z = 0 debido a su caracter exponencial. Por tal
motivo, debemos tomar un valor muy pequeno cercano a cero como valor en la
frontera n(0). Con el fin de efectuar las simulaciones numéricas consideramos
varios valores de n(0) y usamos mallas equidistantes de diversos tamailos.

En la figura 5.1 (izquierda) se presenta la solucién obtenida por el equema
propuesto, con sélo 50 puntos en la malla, aprecidandose claramente que el
método numérico reproduce muy bien la capa limite. Ademaés es de notar que a
pesar de considerar diferentes aproximaciones de n(0) = 0, el método es estable
con respecto a dicha condicién de frontera, lo cual no ocurre con el esquema no
lineal de diferencias finitas presentado en [3], como se reporta en [14] y [17] .

La figura 5.1 (derecha) muestra el comportamiento del error de aproximacién
de la densidad de electrones n, a medida que la malla es refinada en las normas
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FIGURA 5.1. Densidad de electrones, N = 50 nodos (izquierda).

Error de aproximacién (derecha) para valores en la fronteraen z = 0
n(0) = 107*,107%,1078, 107 1°.

L?(Q) y H*(). La comparacién se hizo con respecto a la solucién obtenida
para una malla muy fina (h = 1/4500) que representa la solucién exacta.

Nétese que se obtienen 6rdenes de convergencia casi éptimos O(h) en la nor-
ma H(Q) y O(h?) en la norma L?(€2). Este comportamiento de convergencia
también se aprecia claramente en las tablas 5.1 y 5.2.

h & —up|lp, Orden ||&—wupllgr  Orden

% 0.0010845470 — 0.6392448044 —
W%O 0.0002487601  1.84  0.3158475476  1.07
ﬁ 0.0000163752  2.44  0.0831007615  1.05
ﬁ 0.0000027241  1.93  0.0345308541 1.01
Tloo 0.0000009064 1.77  0.0207185331 1.18
T150 0.0000003313 191 0.0138233519 1.30

CUADRO 5.1. Error de aproximacién y orden de convergencia
cuando n(0) = 107*
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h |t —upllL, Orden ||&—uplg: Orden
% 0.0012426902 — 0.6467117403 —
T%O 0.0002857969  1.83  0.3203316651  1.06
3*%5 0.0000186164  2.45  0.0844773947  1.05
ﬁ 0.0000030672 1.93 0.0351199101 1.01
Tl()o 0.0000010170  1.77  0.0210742222  1.18

7355 0.0000003803  1.88  0.0140612797  1.30

CUADRO 5.2. Error de aproximacién y orden de convergencia
cuando cuando n(0) = 1078
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