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RESUMEN 
Una de las dificultades que suelen presentar los alumnos universitarios de los cursos 
básicos en el aprendizaje de probabilidad y de estadística es la comprensión de que la 
distribución de probabilidad discreta binomial pueda aproximarse mediante la 
distribución de probabilidad continua normal. Se presenta en este trabajo una propuesta 
didáctica consistente en dos algoritmos de muy fácil manejo, desarrollados con el paquete 
informático R de distribución libre. Estos algoritmos introducen al alumno mediante 
representaciones gráficas y tablas en las ideas básicas de aproximación. Permiten una 
participación más activa del alumno en el proceso de aprendizaje. 
 
ABSTRACT 
One of the difficulties students from basic courses often show in learning probability and 
statistics at the university is understanding how the continuous normal probability 
distribution approximates the discrete binomial probability distribution. In this paper a 
didactic proposal is presented consisting in two algorithms, very easy to use, developed 
with software R which is completely free. These algorithms aim to introduce students in 
basic concepts of normal approximation to the binomial distribution by means of 
graphical representations and tables. They allow an active participation of student in the 
learning process. 
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1. INTRODUCCIÓN 
 
Existe una variedad de situaciones que pueden ser modeladas por una distribución de probabilidad binomial y cuyo 
cálculo resulta complicado si no se recurre a la aproximación normal para valores grandes del parámetro n. Si bien la 
expresión de la función de densidad de la distribución normal estándar no resulta sencilla dado que involucra raíces, 
exponentes y números como π  y e, existen tablas de la distribución normal estándar para el cálculo de 
probabilidades ampliamente difundidas. 
 
Una de las dificultades que suelen presentar los alumnos universitarios de los cursos básicos en el aprendizaje de 
probabilidad y de estadística (correspondiente a las carreras de pregrado de universidades nacionales argentinas)3, es 
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2 msmalla@criba.edu.ar 
3 En Argentina, las asignaturas de Probabilidad y de Estadística forman parte de los cursos básicas iniciales (18 a 21 
años de edad de los alumnos) de las currículas de las carreras de Ingeniería, Matemática, Bioquímica y otras. 
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la comprensión de que una distribución discreta, binomial, pueda aproximarse mediante una distribución continua, 
normal. 
 
Dado que la computadora constituye en la actualidad una herramienta didáctica útil en el proceso de 
enseñanza/aprendizaje de diversas disciplinas, se presenta en este trabajo una propuesta didáctica consistente en dos 
algoritmos de muy fácil manejo desarrollados con el paquete informático R. Dichos algoritmos introducen al alumno 
mediante representaciones gráficas y tablas en las ideas básicas de aproximación. El paquete R está disponible en 
internet a través del Comprehensive R Archive Network (CRAN) cuya dirección es http://cran.r-project.org/. Uno de 
los algoritmos permite variar los valores de los parámetros de la distribución binomial a fin de evaluar en forma 
visual, a través de gráficos de barras, su efecto sobre la forma de la distribución y la bondad de la aproximación. El 
otro, proporciona en forma de tabla las probabilidades binomiales y su aproximaciones a la normal. 
 
El concepto de aproximación presentado en este trabajo se basa en el enfoque propuesto por Mosteller y 
colaboradores en el libro Probability with Statistical Applications (1961). Dicho enfoque describe, cómo los gráficos 
de barras para distribuciones binomiales ajustadas tienden a la forma de una distribución normal y además compara 
numéricamente las probabilidades de las distribuciones binomiales con sus correspondientes aproximaciones a la 
normal estándar. 
 
2. METODOLOGÍA 
 
Algunas propiedades de la distribución binomial, tales como su simetría, desplazamiento, achatamiento y dispersión 
fueron expuestas en el trabajo de M. Santamaría y M. Malla (2007) como así también una breve introducción sobre 
la definición y notación de una variable aleatoria binomial, B(n, p). 
 
Para una demostración gráfica de la forma en que la distribución binomial puede ser aproximada por la distribución 
normal estándar, 1)N(0, , deben considerarse dos aspectos fundamentales: 

1. La distribución binomial es discreta y la distribución normal es continua, por este motivo las 
probabilidades representadas por las ordenadas binomiales requieren ser reemplazadas por áreas, ya que 
éstas representan las probabilidades en las distribuciones continuas. 

2. A medida que n crece se produce un desplazamiento y achatamiento de la distribución binomial, para 
evitar esto es necesario un cambio de escala para la variable binomial. 

 
El siguiente procedimiento muestra una forma sencilla de ajustar una distribución binomial por una función de 
probabilidad continua y utilizar áreas para representar las probabilidades dadas por las ordenadas de la distribución 
discreta (F. Mosteller y colaboradores, 1961; R. Johnson y P. Kuby, 2004). 
 
La distribución de probabilidad de una variable aleatoria discreta, en particular de una variable binomial, suele 
representarse por medio de un conjunto de segmentos de recta trazados en los valores x correspondientes al rango de 
la variable X, cuyas longitudes (ordenadas) representan las probabilidades de cada x. El método consiste en 
reemplazar cada ordenada de la distribución binomial por un rectángulo centrado en x cuyo ancho es la unidad y 
cuya altura es igual a la ordenada binomial original. De este modo el área de cada rectángulo tiene la misma medida 
numérica que el alto de la ordenada. Si bien el objetivo del trabajo es considerar valores de n grandes, a fin de 
mostrar este concepto mediante un ejemplo, Figura 1, se considera la distribución binomial con n = 8 y p = 0.5.  

 
En la Figura 1 se observa que el área entre 3-0.5 y 3+0.5 tiene el mismo valor, ,.. 21870218701 =×  que la 
altura de la ordenada en 3 que es 0.2187. En general, el área correspondiente al intervalo que va de x-0.5 a  x+0.5, 
Figura 1 (b), coincide con la altura de la ordenada x, Figura 1 (a). Es decir, las probabilidades dadas como 
ordenadas se representan como áreas. 
 
Para comprender el cambio de escala en la distribución binomial, necesario para evitar su desplazamiento y 
achatamiento a medida que n crece, se define una sucesión de distribuciones binomiales para un p fijo. Para 
conservar el valor de n,  se adoptará en la notación de la sucesión de variables aleatorias X el subíndice n, es decir 

nX . 
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Para evitar el desplazamiento de las sucesivas variables binomiales nX  se introduce el conjunto de variables 

.pnXY nn −=  Dado que la media de la distribución de nX  es pn  y su desviación estándar qpn , 

0>qpn , la variable nY  tiene media 0  y desviación estándar qpn . De este modo cada nY  tiene la misma 

media que la distribución normal estándar pero, en general, no tiene la misma desviación estándar. La sucesión de 

distribuciones nY  aún presenta achatamiento a medida que n crece. Para evitar esto, se crea un nuevo conjunto de 

variables qpnYZ nn = . La distribución de cada nZ  tiene media 0  y desviación estándar 1, tal como la 

distribución normal estándar. Al cambiar a las variables nZ  se ajusta la escala de las nX  produciendo un cambio 

en el ancho de los rectángulos que se utilizan en la representación de probabilidades mediante áreas. Para 
comprender este concepto se expone el siguiente ejemplo para una distribución binomial de parámetros n = 16 y p = 
0.5, Figura 2. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

En general para cualquier distribución binomial el rectángulo centrado en x en la escala de nX  tiene por área: 

base x altura = ),;(),;(1 pnxbpnxb =×  

Mientras que el correspondiente rectángulo en la escala de nZ  tiene por área: 

 

base x altura = [ ] ),;(),;(
1

pnxbpnxbqpn
qpn
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Los resultados gráficos y numéricos que se presentan en este trabajo pretenden ilustrar como una sucesión de 
gráficos de barras ajustados de distribuciones binomiales para un valor fijo de p y n creciente se aproxima a una 
distribución normal. Este resultado se expresa más formalmente mediante el Teorema Central del Límite (J. Blaiotta, 
P. Delieutraz, 2004, J. Gubner 2006).   

(a) (b) 

Figura 2. Gráficos de barras para la aproximación de B(16,0.5) a la normal. 
Las escalas horizontal y vertical de Zn difieren de Xn y Yn. 

Figura 1. (a) B(8,0.5) con probabilidades como ordenadas.  (b) B(8,0.5) con probabilidades como 
                         áreas. 
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2.1 Teorema Central del Límite (de Lindeberg – Lévy) 
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De Moivre, en 1733, fue quien primero proporcionó una versión del teorema sólo para variables Bernoulli para el 
caso especial p = 1/2, mientras que Laplace lo generalizó al caso p arbitrario cuyo resultado se enuncia a 
continuación: 
 

Sea { } 1≥nnW   una sucesión de variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas con distribución 

Bernoulli con parámetro p, ( )1,0∈p . 

 
Entonces, 

( ).,N
qpn

pnS L
n 10→

−
 

 
Dado que la suma de n variables aleatorias Bernoulli independientes con probabilidad p es una variable aleatoria por 

lo tanto por el teorema resulta que para n grande la distribución binomial B(n, p) tiende a ( ).qpn,pnN  

 
En la práctica para el cálculo de una probabilidad binomial entre a y b, a < b, valores pertenecientes al rango de la 
variable, el resultado del teorema establece, para valores grandes de n, que: 
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Si bien la aproximación Normal a la distribución binomial mejora al aumentar n, otro factor a tener en cuenta es la 
posición del intervalo [a, b]. La aproximación es mejor si el intervalo contiene a la media pn  y empeora a medida 

que el intervalo se desplaza hacia la izquierda o la derecha de pn . Por otra parte, la aproximación es mejor en las 

ordenadas centrales que en las ordenadas correspondientes a las colas de la distribución. Los distintos textos sobre 
probabilidad no siempre están de acuerdo acerca de cuan grande debe ser n para lograr una buena aproximación. En 
general se acepta que n sea mayor o igual que 30 para poder aplicar el Teorema Central del Límite. Sin embargo una 
buena aproximación también depende de p y una posible guía para determinar cuando se puede utilizar la 
aproximación normal es tener en cuenta el cálculo de np y nq. Si ambos  “np y nq son mayores o iguales a 5” la 
aproximación será buena (R. Walpole y R. Myers, 1992, pp. 165). Otro criterio para una buena aproximación es el 
sugerido por Rohatgi (1984, pp. 587) que establece np(1-p) > 10. 
 
2.2 Descripción y Funcionamiento de los Algoritmos  
 
A continuación se describen los algoritmos desarrolladas e implementados en el paquete informático R (V. Ricci, 
2005, R Development Core Team, 2005) que constituyen el aspecto original del presente trabajo. Los dos algoritmos 
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o funciones (como se los denomina en lenguaje R) dependen de dos argumentos: n y p, que constituyen los 
parámetros de la distribución binomial.  
 
La función BinomialAproxNormal  permite evaluar para cada par de valores n y p mediante gráficos de barras, la 
forma de la distribución binomial original, centrada y estandarizada junto con la superposición de la curva de 
distribución normal estándar. De este modo, variando los argumentos de la función, a medida que n aumenta y bajo 
las condiciones mencionadas con anterioridad para el parámetro p, puede apreciarse en forma gráfica como la 
distribución binomial tiende a la normal.   
 
Por otra parte, la función TablaProbabilidades permite calcular para cada par valores de n y p las probabilidades, 
tanto puntuales como acumuladas, de la distribución binomial original y su aproximación normal. Mediante la 
presentación de estos valores en forma de tablas es posible evaluar la bondad de la aproximación a través de la 
comparación de las áreas de ambas distribuciones. Los valores permitidos para los argumentos de ambas funciones 
son: para n,  enteros entre 2 y 200, y para  p, reales entre 0.01 y 0.99. Si bien entre estos valores permitidos para los 
parámetros algunos no cumplen las condiciones requeridas para una buena aproximación a la normal, fueron 
incluidos en la programación de los algoritmos a fin de que el educando pueda apreciar que en esos casos la 
aproximación no es buena. 
 
BinomialAproxNormal<-function(n,p) { 
cociente=n/trunc(n) 
if (n<2 | n>200 | cociente>1) stop(“n debe ser un número natural entre 2 y 200” )  
if (p <0.01| p>0.99) stop(“p debe variar entre 0.01 y 0.99” ) 
binom1=dbinom(0:n,n,p) 
binom1Red3=round(binom1,3) 
matrizBin<-matrix(0:n,ncol= (n+1)) 
matrizFrec=matrix(binom1Red3,ncol= (n+1)) 
matrizTabla=rbind(matrizBin, matrizFrec) 
TablaTrunc=matrizTabla[,matrizTabla[2,]>=0.001] 
fila1=TablaTrunc[1,] 
fila2=TablaTrunc[2,]*1000 
Xn=rep(fila1,fila2) 
hist(Xn,breaks=seq(min(fila1)-0.5, max(fila1)+0.5,by=1),freq=F,ylab=c(“Probabilidad”),main=paste(“ “)) 
#histograma variable X 
Yn=Xn-n*p 
windows() 
hist(Yn,breaks=seq(min(fila1-n*p)-0.5,max(fila1-n*p)+0.5,by=1),freq=F, ylab=c(“Probabilidad”), main=paste(“ “)) 
#histograma variable Y=X-n*p 
Zn=Yn/sqrt(n*p*(1-p)) 
windows() 
inversadesvio=1/(sqrt(n*p*(1-p))) 
hist(Zn,freq=F,breaks=seq(min(Zn)-1/2* inversadesvio, max(Zn)+ 1/2* inversadesvio, by=1/(sqrt(n*p*(1-
p)))),xlim=c(-4,4), ylim=c(0,0.5), ylab=c(“Probabilidad”), main=paste(“ “)) #histograma variable Z=X-n*p/ 
qrt(n*p*(1-p)) 
xaleatorios=seq(-3.5,3.5,length=100000) 
ynormales=dnorm(xaleatorios, 0,1) 
lines(xaleatorios, ynormales,col=”black”,lwd=3) 
} 
TablaProbabilidades<- function(n,p){ 
cociente=n/trunc(n) 
if (n<2 | n>200 | cociente>1) stop(“n debe ser un número natural entre 2 y 200” )  
if (p <0.01| p>0.99) stop(“p debe variar entre 0.01 y 0.99” ) 
datosx=0:n 
binomialprob<-dbinom(0,n,p) 
binomialprobacum<-pbinom(0,n,p) 
normalprob<- pnorm((0+0.5 - n*p)/sqrt(n*p*(1-p)),0,1)  
normalprobacum<- pnorm((0+0.5 - n*p)/sqrt(n*p*(1-p)),0,1) 
for (i in 1:(n-1)){ 



 85

binomialprob<-cbind(binomialprob,dbinom(i,n,p)) 
normalprob<-cbind(normalprob,pnorm((i+0.5 - n*p)/sqrt(n*p*(1-p)),0,1)- pnorm((i-0.5 - n*p)/sqrt(n*p*(1-p)),0,1)) 
binomialprobacum<-cbind(binomialprobacum,pbinom(i,n,p)) 
normalprobacum<-cbind(normalprobacum,pnorm((i+0.5 - n*p)/sqrt(n*p*(1-p)),0,1)) 
} 
binomialprob<-cbind(binomialprob,dbinom(n,n,p)) 
normalprob<-cbind(normalprob,1-pnorm((n-0.5 - n*p)/sqrt(n*p*(1-p)),0,1)) 
binomialprobacum<-cbind(binomialprobacum,pbinom(n,n,p)) 
normalprobacum<-cbind(normalprobacum, pnorm(((n-1)+0.5 - n*p)/sqrt(n*p*(1-p)),0,1)+1-pnorm((n-0.5 - 
n*p)/sqrt(n*p*(1-p)),0,1)) 
probpuntual<-matrix(c(datosx, round(binomialprob,digits=4),  
round(normalprob,digits=4)), ncol=3, dimnames=list(rep(“ “,(n+1)), rep(“          “,3))) 
probacum<-matrix(c(round(binomialprobacum,digits=4), round(normalprobacum,digits=4)), ncol=2, 
dimnames=list(rep(“ “,(n+1)), c(“                   “,“          “) )) 
tabla.probab<-cbind(probpuntual,probacum) 
cat(rep("",11),"x",rep("",3),"b(x;n,p)", rep(" ",1),"Aprox. normal",rep("",3)," P(X <= x)", rep("",3),"Aprox. 
normal","\n", rep(" ",13),"a b(x;n,p)", rep(" ",10), “a P(X <= x)”, "\n") 
print(tabla.probab) 
} 
 
Al final del trabajo se incluye un Apéndice  que contiene una breve descripción de la obtención e instalación del 
software R para Windows y puesta en funcionamiento de los algoritmos. 
 
3. RESULTADOS  
 
Para exhibir el funcionamiento de ambos algoritmos se eligieron valores de n = 5, 35 y 100 y de p =  0.2 y 0.5.  
 
Para obtener los gráficos y tablas respectivas en R se ejecutaron las funciones BinomialAproxNormal  y 
TablaProbabilidades escribiendo en la consola de R a continuación del símbolo >  su nombre y entre paréntesis los 
argumentos correspondientes, de la siguiente manera: 
 
BinomialAproxNormal(5,0.2);          TablaProbabilidades(5,0.2) 
BinomialAproxNormal(35,0.2);        TablaProbabilidades(35,0.2) 
BinomialAproxNormal(100,0.2);      TablaProbabilidades(100,0.2) 
BinomialAproxNormal(5,0.5);          TablaProbabilidades(5,0.5) 
BinomialAproxNormal(35,0.5);        TablaProbabilidades(35,0.5) 
BinomialAproxNormal(100,0.5);      TablaProbabilidades(100,0.5) 
 
Se sugiere que el alumno ejecute los dos algoritmos utilizando otros pares de valores de n y p, a fin de involucrarse 
de manera activa en el proceso de comprensión y aprendizaje de la aproximación binomial a la normal. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 3. Gráficos de barras para la aproximación de B(5,0.2) a la normal. 
     Las escalas horizontal y vertical de Zn difieren de Xn y Yn. 
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Las representaciones gráficas, Figuras 3-5, pretenden ilustrar que el límite de una sucesión de gráficos de barras de 
una distribución binomial ajustada para un p fijo, p=0.2, y n creciente, n = 5, 35, 100, es una distribución normal. A 
partir de las figuras puede observarse como al cambiar de las escalas Xn, Yn a la escala Zn el ancho de los rectángulos 
deja de ser una unidad. 
 
La Tablas 1–3 contienen en su primera columna los valores del recorrido de la variable binomial. La segunda y 
tercera columna muestran respectivamente las probabilidades puntuales de la distribución binomial y su 
aproximación a la normal calculada sobre cada intervalo [x-0.5, x+0.5]. Las dos últimas columnas de las tablas 
contienen las probabilidades acumuladas de la distribución binomial y de su correspondiente aproximación a la 
normal estándar. 

 
 
 
 
 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 

Figura 4. Gráficos de barras para la aproximación de B(35,0.2) a la normal.  
      Las escalas horizontal y vertical de Zn difieren de Xn y Yn. 

Figura 5. Gráficos de barras para la aproximación de B(100,0.2) a la normal.  
    Las escalas horizontal y vertical de Zn difieren de Xn y Yn. 

Tabla 1. Valores puntuales de la distribución B(5,0.2) y su acumulada junto con las 
               aproximaciones a la normal.    
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Tabla 2. Valores puntuales de la distribución B(35,0.2) y su acumulada junto con las 
               aproximaciones a la normal.   
 

Tabla 3. Valores puntuales de la distribución B(100,0.2) y su acumulada junto con las 
               aproximaciones a la normal.   
 

Figura 6. Gráficos de barras para la aproximación de B(5,0.5) a la normal.  
       Las escalas horizontal y vertical de Zn difieren de Xn y Yn. 

Figura 7. Gráficos de barras para la aproximación de B(35,0.5) a la normal.  
       Las escalas horizontal y vertical de Zn difieren de Xn y Yn. 
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Tabla 3. Valores puntuales de la distribución B(100,0.2) y su acumulada junto con las 
               aproximaciones a la normal.   
 

Figura 8. Gráficos de barras para la aproximación de B(100,0.5) a la normal.  
    Las escalas horizontal y vertical de Zn difieren de Xn y Yn. 
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Se puede observar al comparar las Figuras 3–5  con las Figuras 6–8,  que la aproximación a la normal es mejor 
cuando la distribución binomial es simétrica, es decir para p=0.5, que cuando la distribución binomial es asimétrica, 
caso p=0.2. El alumno también puede ejecutar los algoritmos para distintos valores de n y p=0.15 y 0.5 con el fin de 
observar que para el caso p=0.15 se requiere de un n más grande que para el caso p=0.5 para obtener una buena 
aproximación. 
 
La Tablas 4–6 contienen las probabilidades puntuales y acumuladas de la distribución binomial y su aproximación a 
la normal estándar. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Tabla 4. Valores puntuales de la distribución B(5,0.5) y su acumulada junto con las 
               aproximaciones a la normal.   
 

Tabla 5. Valores puntuales de la distribución B(35,0.5) y su acumulada junto con las 
               aproximaciones a la normal.   
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Tabla 6. Valores puntuales de la distribución B(100,0.5) y su acumulada junto con las 
               aproximaciones a la normal.  
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4. CONCLUSIONES 
 
Los dos algoritmos que se presentan son flexibles debido a que permiten variar los valores de sus argumentos 
(parámetros de la distribución binomial) posibilitando una participación más activa del alumno en el proceso de 
aprendizaje del tema propuesto. Su implementación además de ser sencilla es accesible tanto al profesor como al 
educando en virtud de que R es un software libre, fácil de instalar, mantener actualizado y utilizar por no expertos en 
informática. Los gráficos y tablas que resultan de la ejecución de los algoritmos, ilustran de una manera didáctica y 
clara, como el límite de una sucesión de gráficos de barras de una distribución binomial ajustada es una distribución 
normal. 
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APÉNDICE 
 
Obtención e instalación de R para WIndows 
 
R consiste en un proyecto, un lenguaje y un entorno de software (K. Seefeld y E. Linder, 2007). Como proyecto R es 
parte del GNU, un proyecto libre (www.gnu.org) con licencia sin restricciones. Como lenguaje, R es un dialecto del 
lenguaje S. Como software, R es interactivo, está diseñado para ejecutar cálculos, manipular datos y producir 
gráficos. Aunque es un entorno de líneas de comando no está diseñado exclusivamente para programadores y es 
además, de muy fácil uso. 
 
Para obtener un archivo ejecutable de R para windows ingresar al siguiente sitio de internet: 
http://cran.es.r-project.org/bin/windows/base/ 
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y descargar el archivo R- 2.6.2-win32.exe (última versión a la fecha Abril 2008) o su actualizado. 
 
Una vez descargado este archivo, hacer “clic” dos veces en su ícono y seguir las instrucciones de instalación. Para 
ejecutar el programa se hace “clic” dos veces en el ícono de R que se encuentra en el escritorio de la computadora. 
Esto abre el programa y crea una ventana llamada “R console”, consola de R, donde el usuario escribe las 
instrucciones que ejecutará el programa. El símbolo > en la consola es el apuntador (“prompt”) e indica que el 
programa está listo para recibir instrucciones (comandos).  
 
Una forma de incorporar a R y poner en funcionamiento los dos algoritmos consiste en copiar cada uno de ellos en 
un archivo de texto, por ejemplo Word, y salvar  el documento. Mediante el uso del mouse copiar cada algoritmo y 
pegar en la consola de R. De esa manera ya se pueden ejecutar variando los parámetros según se explicó con 
anterioridad.  
 
El comando q( ) cierra el programa R. Al salir de la sesión de R e intentar cerrar el programa aparece en la consola la 
siguiente pregunta: “Salvar imagen de área de trabajo?” Al aceptar, todos los  objetos creados en R se guardan en el 
directorio de trabajo en un archivo con extensión “.Rdata”. De este modo los algoritmos son almacenados en forma 
permanente como nuevas funciones de R, y pueden ejecutarse directamente escribiendo sus nombres y parámetros en 
la consola. Una forma de obtener ayuda en R  consiste en  seleccionar el menú Ayuda y buscar en las distintas 
opciones que éste ofrece. 
 

 


