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ESQUELETOS DE RETICULOS COMPLETOS

GUSTAVO N. RUBIANO O. Y RODRIGO DE CASTRO K. (*)

Dedicado a la memoria de Jairo Charris Castaneda

RESUMEN. Se introducen las nociones de esqueleto, esqueleto minimo y
esqueleto atémico en reticulos completos; se muestran sus propiedades
bésicas y se identifican esqueletos en algunos importantes reticulos com-
pletos.

1. INTRODUCCION

Dado un conjunto ordenado (P, <), una pregunta muy natural es: jexiste un
reticulo completo que contenga una imagen orden-isomorfa de P7; es decir, jse
puede “completar” el orden de P? La respuesta es afirmativa, y de hecho, exis-
te un completamiento canénico denominado el completamiento de Dedekind-
MacNeille o completamiento normal de P, denotado DM (P). Para una pre-
sentacién detallada de su construccién y sus propiedades véase [3] o [1].

En el presente articulo abordaremos la pregunta inversa: dado un reticulo
completo (L, <), jpodemos encontrar un subconjunto P de L tal que P # L'y
L sea orden isomorfo a DM (P)? Es decir, jcudndo un reticulo completo es el
completamiento de Dedekind-MacNeille de algin subconjunto propio? En caso
de existir, al conjunto P lo denominaremos un esqueleto de L.

2. NOTACION Y PRELIMINARES

Asumimos que el lector esté familiarizado con las nociones bésicas de conjunto
ordenado, cota superior, cota inferior, supremo (o sup) e infimo (o inf) de sub-
conjuntos de conjuntos ordenados. Una excelente referencia sobre estructuras
ordenadas es [3].

Sean (P, <) y (Q, <) conjuntos ordenados; una funcién ¢ : P — @Q se dice
que es mondtona, o que preserva el orden, si x < y en P implica ¢(x) < ¢(y)
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en . La funcién ¢ es una inmersion de orden si
z<y en P <= ¢x)<¢(y) en Q.

Un isomorfismo de orden es una inmersién de orden sobreyectiva (y por lo
tanto, biyectiva). Si existe una inmersién de orden de P sobre @, se dice que
P y @ son orden-isomorfos y se escribe P = Q).

Dado un conjunto ordenado P, el dual de P, denotado P?, se obtiene defi-
niendo 2 < y en P? si y sélosiy < x en P. Se dice que (P, <) es anti-isomorfo a
(Q, <) si existe un isomorfismo de orden ¢ entre Py Q?; es decir, si ¢ : P — Q
es biyectiva y

<y en P < o(x)>p(y) en Q.
Con A'—léase el superior de A— denotamos el conjunto de las cotas superiores
de A,y con Al el conjunto de las cotas inferiores de A. El elemento minimo de
AT si existe, es el supremo de A, denotado por \/ A o sup A. De manera dual
se define el infimo de A, denotado A A o inf A. En el caso en que A = {z,y}
simplemente notamos

zVy:=sup{z,y} y v Ay:=inf{z,y}.
Si para todo par de elementos z, y existen  Vy y x Ay, se dice que (P, <) es
un reticulo. (P, <) es un reticulo completo (o reticulado completo) si para todo
subconjunto S de P existen \/ .S =sup Sy AS =infS. Si se quiere resaltar el
papel de P se escribe \/ , S 'y A\ p S, respectivamente. Nétese que en un reticulo
completo (P, <) se tiene

inf@ =supP = maximode P=TT,
sup@ = inf P = minimo de P = 1.
La propiedad establecida en el siguiente lema es frecuentemente 1til.

Lema 2.1. (P, <) es un reticulo completo si y sélo si P tiene un elemento
maximo (necesariamente inico) y existe \ S para todo S C P, S # @. Andlo-
gamente, (P, <) es un reticulo completo si y sdlo si P tiene un elemento minimo
(necesariamente unico) y existe \/ S para todo S C P, S # @.

Un subconjunto S C P se llama conjunto inferior (o conjunto decreciente o
ideal de orden) si y < x € S implica y € S para x,y € P. Entre los conjuntos
inferiores se destacan los llamados ideales principales: para © € P, |z := {y €
P :y < z} es el ideal principal generado por x. Dualmente, un subconjunto
S C P se llama conjunto superior (o conjunto creciente o filtro de orden) si
y > x € S implica y € S para z,y € P. Como caso particular, el conjunto
Tz :={y € P:y > x} es un conjunto superior para todo = € P, llamado
también filtro principal generado por x.

Todo conjunto ordenado (P, <) induce un reticulo completo: el reticulo O(P)
de los subconjuntos inferiores o ideales de P, con el orden de la contenencia.
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Es un reticulo completo porque las uniones y las intersecciones arbitrarias de
conjuntos inferiores son conjuntos inferiores. Mas aun, la correspondencia

(P, <) — (O(P),S)
r— |2

es claramente una inmersién de orden; es decir, (O(P), C) es un completamiento
natural de (P, <). Este hecho sugiere la siguiente pregunta: jexiste algin objeto
que pueda ser considerado el mds pequeno reticulo completo que contiene una
copia isomorfa de P? La respuesta es afirmativa y tal objeto canénico —el
completamiento de Dedekind-MacNeille— se define a continuacién.

Definicién 2.2 (por cotas).
DM, (P):={AC P: Al = 4}
Definicién 2.3 (por ideales principales).

DMy(P):={ACP:AAC A}, donde AA=[|{ly:yeA'}
Definicién 2.4 (por cortaduras). Una cortadura de P es un par (A, B) de
subconjuntos A y B de P tales que A" = By B! = A.

DM;5(P) :={AC P:(A,B) es una cortadura de P para algin B C P}.

Teorema 2.5. Las definiciones 2.2, 2.3 y 2.4 son equivalentes; es decir, definen
el mismo objeto:

DM, (P) = DMy (P) = DM5(P).
Demostracion. Obsérvese primero que
ze Al «— 2z es cota inferior de A’
<= z <y, paratodoy e A’
<= z €|y, paratodoy e Al

= zem{ly:yeAT}.
De lo anterior se deduce que
A =({ly:ye AT} = AA (1)
Puesto que la contenencia A C A A es siempre vélida, se concluye que DM (P) =
DM, (P).
Mostraremos ahora que DM3(P) = DM;(P). Sea A € DM3(P); entonces
A= By B! = A para algiin B C P. Por lo tanto, AT' = B! = A; es decir,

A € DM;(P). Por otro lado, si A € DM, (P), entonces (A, AT) es una cortadura
de P ya que ATl = A. Esto muestra que DMj3(P) = DM, (P). O
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Definicién 2.6. El conjunto DM;(P) = DMs(P) = DM;(P) se denomina
completamiento de Dedekind-MacNeille de P o completamiento normal de Py
se denota por DM (P).

Se puede obtener una importante caracterizaciéon de DM (P) por medio de
las nociones de subconjunto sup-denso e inf-denso.

Definicién 2.7. Decimos que S C P es sup-denso en P si para cada elemento
s € P existe un A C S tal que s = \/p A (todo elemento de P se puede
aprozimar por debajo por medio de elementos en S). Dualmente, S es inf-denso
en P si para cada elemento s € P existe un A C S tal que s = A\p A.

Es claro que un isomorfismo de orden envia un conjunto sup-denso en uno
sup-denso y, dualmente, uno inf-denso en uno inf-denso, mientras que un anti-
isomorfismo de orden envia un conjunto inf-denso en uno sup-denso y viceversa.

Teorema 2.8. Sea (P, <) un conjunto parcialmente ordenado.

(1) DM(P) es un reticulo completo en el cual P es sup-denso e inf-denso.

(1) DM (P) es el mds pequenio reticulo completo que contiene a P y en el
cual P es sup e inf denso. Mds precisamente, si P es un subconjunto sup
e inf denso de un reticulo completo L, entonces L = DM (P).

Para la demostracién de este teorema fundamental, véase [1] 6 [3].

3. ESQUELETOS DE RETICULOS COMPLETOS

Definicién 3.1. Sea (L, <) un reticulo completo.

(1) Un subconjunto E de L es un esqueleto de L si E # Ly DM(E) =
L. Segtin las propiedades del Teorema 2.8, se puede decir de manera
equivalente que F es un esqueleto de L si F g L y E es sup-denso e
inf-denso en L.

(11) Un esqueleto E de L es un esqueleto minimo si ningtin subconjunto propio
de F es un esqueleto de L.

Un esqueleto determina completamente un reticulo completo en el siguiente
sentido: si dos reticulos completos L y Lo tienen esqueletos isomorfos E; y
Fs, respectivamente, entonces L; y Lo son también isomorfos. Esto es una
consecuencia directa del Teorema 2.8:

E1 = EQ — L1 = DM(El) = DM(EQ) = LQ.

Es obvio que un subconjunto propio de L que contenga un esqueleto es también
un esqueleto de L. En los siguientes ejemplos mostraremos que existen reticulos
completos sin esqueleto, reticulos con un tnico esqueleto, reticulos con esquele-
tos no isomorfos y reticulos con miltiples esqueletos pero sin esqueleto minimo.
En general, no hay técnicas que permitan identificar o construir esqueletos de
reticulos completos. A lo largo del presente articulo identificaremos esqueletos
de algunos importantes reticulos completos.
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Ejemplos 3.2. Cada uno de los reticulos completos de la Figura 1 tiene un
esqueleto, formado por los elementos marcados con e.

o018

(a) (b) (c) (d) (e)
FicURA 1. Reticulos completos con esqueleto.

Los reticulos de la Figura 2 son ejemplos de reticulos completos sin esque-
leto. De hecho, los 6rdenes lineales finitos (cadenas finitas) son todos reticulos
completos sin esqueleto: una cadena finita (L, <) no tiene esqueleto porque
cualquier elemento a de L debe pertenecer a un esqueleto, ya que a no es sup
ni inf de ningtin subconjunto de L — {a}.

o
(a) (b)
FicurA 2. Reticulos completos sin esqueleto.

Las cadenas infinitas (que sean reticulos completos) pueden o no tener es-
queletos. Asi por ejemplo, el reticulo completo N* = {0,1,2,...} U {oco}, en el
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que el orden entre naturales es el usual y n < co para todo n € N, tiene un
tnico esqueleto, a saber, N. Obsérvese que co = inf @ = sup N; ademads, no se
puede excluir ningin n € N de un esqueleto porque n no es sup ni inf de ningin
subconjunto de N — {n}.

De otro lado, no es dificil convencerse de que la cadena completa e infinita
L = NU{o0, 00+1}, obtenida afiadiendo a N dos elementos en el tope (Figura 3)
no tiene esqueleto. L no es otra cosa que la suma lineal N & 2, donde 2 es la
cadena con dos elementos.

oo+ 1

FicurA 3. La cadena completa N @ 2 no tiene esqueleto.

En contraste con los ejemplos anteriores, el reticulo R* = RU {—o00, 0}, en
el que se anade a R un primer y un ultimo elemento, tiene miltiples esqueletos.
Es claro que subconjuntos propios como R — {0}, R — {1}, ..., R — {n}, ...,
R—N, R—Zy el conjunto R —Q = T de los irracionales, por ejemplo, son todos
esqueletos de R*. Pero no hay un esqueleto minimo como se demuestra en la
siguiente proposicién.

Proposicién 3.3. (R*, <) tiene infinitos esqueletos pero no tiene esqueleto
minimo.

Demostracion. Para concluir que (R*, <) no tiene esqueleto minimo, la idea
es mostrar que si S C R es un esqueleto de R* y a € S, entonces S — {a}
también es un esqueleto de R*. En efecto, si S es un subconjunto propio de R
que es tanto sup como inf denso, es facil observar que S es denso en el sentido
usual: entre dos reales debe existir un elemento de S. Por consiguiente, se puede
encontrar una sucesién {z, }nen tal que a = inf, >¢ z,, escogida de tal manera
que z, sea un elemento de S en Ja,a + %[, para cada n € N. Similarmente, se
puede encontrar una sucesién {y, }nen con y, € S, y, # a para todo n € N,
tal que a = sup,,~q Yn- Esto muestra que S — {a} es sup e inf denso y, por lo
tanto, (R*, <) no tiene esqueleto minimo. (]

Una importante clase de reticulos completos con esqueleto minimo es la de
los reticulos sin cadenas infinitas, es decir, los reticulos que satisfacen las dos
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condiciones de cadena CCA y CCD. Recordemos que un conjunto ordenado
(P, <) satisface CCA (condicion de cadena ascendente) si no existen cadenas
ascendentes infinitas; en otras palabras, si dada una sucesiéon 1 < o < --- <
T, < --- de elementos de P, existe un k € N tal que xp = zx411 = ---. Se dice
que (P, <) satisface la condicién dual CCD (condicion de cadena descendente)
si P no tiene cadenas descendentes infinitas. Para describir un esqueleto minimo
en este tipo de reticulos necesitamos las nociones de elemento A-irreducible y
elemento V-irreducible.

Definicién 3.4. Sea (L, <) un reticulo (no necesariamente completo).

(1) Un elemento a de L es A-irreducible si a # T (en caso de que L tenga
elemento méximo T) y a # x Ay para todo x,y € L con x > a, y > b.
Equivalentemente, = es A-irreducible si a # T y

a =z Ay implica x =a é y = a, para todo z,y € L.

El conjunto de elementos A-irreducibles de L lo denotamos por Zx.

(11) Dualmente, un elemento a de L es V-irreducible si a # L (en caso de que
L tenga elemento minimo 1) y a # x V y para todo z,y € L con z < a,
y < b. Equivalentemente, x es A-irreducible si a # 1 y

a =z Vyimplica x =a é y = a, para todo z,y € L.
El conjunto de elementos V-irreducibles de L lo denotamos por Zy,.

En el siguiente teorema se identifica un esqueleto minimo en cualquier reticu-
lo sin cadenas infinitas. Salvo la notacién y la terminologia de esqueletos, el
resultado es conocido y su demostracién puede consultarse en [3].

Teorema 3.5. Un reticulo sin cadenas infinitas, es decir, un reticulo que sa-
tisface las condiciones de cadena CCA y CCD, tiene un esqueleto minimo, a
saber, T UL, .

La generalizacién de las nociones “A-irreducible” y “V-irreducible” es bas-
tante util.

Definicién 3.6. Sea (L, <) un reticulo (no necesariamente completo).

(1) Un elemento a de L es Inf-irreducible si a # T (en caso de que L tenga
elemento méximo T) y a no es el infimo de ningtin subconjunto de ele-
mentos mayores que a. Es decir, si S C L es tal que a ¢ Sy a < x para
todo x € S, entonces a # A S.

(11) Dualmente, un elemento a de L es Sup-irreducible si a # L (en caso
de que L tenga elemento minimo 1) y a no es el supremo de ningin
subconjunto de elementos menores que a. Es decir, si S C L es tal que
a ¢ Syx<aparatodox € S, entonces a # \/ S.

(1) Un elemento z de L es irreducible si x es Inf-irreducible o es Sup-irreducible.
Se dice que x es reducible o aproximable en caso contrario.
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Obviamente, todo elemento Sup-irreducible es V-irreducible. La reciproca es fal-
sa como se puede comprobar con el reticulo NG 2 de la Figura 3. El elemento oo
es V-irreducible pero no es Sup-irreducible porque sup N = co. Analogamente,
todo elemento Inf-irreducible es A-irreducible, pero no viceversa.

De acuerdo con la Definiciéon 3.6, es claro que todo elemento irreducible
debe hacer parte de un esqueleto. Este hecho permite contemplar en general la
situacion presentada en los reticulos sin esqueleto de las Figuras 2 y 3.

Proposicion 3.7. Un reticulo completo en el que todos los elementos sean
irreducibles no tiene esqueleto.

Demostracion. Puesto que los irreducibles pertenecen a cualquier esqueleto y
los esqueletos deben ser subconjuntos propios, el reticulo no tiene esqueleto. [

4. RETICULOS COMPLETOS CON ESQUELETOS ATOMICOS

Un esqueleto E para el reticulo completo (§2(X), C) de las partes de X esta con-
formado por
E:{{x}:xeX} U {X—{x}:xeX},

donde el primer conjunto de la unién es inf-denso y el segundo es sup-denso.
Nétese que los conjuntos unitarios {2} no contienen a ningiin otro subconjunto
de X, excepto al minimo, &, mientras que los conjuntos de la forma X — {z}
no estan contenidos en ningtin otro subconjunto de X, excepto en el maximo,
X. Destacamos a continuacion este tipo de elementos en un reticulo arbitrario.

Definicién 4.1. Sea (L, <) un reticulo con minimo L y méximo T (no necesa-
riamente completo). Un elemento a € L, a # L es un infra-elemento si ningtin
elemento precede a a, excepto L. De manera dual, a es un wltra-elemento si
a # T y ningtin elemento es mayor que a, excepto T. El conjunto de los infra-
elementos de L es denotado por Z(L) y el de los ultra-elementos por U(L).

En la literatura es corriente referirse a los infra-elementos como dtomos y
a los ultra-elementos como co-dtomos o dtomos duales. Creemos que nuestra
terminologia es mas natural y sugestiva.

El reticulo (§2(X), C) tiene entonces el esqueleto Z(§2(X)) UU(§(X)), for-
mado por los infra y los ultra-elementos; dicho esqueleto es, de hecho, minimo.
En general, llamaremos atémicos a este tipo de esqueletos.

Definicién 4.2. Sea (L, <) un reticulo completo. Si el conjunto formado por
los infra-elementos y los ultra-elementos de L, es decir, Z(L) UU(L), es un
esqueleto minimo, éste se denomina el esqueleto atémico de L.

Obsérvese que los esqueletos de los reticulos (a), (¢) y (d) de la Figura 1 son
atémicos, lo cual no es cierto para los reticulos (b) y (e).

Intuitivamente, es claro que todo esqueleto atémico estd formado por ele-
mentos irreducibles; en la siguiente proposicién se demuestra formalmente este

hecho.
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Proposicién 4.3. Sea (L, <) un reticulo (no necesariamente completo) con
elemento minimo L y elemento mdximo T.

(1) Todo infra-elemento de L es Sup-irreducible.
(1) Todo ultra-elemento de L es Inf-irreducible.
(i11) Los elementos del esqueleto atémico de L (si existe) son irreducibles.

Demostracion. (i) Razonamos por contradiccién. Sea a un infra-elemento, a #
LlySCLtalquea¢ S, 2 < aparatodoz € S,y a =Y\ 5. Como
a es un infra-elemento, necesariamente x = 1 para todo x € S. De donde,
a=\S = 1, contradiccién. La afirmacién (ii) se demuestra andlogamente y
(iii) es consecuencia de (i) y (ii). O

Los infra-elementos y los ultra-elementos, si existen, no necesariamente for-
man un esqueleto. Tales situaciones se ilustraran en las secciones subsiguientes
en las que estudiaremos algunos importantes reticulos.

5. EL rETicuLO (N,|)

El conjunto N de los numeros naturales, ordenado por la relacién de divisibili-
dad

7

n | m <= m = kn para algiin k € N,

forma un reticulo completo, con elemento minimo 1 y méximo 0 (ya que n | 0
para todo n € N). El infimo y el supremo de subconjuntos finitos de N son,
respectivamente, el mdzimo comin divisor (abreviado med) y el ménimo comain
maltiplo (abreviado mcm), i.e., para todo A C N, A finito,

/\ A =mcd(A), \/ A = mcm(A4).

Los infra-elementos son los niimeros primos pero no hay ultra-elementos; por
tanto, (N, |) no tiene esqueleto atémico. No obstante, este reticulo tiene infinitos
esqueletos como se demuestra en la siguiente proposicion.

Proposicién 5.1. Sea P el conjunto de los nimeros primos.

1. Los dnicos elementos irreducibles de (N, |) son las potencias de un pri-
mo, i.e., los numeros de la forma p*, conp € P, 1 > 1.
2. (N,|) tiene infinitos esqueletos.

Demostracion. 1. No se puede lograr que p' = \/ A = mem(A) a menos que
pt € A; o sea, p* es irreducible. Para cualquier niimero n = p?‘ll pf‘; pgc’“, en
cuya descomposicién aparezcan por lo menos dos primos diferentes, tenemos

mcm{p?llvp?;v cee 7]9?:“} =n= mcd{nn TLS}

donde r y s son dos primos diferentes entre si y diferentes de cada primo p;, ,
Digy - - - Di,- Esto demuestra que n es aproximable (i.e., reducible).
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2. Segun el numeral anterior, todo nimero que no sea la potencia de un primo
es aproximable; por consiguiente, los siguientes conjuntos son todos esqueletos
de (N, |):

Ey =N —{pgq : p,q primos diferentes entre si},
Ey =N —{pgr : p,q,r primos diferentes entre si},

Er—1 =N —{pi,pi, - Dip : PiysDiss - - - Dij, Primos diferentes entre si},

O

Es un hecho conocido que en un reticulo completo L que satisfaga la con-
dicién de cadena descendente (CCD), para todo C C L, C # &, existe un
subconjunto finito F' C C' tal que A C = A F (véase [3]). Como (N, |) satisface
CCD, podemos concluir lo siguiente.

Lema 5.2. En el reticulo (N,|) se cumple que para todo C C N, C # &, existe
un subconjunto finito F C C tal que \ C' = mcd(F).

Proposicién 5.3. (N,|) no tiene esqueleto minimo.

Demostracion. Vamos a demostrar que si F es un esqueleto de (N, |) y n € E,
n # p' para todo p € P, i > 1, entonces E — {n} también es un esquele-
to. Obsérvese que todo esqueleto contiene propiamente a las potencias de los
primos y estos nimeros no se pueden excluir de ningiin esqueleto ya que son
irreducibles segin la Proposicién 5.1. Consideraremos dos casos.

Caso 1. Para todo par de primos diferentes p, g se tiene np € E 6 nq € E. Si
se escogen cuatro primos diferentes, dos de ellos, 7 y s, satisfaran nr € E y
ns € E. Como mcd(nr,ns) = n, entonces n se puede excluir del esqueleto y
E — {n} es también un esqueleto.

Caso 2. Existe un par de primos diferentes p, ¢ tales que np ¢ E y nq ¢ E.
Como FE es un esqueleto, existen subconjuntos A y B de E tales que A A =np
y A B = ng. En virtud del Lema 5.2, A y B se pueden considerar finitos,
np = mcd(A) y ng = med(B). Entonces A es de la forma A = {npay,...,npax}
y B = {ngbs,...,ngbe} para algunos naturales aq,...,a,b1,...,bs. Se deduce
que

mcd({al7 .. ,ak}) = mcd({bl, el b[}) = mcd({al, e, b1, bz}) =1
ya que, de lo contrario, se tendrd med(A4) > np 6 med(B) > ng. Por lo tanto,

med(AUB) = ny como AUB C E, n se puede excluir del esqueleto. En
conclusién, E — {n} es también un esqueleto. O

Consideremos ahora el grupo ciclico infinito (Z,+) de los enteros con la
operacién usual de la suma. El conjunto de los subgrupos de (Z, +), notado
(Sub(Z), C), ordenado por la relacién de contenencia, es un reticulo completo
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con elemento minimo {0} y elemento méximo Z, en el que el infimo de una
familia de subgrupos {H;}ic; es la interseccién (,.; H;, y el supremo es el
subgrupo generado por la unioén, i.e., <U HZ>

La funcién

icl

N — Sub(Z)
n — (n) = subgrupo ciclico generado por n
establece un anti-isomorfismo entre (N, |) y (Sub(Z,C) ya que n | m si y sélo

si (m) C (n), para todo n,m € N. Podemos entonces concluir el siguiente
corolario.

Corolario 5.4. El reticulo (Sub(Z), C) de los subgrupos del grupo ciclico infini-
to (Z,+) tiene infinitos esqueletos pero no tiene esqueleto atdmico ni esqueleto
minimo.

6. EL RETICULO DE LAS RELACIONES DE EQUIVALENCIA,
Equiv(X)
Definicién 6.1. Un subconjunto R de X x X es una relaciéon de equivalencia
si R es reflexiva, simétrica y transitiva:

1. (x,z) € R para todo z € X,
2. (z,y) € R implica (y,x) € R para todo z,y € X,
3. (z,y) € Ry (y,7) € R implica (z,z) € R para todo z,y,z € X.

Denotamos con Equiv(X) al conjunto de todas las relaciones de equivalencia
sobre X. Puesto que X x X es una relacion de equivalencia y la intersec-
cién de relaciones de equivalencia es un también una relacién de equivalencia,
(Equiv(X), C) es un reticulo completo (Lema 2.1). La diagonal,

AX):={(z,z) .z € X}
es el elemento minimo de (Fquiv(X),C) y X x X el méximo.
Proposiciéon 6.2. Las relaciones de la forma
Aap) = AX) U{(a,b), (b,a)}

con a,b € X, a # b, son los infra-elementos de (Equiv(X),C) y la coleccion
de todos ellos es un conjunto sup-denso.

Demostracion. Que cada A, p) es un infra-elemento es inmediato. Ademads,
cualquier relacién de equivalencia R se puede representar como

R=|J{Awp : (a,b) € R}. O
Para cada A C X definimos la relacién R de la siguiente forma:

zRay<= (€ A&k yecA)é(x g A&yd¢A).
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Es claro que R4 es una relacion de equivalencia que determina la particiéon
X/Ra={A, A} de X.

Proposicion 6.3. Las relaciones de equivalencia R son los ultra-elementos
de (Equiv(X), C) y la coleccion de todos ellos es un conjunto inf-denso.

Demostracion. El hecho de que las relaciones R 4 sean ultra-elementos se sigue
rapidamente al observar que para dos relaciones de equivalencia R y S sobre
X se tiene
RC S <= [a]g C[a]s, paratodoa€ X,

donde [a]g y [a]s denotan las clases de equivalencia de a en Ry S, respectiva-
mente.

La densidad es consecuencia de que para cualquier relaciéon de equivalencia
R se tiene

R=({Ra:AcX/R} 0
Corolario 6.4. Fl reticulo (Equiv(X),C) tiene esqueleto atdmico.

7. EL RETICULO DE LOS PRE-ORDENES, Pre(X)

En esta seccién mostraremos que el reticulo completo de los pre-érdenes sobre
un conjunto dado tiene un esqueleto atémico que serd utilizado en la seccién 11
para determinar el esqueleto de un reticulo anti-isomorfo.

Definicién 7.1. Un subconjunto R de X x X es una relaciéon de preorden
sobre X, o simplemente un preorden sobre X, si R es reflexiva y transitiva:

1. (x,z) € R para todo z € X,
2. (z,y) € Ry (y,2) € R implica (z,2) € R para todo z,y,z € X.

Denotamos con Pre(X) al conjunto de todos los pre-érdenes sobre X. Puesto
que X x X es un preorden y la interseccién de pre-6rdenes es un preorden,
(Pre(X),C) es un reticulo completo (Lema 2.1). La diagonal,

AX) :={(z,z):z € X}
es el elemento minimo de (Pre(X),C) y X x X el méximo.
Proposicion 7.2. Los pre-drdenes de la forma

Afap) = AX) U{(a,b)},

con a,b € X, a #b, son los infra-elementos de (Pre(X),C) y la coleccion de
todos ellos es un conjunto sup-denso.

Demostracion. Que cada A,p) es un infra-elemento es inmediato. Ademas,
cualquier preorden R se puede representar como

R=|J{A@u : (a,b) € R}. O

En la siguiente proposicién se determinan los ultra-elementos de Pre(X).
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Proposicion 7.3. Para cada A C X, A # &, los pre-ordenes de la forma
(A°x X)U(X x A)

son los ultra-elementos de (Pre(X),C) y la coleccion de todos ellos es un con-
junto inf-denso.

Demostracion. Usando las definiciones se deduce que (A° x X) U (X x A) es
un preorden. Para concluir que es un ultra-elemento, mostraremos que si un
preorden R contiene propiamente a (A x X) U (X x A), necesariamente R =
X x X. Sea (z,y) € R— (A° x X)U (X x A); entonces (z,y) € R, x € Ay
y ¢ A. Por lo tanto, (a,z) y (y,b) pertenecen a (A° x X)U (X x A) para todo
a,b € R. Por transitividad,

(a,2) € R, (v,y) € R=> (a,y) € R,
(a,y) € R, (y,b) € R= (a,b) € R.
De donde (a,b) € R para todo a,b € X. Esto quiere decir que R =X x X.

Para ver que los pre-6rdenes (A¢ x X) U (X x A) conforman un conjunto
inf-denso, mostraremos que para un preorden R dado se tiene

R= ﬂ{(Ac x X)U (X x A) : A =1z para alguna pareja (z,y) € R}.

Aqui Tz representa el conjunto {y : xRy}. Para establecer la contenencia C,
tomamos (a,b) € Ry (x,y) € R; se quiere demostrar que

(a,b) € [(12)¢ x X] U (X x 1),

que es equivalente a mostrar que —(xRa) 6 zRb. Si =(zRa), no hay nada que
demostrar; si zRa entonces, por transitividad entre zRa y aRb, se concluye
xRb.

La contenencia O se puede establecer mostrando que si (a,b) ¢ R, entonces
(a,b) ¢ (A° x X)U (X x A) para algin A de la forma Tz, con (z,y) € R. Sea
(a,b) ¢ R; como (a,a) € R, podemos tomar y A = Ta. Entonces a € Ay b ¢ a,
es decir, a € Ay b e A°. Se sigue que (a,b) ¢ (A° x X)U (X x A), que era lo
que se queria demostrar. O

Corolario 7.4. Fl reticulo (Pre(X),C) tiene esqueleto atdmico.

8. EL RETICULO DE LOS FILTROS, F'il(X)

La nocién de filtro se puede definir en reticulos arbitrarios; no obstante, el caso
m4&s importante es, sin lugar a dudas, el de los filtros de conjuntos debido a su
variedad de aplicaciones en topologia, 1égica y otras disciplinas.

Definicién 8.1. Un filtro F sobre un conjunto no vacio X es una colecciéon no
vacia de subconjuntos no vacios de X que satisface:

1. Si Fy, Fs € F entonces F1 N Fy € F.
2. SiFCGyF € F entonces G € F.
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La coleccién (Fil(X),C) de todos los filtros sobre un conjunto X, ordenada
por la relacién de contenencia entre conjuntos, es un conjunto parcialmente
ordenado. El elemento minimo es {X}, llamado el filtro trivial, y el elemento
méaximo es §2(X), llamado el filtro impropio. Obviamente, si un filtro F tiene
como elemento al conjunto @, tenemos que F = §2(X); por tal razén, un filtro
F con la condicién @ ¢ F se denomina filtro propio.

Dados F, G filtros sobre X, si 7 C G decimos que G es mds fino que F.
Proposicién 8.2. (Fil(X),C) es un reticulo completo.

Demostracion. Es facil demostrar que la interseccién arbitraria de filtros es un
filtro; en consecuencia, si {F;}icr es una familia de elementos de Fil(X), su

infimo esta dado por

NF =

iel iel
Invocando el Lema 2.1, podemos concluir que (Fil(X), C) es un reticulo com-
pleto. Pero podemos dar una descripcién explicita de \/,; Fi. Sea B la coleccién
de las intersecciones finitas de elementos tomados de los filtros F;:

B:{Bilm“'ﬂBintBik Gfik, 1<k <n, ’Il:].,Q,...}

Entonces \/,.; F; es la coleccién de los super-conjuntos de los elementos en B.
Este filtro se denomina el filtro generado por B. Si una de las intersecciones
finitas que conforman B es vacia, se obtendra el filtro impropio. (I

A continuacién exhibiremos un esqueleto para (Fil(X), C) formado por los
filtros principales y los ultrafiltros. En primer lugar, es importante observar que
los infra-filtros, o sea los infra-elementos en (Fil(X),C), son los filtros de la
forma {X,X — {x}}, para cada x € X, y éstos no constituyen un conjunto
sup-denso. Es decir, el reticulo (Fil(X),C) es un ejemplo en el que los infra-
elementos no hacen parte de ningin esqueleto minimo.

Definicién 8.3. Dado A C X, el conjunto
1A={FCX:ACF},

de todos los superconjuntos de A en X es un filtro, llamado el filtro principal
generado por A.

Notese que si A € F para un filtro F, entonces TA C F; en consecuencia, la
demostracién de la siguiente proposicién es inmediata.

Proposiciéon 8.4. Para cualquier filtro F se tiene
F=\/{1A: AeF},

con lo cual la coleccion de los filtros principales es sup-densa en (Fil(X),C).
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Entre los filtros principales se destacan los de la forma 1 {z}, para cada
x € X. Por simplicidad escribimos Tx en lugar de T{z}. Estos filtros resultan
ser ultrafiltros, es decir, ultra-elementos en (Fil(X),C). Es facil demostrarlo:
si Tz & F C §(X), entonces F contiene un A C X tal que z ¢ A. Por lo
tanto, @ = AN {z} € F, de donde F = §(X). Los ultrafiltros de la forma
se denominan, naturalmente, ultrafiltros principales.

Es un ejercicio sencillo demostrar que si X es finito todos sus filtros son
principales y, por consiguiente, los tinicos ultrafiltros son los principales. Pero
si X es infinito existen ultrafiltros no principales; la demostracion de este hecho
requiere del lema de Zorn.

Teorema 8.5. Sea X un conjunto cualquiera.

1. U es un ultrafiltro sobre X, es decir, un ultra-elemento en (Fil(X), C),
siy solo sid es un filtro para el cual se tiene A € U o A° € U, para
cada A C X.

2. Todo filtro estd contenido en un ultrafiltro.

Las demostraciones de 1 y 2 son clasicas y pueden consultarse en textos co-
mo [10]. La parte 2 se demuestra con una aplicacion tipica del lema de Zorn. De
hecho, se sabe que no es posible demostrarla sin recurrir al Axioma de Eleccién
o a uno de sus equivalentes (véase al respecto [5]).

Proposiciéon 8.6. Un filtro F es la interseccion de todos los ultrafiltros que lo
contienen; es decir,

F = (WU : U ultrafiltro, F C U},
con lo cual la coleccion de los ultrafiltros es inf-densa en (Fil(X), Q).
Demostracion. Vamos a demostrar que para un filtro dado F se tiene
F = ﬂ{l/{ : U ultrafiltro, F C U},

La contenencia C es inmediata. Para demostrar la contenencia O razonamos
por contradiccién: sea G € (\{U : U ultrafiltro, F C U} y G ¢ F. Entonces
F ¢ G para todo F € F y, por tanto, B={FNG°# @& : F € F} es una base
de filtro. Sea M un ultrafiltro tal que (B) C M, donde (B) es el filtro generado
por B. Nétese que F C M y G¢ € M; es decir, tanto G como G¢ estan en M,
lo cual es una contradiccién. O

Corolario 8.7. La coleccion formada por los filtros principales y los ultrafiltros
es un esqueleto minimo y no-atémico de (Fil(X),C).
9. EL RETICULO DE LOS IDEALES, Idl(X)

La nociones de filtro e ideal son duales; el reticulo de los ideales sobre un
conjunto X, (Idl(X), C), es, de hecho, isomorfo con (Fil(X), C).
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Definicién 9.1. Un ideal Z sobre un conjunto no vacio X es una coleccién no
vacia de subconjuntos no vacios de X que satisface:

1. Sily,I; €7 entonces Iy Ul € 1.
2. SiICJyJeTentonces I €1.

La coleccién (Idi(X),C) de todos los ideales sobre un conjunto X, ordenada
por la relacién de contenencia entre conjuntos, es un conjunto parcialmente
ordenado. El elemento minimo es {@} y el mdximo es §(X).

Filtros e ideales estan relacionados de la siguiente forma:
Si F es un filtro, entonces Z = {A°: A € F} es un ideal,
Si 7 es un ideal, entonces F = {A°: A € T} es un filtro.
La correspondencia
o Fil(X) — IdI(X)
Fr—pF)={A°: Ac F}

es un isomorfismo ya que F C G si y sélo si o(F) C ¢(G). Si F es un filtro
principal, i.e., F =TA, con A C X, entonces

p(F)=lA={BCX:BC A}

Los ideales de la forma | A se denominan ideales principales.
Un ultrafiltro U esté caracterizado por la condicién

Ael b6 A° €U, paratodo A C X;
en consecuencia, el ideal ¢(F) = Z resulta caracterizado por
AeT 6 A° e, para todo A C X.

Este tipo de ideales se conocen corrientemente como ideales primos. Con esta
terminologfa, podemos caracterizar un esqueleto minimo de (Idi(X), C), como
consecuencia directa del Corolario 8.7.

Proposicién 9.2. (Idi(X),C) es un reticulo completo con esqueleto minimo
(no-atémico) formado por los ideales principales y los ideales primos.
10. EL RETICULO DE LAS TOPOLOGIAS, T'op(X)

En esta seccién abordaremos el importante reticulo completo (Top(X),C) de
las topologias sobre un conjunto X dado.

Definicién 10.1. Una estructura topolégica o simplemente una topologia sobre
un conjunto no vacio X es una familia
G={U;:iel}, U;CX
tal que:
1. Uz‘eJUi € G para cada J C 1.
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2. (V;er Ui € G para cada subconjunto finito F' de I.
3. @eg, Xeq.

Esto es, G es una familia de subconjuntos de X cerrada tanto para la unién
arbitraria como para la interseccién finita. La condicién 3 es consecuencia de 1
y 2 cuando tomamos el conjunto de indices I = &. Los elementos de G se llaman
abiertos y al par (X,G) se le denomina un espacio topoldgico. Brevemente lo
notamos X cuando no es necesario especificar explicitamente la topologia G.

La coleccién (Top(X), C) de todas las topologias sobre un conjunto X, orde-
nada por la relacién de contenencia entre conjuntos, es un conjunto parcialmen-
te ordenado. El elemento maximo es la topologia discreta, £(X), y el elemento
minimo es la topologia indiscreta, {&, X }.

En realidad, (Top(X),<C) es un reticulo completo. En efecto, para cual-
quier coleccién {J; }ier de topologias sobre X, el infimo A, ; J; de la coleccién
esta dado por la interseccion ;. ; J; de las topologfas, y la existencia del supre-
mo \/,; Ji estd garantizada por el Lema 2.1. De manera constructiva, \/;.; J;
es la topologia que tiene como subbase a la unién | J,.; J; de las topologfas.

La existencia de infra-topologias, esto es, de infra-elementos en el reticulo
(Top(X), C), estd garantizada por la siguiente proposicion.

Proposiciéon 10.2. Una topologia J sobre X es una infra-topologia si y solo
si es de la forma J = {X, A, &} donde A C X, A# @&, A# X. Ademds, el
congunto K(X) de todas las infra-topologias es sup denso en (Top(X),C).

Demostracion. La primera parte de la proposicién es obvia. La densidad se
sigue al observar que para una topologia J dada se tiene

J=\{{Xx.Ae}:AcT}. O

La existencia de ultra-topologias, esto es, de ultra-elementos en (Top(X), C),
no es tan obvia: jexisten las ultra-topologias?, jcémo caracterizarlas? Como
primer intento, tratamos de construir una topologia muy cercana a @(X ) en
la que todo conjunto unitario, excepto uno, sea abierto.

Definicién 10.3. Para cada filtro F sobre X y cada elemento fijo p € X
definimos la siguiente topologia sobre X:

G(p,F):=P(X —{p}) U F.

En esta topologfa los conjuntos unitarios {z}, (x € X) son abiertos siempre que
x # p. También son abiertos todos los subconjuntos de X que no contienen al
punto p, lo mismo que todos los subconjuntos de X que son elementos del filtro
F. Asi pues, las vecindades de p son los elementos de F a los cuales el punto
p pertenece; de modo que si queremos una topologia lo més grande posible, el
filtro F debe ser lo méas grande posible, o sea un ultra-filtro.
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Proposicién 10.4. Una topologia de la forma G(a,U), donde a € X y U es
un ultrafiltro sobre X tal que U # Ta, es una ultra-topologia.

Demostracion. En efecto, si G(a,U) & J veamos que J coincide con partes
de X. Sea A € Jcona€ Ay A ¢ U. Por ser Y un ultrafiltro, A° € U,
A°U{a} € U, lo cual implica A°U {a} € J. Luego la interseccién de abiertos
AN (A°U {a}) es abierto y asi {a} € J. Como §£(X — {a}) € J, tenemos
J = P(X). O

Y podemos decir mucho mas: toda ultra-topologia es exactamente de la
forma anterior.

Proposiciéon 10.5. Si J es una ultra-topologia sobre X, entonces J es de la
forma G (a,U) para algin U ultrafiltro sobre X tal que U # Ta.

Demostracion. Si J es una ultra-topologia sobre X, existe a € X tal que
{a} ¢ J. El conjunto V(a) de las vecindades del punto a es un filtro distinto
del ultrafiltro Ta, pues {a} ¢ V(a) mientras que {a} €Ta. Ademds, para toda
V. vecindad de a se cumple que V, N{a}® # &, luego el conjunto

B={Van{a}®:V, es vecindad de a}

es base de filtro y, por tanto, el filtro F generado por esta base satisface que
{a}® € F. Por el Teorema 8.5, existe un ultrafiltro & con F C U, de donde
{a}¢ € U y asi {a} ¢ U, es decir, U # Ta; ademds, como V(a) C F entonces
V(a) CU.

Por otra parte, dado que cualquier abierto en J tiene o no al punto a,
entonces

J € PX —{a}) UV(a) € P(X — {a}) VU =G (a,U),

y como J es ultra-topologia tenemos J = G (a,U) . O

Definicién 10.6. Una ultra-topologia generada por un ultrafiltro principal es
llamada una wltra-topologia principal. Es decir, una ultra-topologia es principal
si es de la forma G(z,Ty), con z,y € X,  # y.

Proposicién 10.7. El conjunto A(X) de las ultra-topologias es inf denso en
(T'op(X), ).

Demostracion. Veamos que cada topologia J en X es el infimo de todas las
ultra-topologias en X maés finas que J; esto es,

J=({G,U): T CG(x,U)}.
En efecto, asumamos que J # §(X). Claramente
T C(NG(.u): T € G(z,u)}.
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Para la otra contenencia,
N{G(x.U) - T C Gz U)} € 7,

tomemos A ¢ J y veamos que A ¢ N{G(z,U) : T C G(x,U)}. Para ello
verifiquemos que existe al menos un elemento de la coleccién que no contiene
a A. Como A ¢ J, existe a € A que no es punto interior de A. Por tanto, toda
vecindad V, de a satisface V, N A # @&. Asi, el conjunto

B ={V,NA°:V, es vecindad de a},

es una base de filtro y por tanto el filtro F = (B) generado por esta base
satisface que A°¢ € F. Sea U un ultrafiltro mas fino que F, esto es, F C U.
Como U contiene a todas las vecindades de a, J C £(X — {a}) JU = G(a,U).
Y como A¢ € U, entonces A ¢ U con lo cual

A¢(Wo@u): 7 CG,u)}. O
Corolario 10.8. K(X)UA(X) es el esqueleto atémico de (Top(X), C).

11. EL RETICULO DE LAS TOPOLOGIAS DE ALEXANDROFF, A(X)

Definicién 11.1. Una topologia sobre X se llama principal si es interseccién
de ultra-topologias principales, es decir, interseccién de topologias de la forma
G(x,7y), con z,y € X. Denotamos por II(X) al conjunto de las topologias
principales sobre X.

En particular, cada ultra-topologia principal G(p, 1¢), p # g, es una topologia
principal; en este caso, cada abierto que contiene a p también contiene a ¢ pues
las tnicas vecindades de p estdn en Tq, o sea, V(p) C V(q). Esto significa que
las topologias principales no pueden ser T7. Tampoco satisfacen los axiomas de
separacién T; (i = 2, 3,4), ya que cuando son T} autométicamente se convierten
en la discreta.

Las topologias principales tienen una til caracterizacion: son exactamente
las topologias de Alexandroff, definidas a continuacién.

Definicién 11.2. Se dice que una topologia es una topologia de Alexandroff si
la interseccién arbitraria de abiertos es de nuevo un abierto.

La demostracion de que las topologias principales coinciden con las de Ale-
xandroff puede consultarse en [7].
Mostraremos a continuacién que el reticulo (II(X), C) de las topologias prin-

cipales (i.e. de Alexandroff) es completo, estableciendo un anti-isomorfismo
entre el reticulo (Pre(X), C) de los pre-6rdenes y (II(X), C).

Proposicién 11.3. Dada una topologia principal J la relacion Ry € X x X
definida por
xRy siysolosi T CG(z,y),
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es una relacion de preorden sobre X.

Demostracion. Claramente xR yx pues J C G(x,Tx) siendo ésta dltima la
topologia discreta. Por tanto, la relacion es reflexiva.

Si zR7y vy yRsz veamos que 2R 7z. Como J C G(x,Ty), todo abierto U,
que tiene a x también tiene a y. Similarmente, como J C G(y, 12) todo abierto
U, tiene a z, de donde todo abierto en J que tiene a x también tiene a z y
asi J C G(x,1z). Esto muestra que la relacién es transitiva. O

Notese que el preorden R coincide con el llamado preorden S de especiali-
zacion:
(z,y) € S siysélosize {y}.
Procediendo en la otra direccion, tenemos la siguiente proposicién.
Proposiciéon 11.4. Cada relacion de preorden R C X x X induce una topologia
principal JR.

Demostracion. Jr se define como

Jr = [ 1G(x,1y) : 2Ry},

que es, por definicion, una topologia principal. O

Proposicién 11.5. El reticulo (II(X), C) de las topologias principales sobre
X es anti-isomorfo al reticulo (Pre(X),C) de los pre-drdenes en X.

Demostracion. Las funciones
n:I(X) — Pre(X) y % :Pre(X)— II(X)
definidas por n(J) = Ry y ¥(R) = Jgr son mutuamente inversas en el sentido
que (¢ (R)) = R paratodo R € Pre(X),y ¢¥(n(J)) = J paratodo J € II(X).
Como = Ryy siy sélo si J C G(z,1y) tenemos que, si J; C J2 entonces

(z,y) € Rz, lo que implica Jo C G(z, 1y) y asit J1 € Jo C G(x, Ty), con la cual
(z,y) € R7,, luego Ry, O R,.

Por otra parte, Ry C Ry implica Jr, 2 Jr, ya que

ﬂ{g(xa Ty) : ley} 2 m{g(l'y Ty) : ifRQy}

Esto comprueba que la correspondencia es un anti-isomorfismo. O

Por la proposicién anterior, (II(X), C) es un reticulo completo. Es impor-
tante anotar que el reticulo (II(X),C) es completo con respecto a si{ mismo
pero no es completo como sub-reticulo de (T'op(X), C), ya que puede suceder
que si H es una determinada familia de topologias principales, \/ . op(X) ‘H no
sea una topologia principal y \/TOP(X) H # \/H(X) ‘H. En efecto, sea J una
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ultra-topologia Ty, J # §(X), i.e., J = G(z,U) con x € X, U un ultrafiltro,
U # Tx. Sabemos que

J=\ {{x.A2}:4e7}

Top(X)

y que cada topologia Ha = {X, A, @} es principal. Sea H = {Ha : A € J};

obviamente,
J=\ "<\ K
Top(X) 1(X)

Pero \/H(X) ‘H es més fino que una topologia 17, luego debe ser T, es decir,

Vixy H = 8(X) # 7. En conclusion, \/ 1, x) H # Vix) H-

Proposicion 11.6. Las infra-topologias y las ultra-topologias principales for-
man el esqueleto atdmico del reticulo completo (II(X), C) de las topologias prin-
cipales (i.e., el reticulo (A(X),C) de las topologias de Alexandroff).

Demostracion. El esqueleto lo obtenemos por medio del anti-isomorfismo ) :
Pre(X) — II(X) de la Proposicién 11.5: los infra-elementos de Pre(X) son
enviados en los ultra-elementos de II(X) y, dualmente, los ultra-elementos de
Pre(X) son enviados en los infra-elementos de II(X).

Para el preorden R = A, = A(X) U {(a,b)}, a # b, tenemos

asi que las ultra-topologias principales G(a, 1b), a,b € X, a # b, son los ultra-
elementos de (II(X), C).
Por otra parte, para el preorden R = (A° x X) U (X x A), tenemos

n(R) = ﬂ{g(% Ty): xRy} = ﬂ{g(a?, Ty :x¢ Avye A} ={0,4,X}

Para establecer la iltima igualdad, observamos primero que la contenencia
D es inmediata. Para la contenencia C, basta demostrar que para todo B ¢
{&, A, X} existe un ¢ A o un y € A de tal forma que B ¢ G(x, Ty).

Sea B # @, B# X y B # A. Distinguimos dos casos, BC Ay B ¢ A; en
el primer caso, escogemos z € By y € A — B. En el segundo caso, escogemos
x € B—Ayy ¢ B.En cualquiera de los dos casos concluimos que B ¢ G(z, 1y).

Esto demuestra que los infra-elementos de (II(X), C) son las infra-topolo-
gias. O

12. EL RETICULO DE LAS TOPOLOGIAS BOOLENAS, Bool(X)

Las topologias booleanas son aquéllas que tienen como base una particién de
X. En particular, cada una de estas topologias resulta ser de Alexandroff.
En esta seccién mostraremos que el conjunto ordenado (Bool(X),C) de las
topologias booleanas es anti-isomorfo al reticulo (Equiv(X), C) de las relaciones
de equivalencia sobre X, y exhibiremos su esqueleto atémico.
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Proposicion 12.1. Cada relacion de equivalencia R sobre X define una topo-
logia booleana Jg.

Demostracién. Jg tiene como base la coleccion X/R = {[a] : a € X} de las
clases de equivalencia de R. Como la base es una particién de X, Jgr es una
topologia booleana. O

Proposicién 12.2. Dada una topologia (no necesariamente booleana) J, la
relacion Ry definida por

tRyy <= J CG(z,1y) & T S G(y,12),
o de manera equivalente
TRy <=z € {y} & y € {z},
es una relacion de equivalencia sobre X.

Demostracion. Ry es claramente reflexiva pues z € {x}. La simetria de R es
inmediata. Para demostrar la transitividad, sean z,y, z € X tales que zR7y y
yR7z. Veamos que zR 7z: dada una vecindad V, se debe tener que z € V.. En
efecto, existe una vecindad abierta U, con U, C V. y como y € U,, entonces
U, es vecindad de y; por tanto, z € U, C V. De manera similar se demuestra
que z € {z}. (]

Proposicién 12.3. El conjunto ordenado (Bool(X),C) de las topologias
booleanas sobre X es anti-isomorfo al reticulo (Equiv(X),C) de las relacio-
nes de equivalencia sobre X.

Demostracion. Las funciones
¥ Equiv(X) — Bool(X) vy n: Bool(X) — Equiv(X)

definidas por n(J) = R y ¥(R) = Jr son mutuamente inversas en el sentido
que n(y(R)) = R para toda relacién de equivalencia R, y ¥(n(J)) = J para
toda topologia booleana J. Ademds,

RC S« ¢(R)=Jr C Js=¢(9),

para relaciones de equivalencia R y S cualesquiera. (|

Por la proposicién anterior, (Bool(X), C) es un reticulo completo. Sus infra-
elementos corresponden a los ultra-elementos de (Equiv(X),C); es decir, los
infra-elementos son las topologfas de la forma {@, A, A, X}, para cada A C X.
Los ultra-elementos de (Bool(X), C) son las imdgenes por el anti-isomorfismo
t de las relaciones A, ) = A(X)U{(a,b), (b,a)} cona,b e X, a # b, las cuales
son las topologfas de la forma G(a, 16) N G(b, Ta) con a,b € X, a # b.

Resumimos lo anterior en el siguiente corolario.



ESQUELETOS DE RETICULOS COMPLETOS 131

Corolario 12.4. EI reticulo (Bool(X),C) tiene esqueleto atdmico formado
por las topologias de la forma {@, A, A°, X}, con A C X, A ¢ {2, X}, ylas
topologias principales de la forma G(a,1b) NG (b, 1a), con a,b € X, a # b.
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