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PUNTOS FIJOS COMUNES DE CONTRACCIONES
GENERALIZADAS

JAIME RODRIGUEZ MONTES (*)

To Jairo Charris in memoriam

RESUMEN. Se demuestra un teorema de punto fijo comin para contrac-
ciones generalizadas S y T definidas en subconjuntos convexos y cerrados
de un espacio de Banach, el cual generaliza un resultado de Rhoades [3]
y de Ume y otros [5].

1. INTRODUCCION

Ishikawa [2] introdujo en 1974 un proceso iterativo para construir puntos fijos de
aplicaciones no lineales definidas en espacios de Banach el cual ha sido estudiado
por algunos autores. En ese mismo afio Ciri¢ [1] demostré que si (X,d) es un
espacio métrico completo y T : X — X es una aplicacién tal que d(Tz, Ty) <
améx{d(z,y),d(z,Tz),d(y, Ty),d(x,Ty),d(y, Tx)} para todo z,y € X, donde
0 < a < 1, entonces, para todo z¢g € X, la sucesién x, = T"xg, n > 1,
converge a un dnico punto fijo de T'. Rhoades [3] extendié el teorema anterior a
contracciones generalizadas en espacios de Banach, usando un proceso iterativo
maés general que el de Ishikawa.

Teorema 1.1 ([3]). Sea C un subconjunto convexo cerrado no vacio de un
espacio de Banach X y T : C — C una aplicacion tal que

1Tz =Tyl < ¢ (méx{[lz =yl |z = T, [ly = Tyll, |z = Tyll, ly — T=[|})

para todo z,y € X, donde la funcidn ¢ : RT = [0,00) — R* satisface las
condiciones
a) 0 < ¢(t) <t para todot >0 y ¢(0) = 0.
b) ¢ es no decreciente (es decir, sit <t entonces ¢(t) < ¢(t') en (0,00)).
c) g(t) = % es no creciente en (0,00) y Co(A) es la interseccion de

todos los conjuntos convexos que contienen a A.

(*) Jaime Rodriguez Montes. Departamento de Matemédticas, Universidad Nacional de
Colombia.
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Sea (o) una sucesion tal que 0 < o, < 1,7 >0y Y o, = +00. Entonces la
sucesion (x,,) definida por

rg € C
yn € Co ({wimo T ol ), n 20,
Tn+1 = (1 —ap)zn + apnTyn, n >0,
converge a un unico punto fijo x de S.

Posteriormente, J. Ume, K. Kim y T. Kim [5] extendieron el anterior resultado
a dos aplicaciones. Ellos demostraron:

Teorema 1.2 ([5]). Sea C un subconjunto convexo cerrado no vacio de un
espacio de Banach X, S yT : C' — C dos aplicaciones tales que

méx{||Sz — Syl [|Tz — Tyl|, | Sz — Tyl|} < ¢(M(z,y)) 1)
para todo x,y € C, donde
M (z,y) = max {[lx —yl|, [lx — Szl |y = Syl = = Syll, |y — Sz|, |z — T,
ly =Tyl lle = Tyl lly — Tx|l, |Sz — Tx], | Sy — Tyl }

y ¢ satisface a), b) y ¢). Supdngase ademds que oy, > 0, B, > 0y l—a,—fF, >0
para todo n y que Y oy, = +00. Entonces la sucesion (x,,) definida por

rg € C
ya € Co ({adize UtSmdise UiTwiding) . 20
anrl = (1 — Op — /6n)mn + ansyn + BnTy'ru n Z 07
converge a un unico punto fijo comun de S y T .

En este articulo definiremos un proceso iterativo mas “eficiente” que el anterior
y flexibilizaremos algunas condiciones sobre las funciones ¢ y g obteniendo los
mismos resultados. Veremos que bajo estas hipdtesis mas débiles, el proceso del
Teorema 1.2 conduce todavia a un punto fijo comtin de S y T.

2.  DEFINICIONES Y RESULTADOS BASICOS

Definicién 2.1. Una funcién ¢ : RT — RT es co-contractiva si 0 < ¢(¢) < t
para todo t > 0, ¢(0) =0 y existen N > 0y 0 < o < 1 tales que ¢(t) < at
para todo t > N.

Definicién 2.2. Una funcién ¢ : Rt — R satisface la condicién (A) si para
toda sucesién decreciente (£,) en RT (es decir, t,11 < t, para todo n > 1), tal
que lim ¢(t,,) = lim¢,, = t,, se tiene que t = 0.

Proposicién 2.1. Sea ¢ : RT — R una funcion. Entonces, son equivalentes:
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1. Existen M > 0 y N > 0 tales que g(t) < M para todo t > N, donde

2. Ezisten N >0 y 0 < a <1 tales que ¢(t) < at para todo t > N.

Demostracion. Si 1. se verifica, seleccionamos M; > M, M; > 1. Entonces
g(t) < M para todot > N siysélosil— @ > ﬁl para todo t > N, es decir

@(t) < at para todo t > N, donde 0 < (1 — ﬁl) =a < 1,y 2. se satisface. [
Denotaremos con @ el conjunto de las aplicaciones oco-contractivas ¢ de R en
R™ que satisfacen la condicién (A).

Teorema 2.1. Sea C' un subconjunto convexo cerrado no vacio de un espacio
de Banach X, S yT : C — C aplicaciones tales que

donde

N(z,y) = méx {||z — yl|, |z — Sz, [ly — Syl|, |z — Syl|, [ly — Sz
lz — Tz, |y — Tyll, |z — Tyll, ly — Tz}

y ¢ € P es no decreciente.
Entonces, para todo xg € C, la sucesidn (x,) de C definida por
1
Tpal = §(an +Tz,), n>0, (3)

converge a un unico punto fijo comin de S yT.

Demostracion. Probaremos que la sucesién (4,,), con d,, = d(A,) (didmetro de
An)y

An =A{zitis U{Sxi}?:o U{Txi}?:m n=0
es acotada.
A partir de (2) se deduce que para todo 0 <4, j < n, si N(x;,x;) > 0, entonces
Nij = max{|[Sz; — Saj|, | Tw; — T, [[Swi — Ty}
< d)(N(xivxj)) < N(in,xj) <0y (4)
y de (3), que paratodo 0 <i<ny0<j<mn,

1
lwisr = Sazll = 15 (Szi + Ti) — Say

IN

1
5 (I152zi = Syl + | Tzi — Sz;))

1

5 (NZJ + Nij) = Nij < (57-“ (5)

IA
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y similarmente
[@ig1 = Tajl| < Nij <0 (6)
Se deduce de (4), (5) y (6) que existe 0 < ¢ < n, § existe 0 < j < n tal que
0n, = max{||zo — S|, |wo — Tzl }.
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que §,, = ||zo — Sz;||. Entonces ||xo —
Txo|| > 0,y de (2)
On < llwo = Txoll + [[Two — Swil| < |lwo — Txoll + ¢(N (20, 71))
= llzo = Txol[ + ¢(dn),
es decir (como en [5])

= 0(6n) _ llzo — To]
On - On, ’

o sea,

on < [lzo — T2o|| (7). (7)
Como ¢ € ®, la Proposicién 2.1 y (7) garantizan que la sucesién no decreciente
(6n) es acotada y existe k > 0 tal que §,, < k para todo n > 0.

Sea,
B, = {zi}i>n U{Sl“i}izn U{Txi}iZn, n > 0;
entonces, como anteriormente,
rn = d(By) = max {sup{||z, — Sz;l|, ¢ > n},sup{||x, — Tzi||, i >n}} <k

para todo n > 0.
Como ¢ es no decreciente, se deduce de (2) y (3) que para todo i > n + 1,
1
lzns1 = Szl < 5 (1520 — Szl + [Tz — Szill) < G(N(2n, 2i)) < $(n)

y similarmente ||z,+1 — T2;|| < ¢(ry), por lo tanto, rp41 < ¢(r,) < r, para
todon > 0y limr, = lim¢(r,) = r; y dado que ¢ satisface la condicién (A),
r=0.

De la definicién de r, se deduce que la sucesién (z,) es de Cauchy en C' y
ademds que lim ||z, — Sz, | = lim ||, — Tx,|| = 0. La completez de C garantiza
la existencia de x € C tal que lim x,, = lim Sz,, = limTx,, = x.

Sea d = max{ ||z — Sz||, ||z — Tz||}. Afirmamos que d = 0, pues en caso contra-
rio, hay dos posibilidades. La primera, que exista N € N tal que max{||z, —
Sz||,||zn — Tx||} < d para todo n > N; entonces, de (2)

méx{||Sz — Sz, ||, |Tz — Tz }
< p(max{[|z — Sz|, |z — Tz, [|xn — Sz|, |z, — Tx||}) = ¢(d),
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para n suficientemente grande, por lo tanto, al hacer n — 0o, obtenemos que
d < ¢(d) < d, lo cual es absurdo. La segunda posibilidad garantiza que para
infinitos n € N, méx{||z, — S|, ||x,—Tz||} > d,lo cual asegura la existencia de
subsucesiones decrecientes (s, ) 6 (tn,), Sn, = [|[Tn, — SZ||, tn, = l|Tn, — Tz,
k > 1, tales que my = max{sn, ,tn, } converge a d. Nuevamente, de (2)

miix { ||z = S, I, [ T2 = Tan, ||} < ¢mi) < me,

para k suficientemente grande, de lo cual
lim my, = lim ¢(my,) = d,

y dado que ¢ satisface la condicién (A), d = 0, lo cual es absurdo. Se concluye
entonces que d =0 y = es un punto fijo comin de S'y T'.

Supéngase ahora que para algin par 4,5 0 <4,j <n, N(z;,z;) = 0. Entonces,
de (2), z; = x; y ; es un punto fijo comin de S'y T y la sucesién (z,), z, = x;
converge a T;.

Desde que la unicidad se deduce facilmente de (2) y del hecho de que ¢(t) < ¢
para todo t > 0, el teorema queda demostrado. O

Nota. El teorema 1.2 se puede deducir del anterior. En efecto, si en (1) toma-
mos T = Yy, entonces

M(z, ) = méx{||x — Szl [|x — T[], | Sz — T[]} = max{||lz — Sz|, |z — Tz|[}
y

M (y,y) = méx{|ly — Syll, ly — Tyll, |Sy — Ty[|} = max{ |y — Syl ly — Tyll},

por lo tanto M (z,y) = N(z,y) para todo z,y € C y se verifica (2) del Teo-
rema 2.1. Ahora, si (t,) es una sucesién decreciente en R* tal que limt, =
lim Q(t,) = t, al suponer que ¢ > 0 se deduce, a partir de (¢) que g(t) =
t_é(t) > tn—g(tn) = g(t,), n > 1, y al hacer n — oo, que g(t) = +oo, lo

cual es absurdo. Por lo tanto @ satisface la condicién (A). De la misma (c) se
deduce que existen M > 0y N > 0 tales que g(t) < M para todot > N, y la
Proposicién 2.1 garantiza que @ € .

Por 1ltimo, las desigualdades 6,, < ||[zo—Txo||g(dn) (pg 390) y rr, < (1—tp_1—
Br-1)rn-1+ (@n-1+Bn-1)Q(rn—1) (pg 341) en [5], garantizan, la primera, que
(6,) es una sucesién acotada (sin ser g(t) no decreciente) y la segunda, que la
sucesién (r,,) es decreciente y ademds que lim r,, = lim ¢(r,,) = r. Como Q € P,
r=0.

Lo anterior demuestra que, efectivamente, el Teorema 1.2 es consecuencia del
Teorema 2.1, y el requisito de que > v, = 400 es innecesario. Es conveniente
observar que la demostracién en [5], de que Sz = Tz = z, es incorrecta.
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