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ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS DE LOS DOS
PRIMEROS ORDENES Y TRANSFORMACIONES DE
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A la memoria del matemdtico Jairo Antonio Charris Castaneda

RESUMEN. Las ecuaciones diferenciales ordinarias de primero y segundo
orden no tienen propiedades invariantes respecto de las transformaciones
de contacto. Una demostracién, segin el método de equivalencia de E.
Cartan concierne a las ecuaciones de primer orden. Para las ecuaciones de
segundo orden, se dan dos demostraciones; una primera, segin el método
de equivalencia de E. Cartan; una segunda es del mismo Lie, segin su
propia concepcién de equivalencia.

PALABRAS CLAVES: Equivalencia. Ecuaciones diferenciales ordinarias o de
orden 1, o de orden 2. Transformacién de contacto. Sistema diferencial
exterior. Grado de indeterminacién. Caracteres reducidos de Cartan. Sis-
temas diferenciales exteriores involutivos.

1. INTRODUCCION

En ecuaciones diferenciales importa poder transformar una ecuacién en otra.
Por eso, desde temprano en la historia de las ecuaciones diferenciales aparece
el problema de equivalencia. Dos ecuaciones diferenciales son equivalentes si
existe una transformacién que aplica la una en la otra.

En especial, Lie desarroll6 una avanzada teoria, teoria de grupos de Lie. Un
resultado clave: Si una ecuacién diferencial es invariante respecto de las trans-
formaciones de un grupo, entonces, existe un algoritmo que permite resolver la
ecuacioén.

Similarmente, Elie Cartan, valiéndose del calculo diferencial exterior, a cuya
creacion contribuyeron tanto Cartan mismo como Poincaré, formulé el proble-
ma de equivalencia para ecuaciones diferenciales.

(*) Alberto Campos. Departamento de Mateméticas, Universidad Nacional de Colombia,
Bogot4.
E-mail: acampos_s@yahoo.com.mx.
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Publicaciones recientes mantienen actualizada la exposicién del método. Robert
Gardner, Niky Kamran, L. Hsu, William Shadwick han elaborado aplicaciones
muy significativas.

Peter Olver no sélo ha investigado en aplicaciones de la misma importancia
sino que publicé en 1995 una obra omnicomprensiva con todo tipo de expli-
caciones basada en un impresionante conocimiento de la bibliografia atinente.
Una obra de Olver, Applications of Lie groups to differential equations, 1986,
1993, ya se habia convertido en referencia obligada sobre el tema. Andlogamen-
te ha de serlo Fquivalence, Invariants and Symmetry, 1995, para problemas de
equivalencia. Las consideraciones que siguen estan redactadas dentro del marco
tedrico de Olver en esta obra, aunque compulsando textos de Lie y de Cartan
primordialmente.

E. Cartan aplicé su método de equivalencia en diversas ocasiones, como se pue-
de apreciar en sus Oeuvres Complétes, publicadas por Gauthier - Villars, Paris.
Es citada particularmente, una exposicion que lleva por titulo Les problémes
d’équivalence sintesis de estudios de sistemas diferenciales realizados por él
gracias a su método. En esa exposicién propone estudiar las ecuaciones dife-
renciales ordinarias respecto tanto de las transformaciones de contacto como
de las transformaciones puntuales. S. S. Chern consagré dos memorias al estu-
dio, segtiin el método de E. Cartan, de las ecuaciones diferenciales ordinarias
de tercer orden. El autor del presente articulo inicié el estudio de las ecuacio-
nes diferenciales ordinarias de cuarto orden. Niky Kamran y sus alumnos han
estudiado, sisteméticamente, las ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo
orden respecto de transformaciones puntuales. Segin opinién de Olver en el li-
bro citado en la bibliografia (cita muchas fuentes, algunas de ellas evaluadas en
el curso de la obra) no se podria asegurar todavia que las clasificaciones estén
completas, incluso en el solo caso de ecuaciones escalares de segundo orden.
En el ano 2000 fue publicada, en Cambridge University Press, una obra Lie’s
structural approach to PDE systems, donde su autor, Olle Stormark, explica
métodos de Lie, E. Cartan, y, Vessiot para el estudio de sistemas diferenciales.

Grosso modo, éstas son grandes lineas histéricas de un problema que hay que
plantear para cada familia de ecuaciones diferenciales ordinarias o parciales. Se
puede aseverar que casi todo estd por hacer. En el presente articulo se presentan
algunos temas introductorios.

La demostracién expuesta por Olver para las ecuaciones de segundo orden se
basa en las investigaciones de Kamran y su escuela. En el presente articulo
se hacen modificaciones en la elaboracion de la solucién del problema, segun
procedimientos del trabajo del autor en 1970, con miras a la generalizacién.

Por otra parte el autor tradujo y dispuso en espanol el texto de Lie.
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El articulo estd elaborado con todo detalle en la aplicaciéon del método de
equivalencia de E. Cartan con el fin de animar a eventuales lectores a proseguir
en el estudio de tal método.

2. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS DE PRIMER ORDEN
Un elemento de contacto de orden 1 es definido por la ecuacién de Pfaff
we = dxo — x3dry = 0.
Una transformacién de contacto, en R? es una transformacién puntual en R3

cuya primera prolongacién deja invariante la ecuacién de Pfaff wo = 0.

Una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden z3 = F(x1,22), la cual
corrientemente es escrita en la forma y’ = F(x,y), en lo que sigue es escrita
asi:
Wo = dQCQ - F((El,.’Ez) d.’El =0.

Se tiene un problema clasico puesto por Sophus Lie: Dadas 2 ecuaciones dife-
renciales ordinarias de primer orden, se pregunta si existe una transformacion
de contacto de R? que transforme una ecuacién en la otra, en el sentido de que
aplique soluciones en soluciones.

;,Cémo se plantea el problema de equivalencia para ecuaciones diferenciales
ordinarias de primer orden respecto de las transformaciones de contacto?

Sean:

= 235 = F(21,22) una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden en
las coordenadas x1, o, T3.

La ecuacién puede escribirse como una 1-forma
Wo = d.’l?g — F(Q?l, SCQ) d.’[?l.

La 1-forma ws, junto con la 1-forma w; = dx; completan una base de
co-referenciales en dimensién 2. Entonces, a la ecuacién se le asocia un
co-referencial general

Qo = agwo,
0

a1 (w1 + ajowz), ariase # 0,

donde aq1, a12, ass funciones de x1, xo, son los elementos genéricos
de una matriz triangular 2 x 2, con elementos no nulos en la diagonal
principal.

» T3 = F(T1,72) una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden en
las coordenadas Z1, To, T3.

La ecuacién puede escribirse como una 1-forma de Pfaff

Wy = dTe — F(T1,%2) dTy.
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La 1-forma ws, junto con la 1-forma w; = dT; completan una base de

co-referenciales en dimensién 2. Entonces, a la ecuacién Ts = F(T1, To)
se le asocia un co-referencial general

Qo = G222,

O

@11 (W1 + G12w2), 122 # 0,

donde @11, a12, Goo funciones de Tp, To, son los elementos genéricos
de una matriz triangular 2 x 2, con elementos no nulos en la diagonal
principal.

El problema por resolver consiste en determinar condiciones necesarias y su-
ficientes para que exista un difeomorfismo tal que la imagen por el difeo-
morfismo del co-referencial 2 = {Qg,Ql} sea precisamente el co-referencial

Q={Q, N}

Si la respuesta es afirmativa se dice que las ecuaciones son equivalentes respecto
de transformaciones de contacto.

En el conjunto de los co-referenciales se busca determinar subconjuntos distin-
guidos mediante imposicién de condiciones de caracter invariante a los parame-
tros a;; del grupo o a funciones de ellos.

Operando mediante el calculo diferencial exterior sobre el sistema de Pfaff
constituido por las 2 formas de Pfaff ws, wy y sus transformadas Qs, 2 puede
ser que aparezcan invariantes diferenciales constituidos por derivadas de F
en tal caso, es posible formar clases de ecuaciones diferenciales, dado que los
invariantes diferenciales traducen propiedades de las funciones definidas por las
ecuaciones diferenciales.

Puede ser que no haya tales propiedades; entonces, todas las ecuaciones con-
forman una sola clase y dos cualesquiera de ellas son equivalentes, es decir, la
una es transformable en la otra por transformaciones de contacto.

Es la averiguacién que se emprende en seguida.

Segun las condiciones dadas, se tiene que

d:TJQ :LUQ+F(.01,

dr1 = wq.

La diferencial exterior de wq, es nula, es decir, dw; = ddr; = 0. En cuanto a
la de woy se calcula asi:

dwy = —dF Ndzx1 = —(F1 dry + Fy dl‘g) ANdry = —Fydxs N dxy
7F2(W2 + Fu.)l) A\ w1 = F2 w1 A w9.
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Dado que aj1a22 # 0, se tienen las inversas:

2y
Wo = )
a22
9 a12
W) = — — 7Q2.
a11 a22

Con estas relaciones se pueden calcular las diferenciales exteriores de €25, €.

dQo = dagg N wae + a9o dwy = dagg A way + ageFowi A we

Q Q Q
dags N\ <2> + ago Fy |:1 — 01292:| AN e
a22 a1 a22 a22

da22 da22

F:
= /\QQ—FQQl/\Qg:(
@22 ail

F:
+ 2Q1> A Qo.
a22 a11

Anélogamente

d = dayy A (w1 + a1awz) + a11(dwy + daiz A wa + ag2 dws)
= da11 A (u)l + CL12W2) + ai1 da12 A wo + a11a12F2 w1 A w2
dayy ayrdars a2k

= AN+ ——AQ +
a1 a2 a22

Q1 A Q.

Una vez que se han calculado las diferenciales exteriores de cada una de las
1-formas del co-referencial se averigua una especie de consistencia del sistema
mediante la introduccién o busqueda de dos tipos de niimeros

= grado de indeterminacién de las diferenciales exteriores del co-referencial
general.
» caracteres reducidos de Cartan de las mismas diferenciales exteriores.

Para calcular el grado de indeterminacion se comienza por introducir tantas
1-formas 0 cuantas diferenciales hay de los pardmetros del grupo. Aqui hay
tres parametros: aq1, ai2, age y tres diferenciales day1, daio, dass. Se ponen,
entonces, tres 1-formas 0;;, asi

dai1
— +tiiwi + ti1owe = 041
a11
daga
—— + too1wi + tagaws = O2a.
@22
a11
— [dai12 + t121w1 + t12owa] = b12.
a2

Estas formas son combinaciones lineales de las 1-formas de Maurer-Cartan y de
las 1-formas del co-referencial. En cierto modo se pone a prueba la estabilidad
del sistema exterior al mirar si hay variacién mediante substituciones lineales.
Para lo cual, se reemplazan las diferenciales en los parametros del grupo por
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estas 1-formas mas generales en las diferenciales exteriores dfs, df2;. Las varia-
ciones se estabilizan mediante los coeficientes t;;. El grado de indeterminacién
es, precisamente, dado por el nimero de coeficientes ¢;;1, libres, es decir, no
sujetos a condiciones, como se muestra a continuacion.

Otro modo de escribir las dos diferenciales exteriores de (2o, €1, es el siguiente:
0=dQs — 22 A Qo

da22

= daga A wa + a2 Fowi N\ wy — + to21w1 + Logowa | A agowo

a22
= da22 N wo + GQQFQCU1 N wy — da22 N wy — a22t221w1 N wo

= ag9o(Fy — tag1)wy Aws = 0.
De donde
tao1 = Fo. (1)
Igualmente,
0=dQy — 011 ANQy — 012 A Qo
=dai; ANwi + aizdar; Aws + a1 daia Awse + ar1aiaFow A ws

da11

. +tinwi + tiaws | a11(wi + ajaws)
11

an
- [daia + t121w1 + t122w2] asaws
22

=day; ANwi + aradair A wse + a1 dais A wa + ar1ai12Fowy A wo

—daj; ANwi — aiadaiy Nws — arp dajs A ws

— ar1a12tiniwr A we + arrtiiowr Awe — arrtiziws A ws.

= anfa12F2 + t112 — tio1 — a1ztinijwr A ws.
De donde

t112 — t121 — ai2ti11 +a12Fe = 0. (2)

Por la ecuacién (1) tao; = F> quedd determinado.
Por la ecuacién (2) t112 es dependiente de t191, t111, a12, Fs.

De los 6 coeficientes ¢, hay 4 libres. Se dice que el grado de indeterminacién de
las diferenciales exteriores del co-referencial @ = {2, } es 4.

El problema de equivalencia planteado puede tener solucién completa. Lo cual
sucede cuando el sistema de Pfaff al que da lugar el problema, resulta involutivo.

Definicién. (Olver p. 355) Un sistema de Pfaff con grado de indeterminacién
i y caracteres reducidos de Cartan s}, s}, ..., s es involutivo, si y sdlo si,
satisface al test de Cartan

$1+ 285 + -+ ms), =i.
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Involutividad es equivalente a existencia de un grupo de simetria de dimensién
infinita llamado m&as comtinmente pseudogrupo infinito dado por funciones que
satisfacen sistemas diferenciales. Todos los co-referenciales involutivos con las
mismas ecuaciones de estructura son equivalentes. Su grupo de simetria es
transitivo.

Tal como ha sido plateado el problema de equivalencia para las ecuaciones
diferenciales ordinarias de primer orden, el resultado es de tipo involutivo.

En efecto, los caracteres reducidos son s = 2, s, = 1; entonces
s1+2sh=2+2-1=4.

{,Cémo se calculan los caracteres reducidos del sistema diferencial exterior segin
el método, ligeramente modificado, de Olver (Definicién 11.4 p. 353)?

La dimensién de la variedad subyacente es m = 2.

La dimensién del grupo estructural es r = 3.

Hay que considerar una matriz 2 x 3, dos lineas, tres columnas, a saber,

Oa0 N Qo 0 0
0 011N 012N )

Entonces, la matriz con las solas formas €2 es

Q 0 0
( 0 O Qg) '
Al reemplazar Qs por 1 (primer componente de la base candnica en dimensién
2) y £ por 0, se obtiene
1 0 0
<O 0 1) '

El rango méximo de esta matriz es 2. Es el primer caracter reducido del sistema.

En general, se consideran k caracteres, donde 1 < k < m — 1. Por lo tanto
k =1=2-1. El cardcter s}, se define por la relacién sy +---+s},_;+s,, =r.
En el presente caso, s, es definido por s} + s5 = 3. Es decir, s, = 1. Por lo
tanto, los caracteres de Cartan son s} = 2, s, = 1. Entonces
s) +2sh, =24 2-1 = 4. Este nimero es igual al del grado de indeterminacién
del sistema diferencial exterior. Se tiene, pues, por el teorema fundamental de
Cartan, un sistema involutivo.

Teorema. Las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden no poseen
propiedades invariantes respecto de las transformaciones de contacto.

Puede decirse también: Las transformaciones de contacto operan transitiva-
mente; es decir, dadas dos cualesquiera ecuaciones diferenciales ordinarias de
primer orden existen siempre transformaciones de contacto que transforman la
una en la otra.



ECUACIONES DIFERENCIALES Y TRANSFORMACIONES DE CONTACTO 157

Ya fue mencionado que si una ecuacién diferencial es invariante respecto de
un campo de vectores, entonces, hay un algoritmo que permite separar las
variables, y por lo tanto, resolver la ecuacién.

Pues bien, Lie demostrd, p. 106, en relacién con las ecuaciones diferenciales
ordinarias de primer orden que

Proposicién. Si una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden admite
una transformacion de contacto no trivial, entonces, es integrable mediante una
cuadratura.

3. PROBLEMA DE EQUIVALENCIA DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES
ORDINARIAS DE SEGUNDO ORDEN RESPECTO DE LAS
TRANSFORMACIONES DE CONTACTO

En lugar de la notacién habitual de las coordenadas z, y, 3’, 3" se escribe
aqui (con fines de generalizacién) x1, xa, 3, €4 de modo que la ecuacién dife-
rencial ordinaria de segundo orden viene dada por la expresién

x4 = F(x1, 29, 23).
Un elemento de contacto de orden 2 es definido por el sistema de Pfaff
wy =dxe —23dx; =0,
w3 =dxs — x4dxy = 0.
Dado que x4 = F(x1,x2,x3), €l sistema diferencial
wo = dxo —x3dry =0,
w3 = dxz — F(x1, 2, 23) dzr; =0,

liga todos los elementos de contacto de segundo orden que satisfacen la condi-
cién de ser los elementos de contacto de segundo orden de una curva en EZ2.

Toda ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden puede ser representada
mediante el sistema diferencial

Wy = dZEQ — X3 diEl,
w3 = d.’ﬂg — F(CBl,l’Q,CL'g) dl’l.

Una transformacion de contacto de orden 2 es una transformaciéon puntual
de E? hacia E? cuyo primero y segundo prolongamiento dejan invariante la
sucesién de sistemas de Pfaff

{WQ = O}a
{LLJQ = O,Ldg = 0}
Para completar un co-referencial de dimensién 3, se anade la 1-forma

w1 = dl‘l.
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Entonces, se tienen las siguientes relaciones

w2 1 0 —x3 dxg
w3 = 0 1 —F d1‘3
w1 0 0 1 dxy
E inversamente
dmg 1 0 T3 w2
drs | =10 1 F w3
diI?l 0 0 1 w1

Mediante diferenciacién exterior se obtienen las siguientes relaciones
dwy = —drs Ndry = —(w3 + le) Awp = w1 ANws
dwg = —dF A dIl = 7(F1 dxl + F2 dIQ + F3 dCC3) A dIl
= Fowi Aws + F3wi A ws.

OF
El subindice F; representa B
x;

El conjunto de las matrices triangulares inferiores con ningun elemento nulo
sobre la diagonal principal forman un subgrupo de Lie del grupo de Lie de las

matrices 3 x 3 con elementos reales.

(,Cémo se plantea el problema de equivalencia de ecuaciones diferenciales ordi-

narias de segundo orden respecto de transformaciones de contacto?

Sean:

= x4 = F(x1, 22, 23) una ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden.

A la ecuacién estd asociado, el co-referencial Q = {2, Q3,21 } obtenido
a partir del co-referencial w = {ws, w3, w;} mediante una transforma-
cién representada por una matriz triangular con elementos no nulos en
la diagonal principal. Segin un teorema de Lie toda algebra soluble es
representable asi. Se tiene entonces

Q2 a2 0 0 w2
Q3 | = | assass  ass 0 ws |,
O aijai2 ailaiz  aii w1

ai1az20a33 # 0, donde las a;; son funciones de x1, x2, 3.

Anélogamente,

=Ty = F(f1;f2af3)a

Qs ao9 0 0 Wo
Q3 | = | azzaze @33 0 w3
O aj1Giz  @11013  d11 Wy
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El problema de equivalencia consiste en determinar condiciones necesarias y
suficientes para que exista una transformacion de coordenadas tales que res-
pecto de ella, el co-referencial @ = {Q9, 23,2} sea precisamente el inducido
por el co-referencial Q = {0, 23, 04 }.

Dado que ws = 0, ws = 0 indican contacto de segundo orden, el co-referencial
general asociado indica, entonces, que las transformaciones consideradas pre-
servan dichas condiciones de contacto de segundo orden.

La transformacién admisible como solucién del problema habra de ser una
integral general del sistema diferencial exterior Q = €. Por ello es indispensable
introducir condiciones de integrabilidad, lo cual se hace mediante diferenciacién
exterior. S6lo se escriben los cédlculos con las formas diferenciales €2; se supone

que exactamente ias mismas operaciones se hacen con (). Informalmente, de
Q = Q, se sigue d2 = df2.
dQy = d(GQQWQ) = dags A wa + ag9 dws = dass N\ we + asswy A ws

daz  as

a a
:[—(21—1—1293 AQo+ —2-01 AQ;.
a22 a11 a33 11033

dQ3 = dlass(ws + azawy)]
= dasz N\ (LU3 + a32w2) =+ a33(dw3 + dasgs A\ wa + ass dwg)

= daszz N\ (UJ3 + a32W2) + aszsdass A wo + aszzFowy A we + CL33(F3 + agg)wl N w3

da aszs + F: a13Fy — ajaa3zs — a1 F-
{ 83, ds2 3QlJr 13472 12032 12 392} A Qs
ass ail a2z
a3z daz a33
+ |: + (Fg — a§2 — Cl32F3)91:| A QQ.
a22 11022

dQy = dayy A (w1 + aaws + a13w3)
+ a11(dwy + daip A wa + arp dwy + dayz A wz + a3 dws)
= da A (w1 + a1ows + a13ws) + a11 dara A we + ag1 dags A ws
+ an1a1zFowr Awa + ar1(ai2 + a13F3)w Aws
_ dayy ar das

a
= /\Q1+£(da12—a32da13)/\92+7/\93
ail a2 ass

a13F5 — ajzaz — a131132F?,Q A+ a2 + 61131‘73Q AQ
1 9+ ———) 3
a22 a33

(a33Fy — a3y — a12a13F3)Q A Q3.

ail
22033
En la diferencial exterior d€2s el coeficiente de 21 A3 es un invariante relativo,
tiene siempre el mismo valor constante. Como en él intervienen los elementos
de la diagonal principal de la matriz triangular, se le da al invariante el valor
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1 mediante la relacién
a22 = 4110433
Entonces,
dazy _ d(aiiass)  day n dass

a22 a110a33 ail ass
Se trata de establecer la estabilidad del sistema diferencial con informacién que
se extrae de las diferenciales exteriores mediante la determinacién de dos tipos
de numeros: el primero da el grado de indeterminacién de las diferenciales; el
segundo son los caracteres reducidos de Cartan.

Se tienen ahora cinco parametros: ai1, as3, a3z, G12, a13 y cinco diferenciales
exteriores day1, dass, dazs, dais, dais.

Para averiguar los dos tipos de nimeros se introducen cinco 1-formas: 611, 033,
035, 012, 013 mediante las relaciones.

dan
+ tinwr + tiows + tiizws = 011,

a1

da33
. + t331w1 + t330w2 + t333w3 = 033,

33

1
— [dasa + t321w1 + tagaws + t323ws] = O3,

a1
1
—[da12 — asz dais + t121w1 + t122w2e + tiosws] = 12,
az3
a1
P [dais + tiz1w1 + tigowa + tigsws] = O13.
33

El propésito es calcular el grado de indeterminacion.

Cada una de estas cinco 1-formas ;;, aparece una vez en la diferencial exterior
d€);. Estén definidas sobre G' x R3. Contiene cada una cuatro términos, el prin-
cipal es precisamente la diferencial da;;; los otros términos son combinaciones
lineales de los elementos de la base del co-referencial cuyos coeficientes pue-
den ser determinados. Acabar la construccién de estas 1-formas es, en cierta
manera, el punto clave para el problema de equivalencia de Cartan.

Al reemplazar las 1-formas 6;; en las diferenciales exteriores d€ls, df2s, d€);
algunas de las t;;;, resultan completamente determinadas; algunas son inter-
dependientes y otras, finalmente no resultan condicionadas. Tal procedimiento
recibe el nombre de absorcién de los coeficientes de torsién o coeficientes de
Q; A Q; en las diferenciales exteriores df2;.

Lo que interesa averiguar es el nimero de las t;;; no condicionadas.

Olver, p. 351, da la siguiente definicién.
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Definicién. El grado de indeterminacién, (), de un co-referencial generali-
zado es el nimero de variables libres en la solucién para el sistema de absorcién
lineal asociado.

Para llegar a conocer ese nimero se puede proceder de la manera que sigue.

Para la primera diferencial exterior se calcula

0=dQs — (011 + 033) A Qs — Q1 A Q3

= ass da11 A wo + a1 da33 A w2 + a11a33W1 A w3

dau 4 ) wy + tiows + tiizws +

aii

— [a11a12w2 + a11a13w3 + a11wi] A [assagaws + aszws]

d
s+ t3z1wy + tgzows + t333w3} A a11033W2

= azzdai; Awz + a11 dagz A we + ar1azzwi Aws — azz daiy A wa
— a11 dags A we + arrass[l — lJwr A ws + arrassftizg + t331 — age]wi Aws

+ ar1as3[—t113 — t3zz — a12 + a1zasejwr A ws
De donde

t111 +t331 —az2 =0 (1)

t113 + l333 + @12 — a13az2 = 0 (2)
Para la segunda diferencial exterior se calcula

0=d3 — 033 A\ Q3 — O35 A Qo
= dasgs N (w3 + azows) + asz dass N\ wa + asgFowr A ws + asz(F3 + aza)wi Aws
dass

ass3

+ t3g1w1 + t3zaws + t333w3 | A (aszws + aszasaws)

1
I [dasa + tzo1wr + tzoows + t3a3ws] A a11a33wa
11

= da33 A w3 + a3z da33 N wa + ass dagg N wo — da33 A\ W3 — as3g da33 N wo
— azz dazy N wo + azz [(Fz + azatzzr — tz21)wi A wa + (F3 + asz + t331)wy A ws

+ (t332 — agatsss + t3a3)wa A ws] = 0.

De donde

—~
w
~—

Fy + azatzz) —t321 =0
F3+asy +1t331 =0

1332 — a32t333 + t323 = 0

—~
(2 BTN
= =
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Para la tercera diferencial exterior se calcula

0=dQy — 011 ANQ1 — 012 AN Qo — 013 A Q3
= da1 A (w1 + a1aws + a13ws) + a11 dais A we + aq1 dajs A ws
+anazFow; Aws + arr(aiz + aizFs)wr Aws
daiy

N + tinwi + tiiews + trisws | A [a11a12w2 + a11613ws + a11wi]
11

1
— — [da12 — azz dags + t121w1 + t12ows + t123ws] A a11a33w2
a33
a11
I [dais + t1z1w1 + tigowa + tigsws] A [aszasows + agsws)
33
=dai1 Nwi + aizdail Aws + arzdai; A ws + arq dais A ws + a1 dais A ws
— a2 da11 AN W2 — Q13 da11 AN w3 — da11 AN W1 — a1 da12 AN w2
+ay1az2 dayz A we — ajiaza daiz Aws — ayy dagz A ws
+ a1y [a13F> — ajati11 + t112 — t121 — asatizi]wi A ws
+ a1 [a12 + a13F5 — aistiin 4tz — tizi] wi Aws

+ a11 [a12t113 — a1stiiz + tiog + agatizs — tize] wa A ws.

De donde
a13F> — a1ati11 + t112 — ti21 — asatizr = 0 (6)
a12 +a13F3 — aygtiin +t113 —t131 =0 (7)
ai2t113 — a13t112 + t123 + aszatizz —t132 =0 (8)

En las cinco 1-formas 6;; hay 15 variables t;;.

Hay ocho ecuaciones, de las cuales se puede obtener linealmente el valor de
ocho de ellas, asi

(1) t111- (5) t332
(2) t113- (6) t112
(3) ts21- (7) t113
(4) t331- (8) t132

Quedan 7 libres. Se dice que el grado de indeterminacién es 7. En la notaciéon
de Olver rM) = 7.

Ahora se introducen los caracteres de Cartan.

En las diferenciales exteriores figura un co-referencial w = (wq,ws,w;), 0 uno
més general Q = (Q9,03,€1), como se ha hecho en las pdginas anteriores.
Figuran igualmente las cinco 1-formas 6 = (611, 033, 032, 012, 013).
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A las diferenciales exteriores se asocia una matriz 3 x5 de modo que haya tantas
lineas como formas 2 y tantas columnas como formas . Para el presente caso

011 A Q2 033 A Q2 0 0 0
0 933 A Qg 932 A Qy 0 0
011 N 0 0 012 A Qs O13 N Q3

A partir de esta matriz se escribe otra en la que tnicamente se escriben las
formas €, asf

Q Q 0 0 0

0 Q3 Q9 0 0

Q 0 0 Q9 Qg

Se puede substituir el vector (Qg, Q3,1 ) por el primer vector de la base canéni-
ca en R3; se obtiene

1 1.0 00
001 00
00 010

Lo que interesa de esta matriz es el rango, que es 3; este el cardcter s) de
Cartan para las ecuaciones de estructura calculadas antes.

Para calcular un segundo carécter reducido de Cartan, s}, se escribe 2 veces
la matriz anterior, cada una con un vector de modo que los vectores no sean
linealmente dependientes. Asi que se puede tomar el primero y el segundo vector
de la base candnica de R3, respectivamente. Se obtiene,

110 00
00100
00 010
00 0 0O
01 0 00
00 0 01

El maximo rango para esta matriz es 5. El segundo caracter reducido de Cartan
viene dado por la relacion

sh+sh=5
Entonces s, =5—3 = 2.
El tercer carédcter reducido de Cartan es dado por la relacién s} + s + s§ = 5.
Por lo tanto s§ = 0.

Se puede aplicar ahora si, “el poderoso criterio de involutividad de Cartan”
(Olver. Teorema 15.11).

Teorema (Cartan). Considérese el problema de equivalencia con gra-

do de indeterminacion, i, caracteres reducidos de Cartan sy, ..., s, 4
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definidos por la relacion

L[v,y]

Llva, y]
s} + -+ + s, = méx { Rango

L['Uk, y]

de modo que

U, .., UkE]lgn o

nye M xXGxMxG

s 1 <k<m-—1.
Un dltimo cardcter reducido, s,,, es definido por la relacidn
s+ -+ s, + s, = r. Entonces, el sistema diferencial asociado
es involutivo, si y sélo si,

s1 4+ 28y + - +ms), =1i.

Para ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden y transformacio-
nes de contacto es m = 3, s} = 3, s = 2, s4 = 0, ¢« = 7. Por lo tanto
34+2-2+3-0=7=7=1. El sistema diferencial resultante es involutivo.
Informalmente, dice Olver, p. 354, un sistema de ecuaciones diferenciales par-
ciales se dice involutivo si es sin condiciones de integrabilidad. Para el problema
de equivalencia significa la existencia de un grupo de simetria de dimensién in-
finita para el co-referencial considerado. Todos los co-referenciales involutivos
con las mismas diferenciales exteriores son equivalentes.

Lie habia demostrado este teorema por un procedimiento enteramente distinto,
desde luego, al que se ha seguido aqui, que es el de Cartan.

Dado que el procedimiento de Lie se basa en la nocién de transformacién de
contacto, sobre la cual no se ha insistido hasta ahora, es interesante considerar
la demostracién de Lie.

4. LIE: LAS ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS DE SEGUNDO
ORDEN NO TIENEN PROPIEDADES INVARIANTES RESPECTO DE
TRANSFORMACIONES DE CONTACTO

En el capitulo tercero Lie define transformaciones de contacto mediante ecua-
ciones diferenciales.

La transformacion

x=X(z,y,p)
y=Y(z,y,p)
p=P(z,y,p)
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es de contacto, cuando para una funcién f(x,y,p) # 0y para X, Y, P funcio-
nalmente independientes se cumple que

dY — PdX = f(dy — pdx).
Al desarrollar la condicién se obtiene
Y,dx +Y,dy+Y,dp— P(X,dz+ X, dy + X, dp)
= (Y, — PXy)de + (Y, — PXy)dy + (Y, — PXp)dp = fdy — fpdx.
Por lo tanto
Yo = PXo + fp=0,
Y, -PX, - f=0,

Y, - PX,=0.
O matricialmente,
Y. Xo p f 0
Y, X, -1 —-P] =10
Y, X, 0 1 0

El determinante del sistema es igual a
Xp(Ye +pYy) — Y (Xo + pXy).
Lagrange y Poisson introdujeron la notacién
Xp(Ye +pYy) — Yp(Xo +pXy) = [X,Y].

Proposicion 1. Sean X, Y funciones de z, y, p, independientes entre si. Con-
dicidn necesaria y suficiente para que existan dos funciones no nulas P(x,y,p),
f(z,y,p) que cumplan la relacién

dY — PdX = f(dy — pdx) es que [X,Y] = 0.
Entonces, f, P, son univocamente determinadas y f no es idénticamente nula.

Proposiciéon 2. Sean X, Y funciones de z, y, p, independientes entre si; sean
P, f funciones de x, y, p tales que

dY — PdX = f(dy — pdx).
Entonces,

[X,Y]=0, [PX]=f#0, [PY]=FfP.

Proposicién 3. Sean X, Y funciones de x, y, p, independientes entre st tales
que [X,Y]=0. Si la funcion P(x,y,p) es tal que

[P,Y]— P[P, X] =0,
entonces, se cumple que

dY — PdX = f(dy — pdzx),
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donde f = [P,X] # 0, y que las funciones X, Y, P sean independientes entre
St.
Proposicion 4. Sean X, Y, P funciones de x, y, p tales que
(X, Y]=0, [PX]=f#0, [PY]=[P

Entonces, X, Y, P son funcionalmente independientes entre si y satisfacen la
condicion
dY — PdX = f(dy — pdx).

Teorema 1. La transformacion

z1 = X(z,y,p)
Y1 = Y(‘T»y7p)
b1 = P(%%p)

es de contacto, es decir, tal que dY — P dX = f(dy — p dx), si y sdlo si,
[X7Y]:O’ [PvX]:f#Ov [PaY}:fP
Proposicion 5. Las funciones X, Y en una transformacion de contacto estdn

solamente sujetas a dos condiciones.

= Han de ser funcionalmente independientes.
= Han de cumplir la condicion [X,Y] = 0.

Entonces hay una sola transformacion de contacto correspondiente.

Definiciéon 1. Dos funciones X, Y estan en involucion cuando son tales que
[X,Y]=0.

Definicién 2. Un elemento lineal, o de contacto de primer orden, de una curva
plana estd compuesto por un punto de la curva junto con la tangente a la curva
en el mismo punto.

Un conjunto de elementos lineales {z,y,y'} cumple la condicién diferencial
dy —y' dx = 0, si y sélo si, sus elementos son elementos lineales de una misma
curva plana, o de un mismo punto del plano. (Unién de elementos, en el lenguaje
de Lie).

Proposicion 6. Dos funciones X, Y funcionalmente independientes, estdan en
involucion, si y solo si, las ecuaciones

X(z,y,9) =a, Y(z,y,9)=0b

determinan elementos que satisfacen a wuna misma forma de contacto,
dy —y' dx = 0.
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Sean X, Y dos funciones de z, y, p tales que
X(z,y,p) =a,  Y(z,y,p)=b
donde a, b, son constantes cualesquiera. Por diferenciacién se obtiene
Xedr + Xy dy+ X,dp =0,
Yydx +Y,dy+Y,dp=0.

Al anadir la condicién de contacto dy — p dr = 0 se obtiene un sistema ho-
mogéneo

X, X, X,\ [dx 0
Y, Y, Y, dy| =10
-p 1 0 dp 0

Al desarrollar el determinante del sistema por la ultima columna, se obtiene
Xp(Yz +pYy) — Y (Xe +pXy) =0=[X,Y].
Es decir, las funciones X, Y estan en involucion.

X(x,y,y") = constante, es una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden,
es decir, una determinada relacién entre elementos de contacto de primer orden.

Por diferenciacién, se obtiene
X +y X, +y’' X, =0,
una ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden, a la cual satisface
X(z,y,y") = constante,
cualquiera sea el valor de la constante.
Definicién 3. X (x,y,y’) = constante es una integral intermedia para la ecua-
cién
X +v' X, +y' X, =0.

Una ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden admite infinitas integrales
intermedias.

Si dos funciones X (x,y,y’) = constante, Y (z,y,y') = constante, son integrales
intermedias para una ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden, entonces,

X, +y' X, +vy"'X, =0,
Yo +9'Y, +y"Y, =0.
Por lo tanto,
_y”Xy’ =X, + y/Xya
—y"Yy =Y, +y'Y,;
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de donde,

Xy/ N X.L +y/Xy

Y, Y.+yY,

de donde,
Xy (Yo +y'Y,) =Y, (Xe +y'Xy) =0=[X,Y].

Es decir, las funciones X, Y estan en involucion.

Proposicién 7. X(x,y,y’) = constante, Y (x,y,y') = constante, donde X, Y
son funcionalmente independientes, representan integrales intermedias de una
misma ecuacion diferencial ordinaria de sequndo orden, si y sélo si, estan en
involucion.

Proposicion 8. Si X, Y, funcionalmente independientes, son integrales inter-
medias de la misma ecuacion diferencial ordinaria de seqgundo orden, entonces,
la integral intermedia mds general es una funcion cualquiera de X y de Y.

Proposiciéon 9. La integracion de una ecuacion diferencial ordinaria de primer
orden

X(z,y,y") = constante,

puede hacerse mediante eliminacion siempre que se conozca una funcion Y de
z, v, ', independiente de una funcion X, con la cual esté en involucion.

Dada Y — F(X) =0, supuestas X, Y en involucién, se obtiene
Y - F(X),X]=0.
Puede pensarse en X = a, Y = b. Mas particularmente, puede ser
X =a, Y = F(a).

Proposicion 10. Si X, Y funcionalmente independientes, estdn en involucion,
entonces, toda ecuacion diferencial de primer orden de la forma
Y — F(X) =0 es integrable mediante eliminacion.

En general, de dos funciones X, Y de las variables z, v, ¢’ se obtiene

ay Y, +y'Y,+y"'Y,
AX ~ X, +y X, +y'X,

donde figura 3”. Esto no sucede cuando X, Y estdn en involucién.

Proposiciéon 11. Condicion necesaria y suficiente para que el cociente % sea
independiente de vy es que las funciones X, Y estén en involucion.
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Proposicion 12. Si X, Y funcionalmente independientes estdan en involucion,
entonces, se obtiene una unica transformacion de contacto de la forma

Tl = X($7y7y/)
Y1 = Y(.Z', yay/)
y1=P(z,y,9)
donde P es de la forma
dy
P=—.
dX

5. TRANSFORMACION DE ECUACIONES DIFERENCIALES DE SEGUNDO
ORDEN MEDIANTE TRANSFORMACIONES DE CONTACTO

Las ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden en las coordenadas =,
y no tienen propiedad individual alguna que sea invariante respecto de trans-
formaciones de contacto.

De otro modo: Cada ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden mediante
una propiedad de transformacién de contacto puede ser aplicada sobre cual-
quiera otra ecuacién del mismo tipo.

Si se trata de aplicar una transformacién de contacto a una ecuacién diferencial

y' —F(z,y,y) =0

hay que emplear la ecuacién de contacto prolongada al segundo orden

T = X(x7y7y/)
Y1 = Y(Jf, Y, y/)
y1 = P(z,y,y)

dy, dP P.+yP,+vy"P,
yi/ =—_l=—"= = 7 Y 7 Y = Q(‘rayay/ay”)'
dry  dX X, +y Xy +y'Xy,
Si P, X estdn en involucién, se tiene que

[P, X] = Py/(Xm "‘y/Xy) _Xy’(Pm "‘y/Py);

entonces () es independiente de y”.

Considérese, pues, una ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden
y// - F(x7y7y/) =0
y dos integrales intermedias
u(z,y,y’) = constante, v(z,y,y) = constante.

Considérese igualmente, una ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden

Yl — G(x1,y1,91) =0



170 ALBERTO CAMPOS

y dos integrales intermedias
U(z1,y1,y;) = constante, V(x1,y1,y)) = constante.

Entonces, por la Proposicion 7

= u, v estdn en involucidn.
= U, V estan en involucién.

por la Proposicién 12

= Hay una tnica transformacién de contacto

u=u(z,y,y'),

v=u(r,y,y),
dv dv ,
% - %(‘xayay )7

= Hay una tnica transformacién de contacto

U= U(fl,ylvyi),
V =V(x1,y1, 1),
av._dv
AU~ dU

Al igualar término a término

(x17y1ayi);

U(xlv Y1, yll) = 'LL(:B, Y, y/)a
Vi(z1,y1,91) = vz, y,9),
av , dv ,
AU (xlayhyl) - du(x7y7y )7
se obtiene una transformacién de contacto.
Esta transformacién lleva u(x,y,y’) en U(x1,y1,91) y du =0 en dU = 0.

Ahora bien: du = 0 es equivalente a y” — F(z,y,y’) = 0y dU = 0 es equivalente
a ylll - G(xlaylayi) =0.

Proposiciéon 13. Cualquier ecuacion diferencial ordinaria de sequndo orden
es transformable en cualquier ecuacion diferencial ordinaria de sequndo orden.

Hay, desde luego, todas las transformaciones de contacto que se desee para apli-
car entre si dos ecuaciones, dado que la condicién es que se empleen integrales
intermedias para construirlas.

Tales transformaciones aplican curvas integrales en curvas integrales.
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De U = u, V = v se obtiene
U = H(u,v)
V = J(u,v)
dl_di_ Judu+ J, dv
dU dH Hdu+ H,dv

Proposicion 14. Hay infinitas transformaciones de contacto en el plano que
aplican cualquier ecuacion ordinaria de sequndo orden sobre la ecuacion dife-
rencial y" = 0.

(,Cémo transformar la ecuacién diferencial de las rectas del plano en si misma?

Sea u = ¢/, integral intermedia, dado que du = dy’.

Sea v = y —zy/, integral intermedia, dado que dv = dy — v’ dz — x dy’. Entonces
dv  dy—vy'de—xdy Y -y —axy’

e —x.
du dy’ Yy
Por lo tanto
y1=Jy—ay)
yi— @y =HY y—ay)
dJ
-1 = —.
T
La transformacién de contacto mds general que aplica rectas en rectas es:
dJ
T, =———,
' dH

dJ(y',y — xy')
=J0 y—azy)—-HW vy —zy)—2 2L 7/
n=JW y—zy)-Hyy xy)dH(y,w_my,),
v =Hy' y—=zy).
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