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EL INDICADOR DE INVOLUCION

ALFONSO RIDER MOYANO (*)
RAFAEL MARIA RUBIO RUIZ (**)

RESUMEN. En este trabajo se construye una funcién que asocia a cada
natural n > 2 el cardinal del subgrupo de involucidn, del anillo correspon-
diente Z/nZ. Se finaliza con algunos resultados parciales sobre el célculo

de elementos involutivos.

ABSTRACT. In this paper we present a function which maps every natural
number n > 2 into the order of the involution subgroup in the ring Z/nZ.
We also study partial results about the computation of elements of order
two in Z/nZ.
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0. INTRODUCCION

Es cldsicamente conocido cémo el orden del subgrupo de unidades del anillo
Z/nZ viene determinado por la llamada funcién indicadora de Euler ¢(n). En
lo que sigue consideraremos el subgrupo del grupo de unidades, formado por
aquellos elementos que son involutivos y de forma andloga al caso del grupo
de unidades, nos proponemos desarrollar un indicador i(n), que explicite el or-
den de dicho subgrupo de involuciéon. Nuestro desarrollo utilizara tnicamente,
técnicas gaussianas, esto es, ligadas a los anillos de congruencias aritméticas.
Recordemos que como consecuencia, aunque no directa, del Teorema de Cauchy
se obtiene un resultado que afirma que si todos los elementos de un grupo
son involutivos, entonces dicho grupo es isomorfo al producto directo de cierto
ntmero de copias de Z/27Z. En consecuencia, gracias a este resultado podriamos
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afirmar que la funcién i(n), serd una potencia de 2, hecho que nosotros probare-
mos haciendo uso inicamente, de las técnicas antes mencionadas y explicitando
ademsds el exponente de dicha potencia de 2, para el subgrupo de involucion de
cada Z/nZ.

Terminaremos nuestra exposicion con algunos resultados parciales sobre el
célculo de elementos del grupo de involucion, en algunos érdenes.

1. PRELIMINARES

Recordemos que p es involutivo en el anillo Z/nZ cuando p? = 1(méd. n).

La siguiente equivalencia es evidente:

p? —1=0(méd. n) & n | p? —1.

Aunque g sea en principio cualquier entero, por pasar a las clases médulo n,
no hay inconveniente en suponer siempre que 1 < g <n —1 (el valor 4 =0 se
descarta pues conduce a —1 =0, o sea, 1 =0, lo que no ocurre al ser n > 2).
Obsérvese que el conjunto Z(n) de los elementos involutivos no es vacio, ya que
1 €Z(n), ademds si p € Z(n), también —u € Z(n).

Por otra parte, los elementos involutivos forman un subgrupo del grupo ®(n)
de las unidades del anillo Z/nZ. En efecto, como ®(n) es abeliano, la apli-
cacién x — z? es un morfismo. Su nticleo es exactamente el conjunto Z(n). En
consecuencia, ¥n > 2, i(n) | p(n), siendo ¢ el indicador de Euler.

2. EL INDICADOR i(n).

Proposicién 2.1. Sea n un nidmero primo. Sin = 2, el dnico elemento invo-
lutivo del anillo Z/27Z es el p = 1; si n > 3, los dnicos elementos involutivos
de Z/nZ son los p=1,n— 1.

Demostracion: Sea 1 < p < n — 1y supongamos que
nlp?=1=(p-1)(pE+1).
Entonces, por la condicién de Gauss, se deduce que

nlp—1=>p-1=0=>pu=1, pues0<pu—1<n—-2<n
njp+l=>p+l=n=>p=n—-1, pues2<pu+1<n.

Si n = 2 los dos valores obtenidos claramente son coincidentes.
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Proposicién 2.2. Sean =2™(m > 1). Sim = 1, el dnico elemento involutivo
es el p=1; si m = 2, los unicos elementos involutivos son los p = 1,3; si

m > 3, son elementos involutivos los cuatro valores
p=12m"1_19m=1 41 9m_1,
y solamente ellos.

Demostracion: El caso n = 2 ya ha sido aclarado. Si n = 4, sabemos que 1
y 3 son involutivos; el elemento restante, que es el 2, no puede ser involutivo
porque ni siquiera es inversible.

Supongamos, pues, m > 3. Que p = 1,2™ — 1, son involutivos ya se sabe;
tomando

m—1

p=2""F1,

se tiene

,U/Q 1= 22m—2 ¥ om _ 2m(2m—2 ¥ 1)7

que es un multiplo de 2. Esta pareja es distinta de la trivial pues

2

2 lyi=1 = 2ml=
=2m2 = {1

0’

2m-lxl1=2"-1 = 27 1= 5
siendo la primera relacién imposible porque m > 2 y la segunda absurda.
Teniendo ya cuatro elementos involutivos distintos entre si, se trata ahora de
probar que son los unicos. Lo haremos por recurrencia sobre m:
a) Si m = 3, los restantes elementos 2,4,6 no pueden ser involutivos por no ser
primos con él, médulo n = 8.
b) Sea m > 3 y supongamos nuestra afirmacién cierta para m — 1. Dado un
elemento s, del margen 1 < pu < 2™ — 1, tal que 2™ | u? — 1, existird un entero
c tal que u? — 1 = 2™¢, pero también se tendra

2 | 2 — 1 p? —1=0, (méd. 2m71).

Por la hipétesis de induccién, se cumplird

1
2m—2 _ 1
= ,(méd. 2™ ).
B gm—2 4 ( )
2m=l —1

Analizando estas posibilidades, tenemos
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1) u=1=3IheN/p=2m"1h+1.
Si h > 2, el nimero p se sale del margen 1 < p < 2™ — 1, luego
necesariamente

h=0 =pu=1
h=1 =pu=2m"141.

2) p=2"2F1=>3heN/p=2""1h+ (2" 2 F1).
Entonces,

/142 _ 1 — 22m—2h2 + 2mh(2m—2 :F 1) + 22m—4 :F 2m—1 — 2mC =
= 2m 2 L 2p(2m 2 F 1) + 2™ F 1 = 2,

igualdad absurda porque, al ser m > 3, el primer miembro serd un
ndmero impar, mientras que el segundo es par. Por tanto, esta alter-
nativa no puede presentarse.
3y p=2m"t—1=3heN/p=2""th+2m 1 — 1.

Si h > 2, el nimero p se sale del margen 1 < p < 2™ — 1, luego
necesariamente

h=0 =p=2m""1-1

h=1 =u=2m-1.

Proposiciéon 2.3. Sea p > 3 un numero natural primo y sea 8 > 1 natural.
Entonces, los dnicos elementos involutivos, mddulo p°, son los nimeros
1,p% —1.

Demostracion: La haremos por recurrencia sobre 3:

a) Si § =1, basta aplicar la Proposicién 3.1.

b) Supongamos el enunciado cierto para 3 — 1. Sea p, con 1 < pu < p? — 1, tal
que p? | u? — 1. Esto significa que existe un entero m tal que

/’[’2 -1 :pﬁma

a la vez que implica la relacion

PPt —1epu®—1=0, (méd. p°t).

Por la hipétesis de induccién, se cumplird

PPt -1

o pPle+1
P P - ) = pP A+ 1) -

1
u= { ,(méd. pP~1) =
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28-2.2 4 9,081
:>N2_1:pﬁm: p2 2C+p2 ‘ 1
p?P=2(d+1)% —2pP~1(d + 1)

pP=1e? + 2¢ p|2¢c ple
=pm=1{", ) = =
pPHd+1)*—2(d+1) pl—=2(d+1) pld+1,
pues p es primo con 2. Entonces,
0 =upu=1
ple=c=
ph = pu=p°h+1

0 =pu=-1

d+1=d+1=
Pl {pk = pu=7p%k—1.

De los cuatro valores que salen para u, el primero es uno de los que queriamos
probar. El segundo y el tercero se descartan porque se salen del margen
1<p<p’—1.

En el cuarto debe ser

k=1=pu=p°—-1,

que es el otro valor que queriamos obtener, pues de lo contrario p vuelve a
salirse del margen senalado.

Proposicién 2.4. Sip y q son primos entre si, se cumple

i(pq) = i(p)i(q)-

Demostracién: Al ser m.c.d.(p, q) = 1, se tiene el isomorfismo

Z/pZ x L/qZ — Z](pq)-

Si (a,b) se aplica en ¢, la condicién ¢® = 1, médulo pq, equivale a que

- B a,2 = 1, (méd. p)
(a,b)® = (a®,b?) = (1,1) & {b2 =1, (méd. q).

Por tanto, en Z/(pq) hay tantos elementos involutivos como parejas formemos
con uno de Z/pZ y otro de Z/qZ, es decir, hay i(p)i(q).
Proposiciéon 2.5. Sea n > 2 un numero natural y sea

n= 2mp?1p§2 .. .pr



64 ALFONSO RIDER MOYANO Y RAFAEL MARIA RUBIO RUIZ

la factorizacion prima de n, con p1,p2,...,pr > 3, y r = 0 para los casos en

que n sea potencia de 2. Entonces,
2" stim<1
iln)=<92t1  gm=2
2r+2 ¢im > 3.

Demostracion: Basta aplicar la Proposicién 2.4, seguida de las 2.1, 2.2 y 2.3.

3. SOBRE EL GRUPO Z(n)

Presentamos en este capitulo, algunos pequenos resultados, que aunque ele-
mentales, creemos que pueden resultar sugestivos en referencia a la busqueda
de elementos involutivos.

Proposicién 3.1. Sea q > 3 impar. La mitad de los elementos de Z(q) son

pares y la otra mitad impares.

Demostracién: Sabemos que si p € Z(q), también g — p € Z(q). Ahora bien,
por ser g impar, ¢ — pu cambia de paridad respecto de p.

Proposicién 3.2. Sea g > 3 impar. Si p € Z(q) es impar, también u € Z(2q).

Demostracién: Si u es impar, el nimero u? — 1 es par, a la vez que miiltiplo
de q. Entonces,

@ =1
q
es par, luego existe algun entero c tal que
P =1
=2ce p? —1=(2¢)ce p®> —1=0, (méd. 2q).
q

Como sabemos que para ¢ > 3 impar, se tiene i(q) = i(2q), al conocer los

elementos involutivos, médulo ¢, tomando los impares, conoceremos la mitad
de los elementos de Z(2q). Si a cada uno de ellos, u, le anadimos el elemento
2q — p, quedan conocidos todos los elementos de Z(2q). Por ejemplo,

Z(15) = {1,4,11,14} = Z(30) = {1, 11, 19,29}.

Proposicién 3.3. Sip = 4q, donde q > 2, en Z/pZ hay cuando menos cuatro

elementos involutivos distintos. A saber,

1,2¢ —1,2¢+ 1,4 — 1.
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Demostracion: Para cada k > 1, se tiene que

w=2kqt1=
= u? — 1 = 4k*¢® + 4kq = 4kq(kq £+ 1) = 0, (mdd. 4q),

es decir, p es involutivo.
Para k = 1, salen los valores

2¢+1,2¢q -1,

mientras que para k = 2 salen los

49+ 1=1,4q — 1.

Ademds, al ser ¢ > 2, se tiene

1<2¢—1<2¢+1<4q—-1,
luego los cuatro valores son distintos entre si.

Obsérvese que si g es un primo impar, aplicando este teorema, quedan conocidos
los cuatro unicos elementos de Z(4q). Por ejemplo, 68 = 4 - 17, luego

7(68) = {1,33,35,67}.

Proposicién 3.4. Si p = 8¢, donde q > 3 es impar, en Z/pZ hay cuando

menos ocho elementos involutivos distintos. A saber,
1,2¢ —1,29+1,4¢— 1,49+ 1,6 — 1,6+ 1,8¢ — 1.

Demostracion: Para cada k > 1, se tiene que

p=2kq+t1=p?—1=4k*¢* £4kq = 4kq(kq £ 1)

Si k es par, es claro que 4kq contiene el factor 8¢. Si k fuese impar, también lo

es kq, a la vez que kq £ 1 serd par. En todo caso, por tanto, se llega a que
u?—1=0, (méd. 8q).

Para k = 1,2, 3,4 salen los elementos anunciados, los cuales son todos distintos

por ser g > 1.

Observemos que andlogamente al caso anterior, si ¢ es un primo impar, apli-
cando este teorema, quedan conocidos los ocho tnicos elementos de Z(8¢). Por
ejemplo, 104 = 8 - 13, luego

7(104) = {1,25,27,51,53,77,79,103}.



66 ALFONSO RIDER MOYANO Y RAFAEL MARIA RUBIO RUIZ

Proposicion 3.5. Sip = 8¢, donde
r(r+1)

=5 >O7
q B conr =

el elemento 2r + 1 es involutivo, mddulo p.
Demostracion: Para yu = 2r + 1 se tiene
p? —1=4r* +4r = 4r(r + 1) = 8¢ = 0, (méd. 8q),

porque uno de los factores r o r + 1 es par.

También seréd elemento involutivo —u, pues se tiene

8¢—pu=8¢—(2r+1)=dr(r+1)—2r —1=4r*+2r — 1.
Casi més interesante que saber que pu = 2r + 1 es involutivo médulo el niimero

4r(r + 1) es observar que, de la igualdad

p? —1=dr(r+1),

deducimos que p serd involutivo en todos aquellos anillos Z/pZ tales que

p|4r(r+1).

Dando sucesivos valores a r y tomando los posibles divisores del nimero 4r(r +
1), obtenemos todos aquellos mddulos en los que un niimero impar genérico
2r 4+ 1 es involutivo. Asi, a modo de ejemplo, obtenemos la tabla para los

primeros impares:

r 2r+1 4r(r+1) p

0 1 0 2,3,4,5,...

1 3 8 4,8

2 5 24 6,8,12,24

3 7 48 8,12,16,24.48

4 9 80 10,16,20,40,80

5 11 120 12,15,20,24,30,40,60,120

6 13 168 14,21,24,28,42,56,84,168

7 15 224 16,28,32,56,112,224

8 17 288 18,24,32,36,48,72,96,144,288

Un proceso similar puede tenerse para los nimeros p = 27, con r > 1, que sean

pares: siendo

p?—1=4r* -1,
deducimos que p es involutivo, médulo p, siempre que

p|4r? —1.



EL INDICADOR DE INVOLUCION 67

La correspondiente tabulacién, para los primeros pares es

r 2r 4r2—-1 p

1 2 3 3

2 4 15 5,15

3 6 35 7,35

4 8 63 9,21,63

5 10 99 11,33,99

6 12 143 13,143

714 195 15,39,65,195

8 16 255 17,51,85,255
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