Esquemas de sincronizacion
para sistemas caéticos
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El término sincronia significa li-
teralmente "coincidencia en el
tiempo" u "ocurriendo al mismo
tiempo", y se refiere a la coinci-
dencia de fendomenos y eventos en
las ciencias naturales, ingenieria 'y
en humanidades. La sincroniza-
ciéon de sistemas implica realizar acciones para
lograr que dos o mas sistemas entren y permanez-
can en un comportamiento comun o "al mismo
ritmo", lo cual ha sido muy interesante desde sus
primeros hallazgos,! tanto por su anélisis, como
para el desarrollo de tecnologias derivadas de una
adecuada manipulacion de este fendomeno. Histo-
ricamente, la sincronizacién ha sido bien estudia-
da en general en sistemas electronicos,” mecani-
cos,’ acusticos,* bioldgicos, como la interaccion
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entre las neuronas, y la sincronizacion del corazon
y los pulmones,’ por citar algunos. Sin embargo,
en estos mismos campos existen sistemas particu-
lares llamados cadticos, en los cuales no es eviden-
te alcanzar y mantener un estado de sincronia. Esto
se debe a que los sistemas cadticos son sistemas

[[] El presente articulo estd basado en la investigacién “Esque-
mas de sincronizacién para sistemas cadticos”, galardona-
da con el Premio de Investigacién UANL 2009 en la catego-
ria de Ciencias Exactas, otorgado en sesién solemne del
Consejo Universitario, en septiembre de 2009.
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dinamicos deterministas en los que la evolucion
de sus variables, con determinadas condiciones
iniciales, es muy diferente a la evolucion de las
variables del mismo sistema ante a un pequefio
cambio en sus condiciones iniciales. Esto ocurre
en fendmenos como la turbulencia de fluidos, sis-
temas meteoroldgicos, sistemas mecanicos, eléc-
tricos, procesos bioldgicos y otros,*® Debido a su
alta sensibilidad a las condiciones iniciales, es cla-
ro que dos sistemas caoticos aislados, aun siendo
idénticos, no estarian en sincronia. A pesar de esto,
un estudio de L.M. Pecora y T.L. Carroll’ revelo
que dos sistemas cadticos idénticos con una sefal
comun de acoplamiento si pueden evolucionar en
sincronia (figura 1). Los esquemas y las técnicas de
dicho estudio tienen una desventaja referente a
que sistemas cadticos, aun siendo réplicas idénti-
cas, en la practica existen inexactitudes e incerti-
dumbres en los pardmetros y componentes de
cada sistema, por lo cual, bajo esos esquemas, su
sincronia no se garantiza en forma robusta.
Actualmente, la investigacion y desarrollo de
técnicas de sincronizacion apunta en direccion de
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ria y Tecnologia / Doctorado en Ingenieria Eléctrica, FIME-UANL.
Correo electronico: angel.rodriguezln@uanl.edu.mx,
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esquemas de sincronizacién robusta para sistemas
tanto idénticos como diferentes, con inexactitu-
des, con dinamicas desconocidas, de orden dife-
rente, con informacién limitada o medicién par-
cial de sus variables, entre otros.! Al respecto, debe
considerarse que la sincronizacion puede lograrse
en diferentes grados o tipos,'© éstos son clasifica-
dos como sincronizacion idéntica, de fase, en atraso
y en adelanto, generalizada, completa, parcial y en
orden reducido.

Sistema Maestro Seflal de Sistemner Esclovo

Acoplamiento

Xy =1 u (X)) Xg=1 ;:{ Xg)

Fig. 1. Magnitudes maximas esperadas para sismos en la region
central y este de los EE.UU.®

En este trabajo se aborda la sincronizacion
unidireccional generalizada de orden reducido, la
cual consiste en que todas las variables de un siste-
ma esclavo se sincronicen, a través de un mapeo,
con proyecciones de las variables de un sistema
maestro; donde el esclavo es de menor orden que
el maestro, dicho de otra manera, de menor canti-
dad de variables. Se aborda este tipo de
sincronizacién porque es el tipo de problema que
se presenta en sistemas o redes de sistemas que no
son idénticos, sino de diferentes modelos y carac-
teristicas, siguiendo a un sistema lider o maestro,
como en tareas de robots multiples,!'! navegacion
en formacion de grupos de vehiculos, sistemas 13-
ser,!? procesos automatizados de manufacturay lo-
gistica sincronizados.”

Un objetivo en este trabajo es detectar condi-
ciones suficientes para garantizar la sincronizacion
generalizada en orden reducido, considerando in-
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certidumbre y dinamicas no modeladas. Ademas,
se toma en cuenta que no se tienen disponibles o
no son medibles todas las variables de los siste-
mas. Para ello se proponen esquemas basados en
controladores y observadores de estado mediante
técnicas de modos deslizantes para lograr la
sincronizacion. Este articulo se organiza como si-
gue: en la siguiente seccidn se presenta la descrip-
cion del problema de sincronizacion. Luego se
disenan dos esquemas de control para
sincronizacion basados en técnicas de modos
deslizantes. Posteriormente se verifica el desempe-
o del esquema de sincronizacion, implemen-
tandolo en algunos casos de estudio. Ademas, se
presenta una estrategia para la supresion de caos,
el cual es otro problema importante que consiste
en lograr que se elimine la dinamica cadtica de un
sistema. Se muestran resultados de la implemen-
tacion del esquema de supresion mediante prue-
bas experimentales. Finalmente se exponen algu-
nas conclusiones.

Planteamiento del problema

Una pregunta interesante con respecto a los siste-
mas cadticos es: ;como lograr que alcancen y man-
tengan un régimen de sincronia durante un inter-
valo de tiempo?, aun mas: jes posible lograr la
sincronizacion de dos sistemas que son distintos
y de diferente orden! La metodologia presentada
en este articulo da una respuesta a estas preguntas
para dos sistemas diferentes maestro-esclavo, para
lo cual considérese lo siguiente:
Sea un sistema maestro:

Xy = S () + 80 (0 Uy,

Y =My ()

M-

(1)

donde xy, =[x, ,,%,,, a-"’ng,M]T €P™ e5 el
vector de estado, u,, € P esunaentrada, y, € P
es una variable de salida del sistema maestro, f,,
y g,, son campos vectoriales suaves, y (1) tiene
grado relativo r,, .
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Ahora, considere un sistema esclavo descrito
por’z {xv = f.(x,)+ g, (x)u,

Yy =h(x) @)

donde x, =[x,,%,,,...x, ,]'€P™ es el vector
s

estado, u, € P es la entrada de control, y, es

una variable de salida, f, y g, son campos

vectoriales suaves, el sistema (2) tiene grado relati-

Vo 7,.

Si estrictamente n <n,, se llama
sincronizacién en orden reducido. Sin embargo
se estudiaran los casos n, <n,,.

Objetivo de sincronizacion generalizada con el mis-
mo orden y en orden reducido: dados dos sistemas cao-
ticos, encontrar un control ug para inducir los es-
tados del sistema esclavo (2) a sincronizarse con
algunas proyecciones, en sistemas de orden dife-
rente, o a todas las componentes, en sistemas del
mismo orden, de un mapeo del vector de estados
del sistema maestro (1).

Con el fin de lograr este objetivo, se define el
error de sincronizacién &€:=x, —®(x,,), donde
®:Q P es un mapeo con Q c P"m. Esto se
llama sincronizacion generalizada y esta definida
como sigue.

Definiciéon 1. Un sistema esclavo (2) exhibe
sincronizacion generalizada con el sistema maes-
tro (1), si existe un mapeo @, tal que:

lim|e =lim[}x, ~®@x,)[ =0 3)
V¢>0 vy cualquier condicion inicial

E(ty) = x,(1y) = P(x,, (%)) -

La definicion 1 implica x, = ®(x,,), para
cualquier diferencia inicial
g(ty)=x,(t,)—D(x,(,)), lo cual se entiende
como la sincronizacion generalizada del sistema
(2) a una proyeccion del sistema (1).

Metodologia de solucion propuesta
Ahora se presenta una solucién al problema de la

siguiente manera. El error dindmico de sincroniza-
cion puede representarse como:
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£= f(&)+g.(&u, +q(e,E(x,,,u,,))
Y. =h.(&)

e .

donde g P”s, ¥, es una funcion de salida del
error de sincronizacion disponible para la retroa-
limentacion, f, y g, son campos vectoriales sua-
vesy q(&,&(x,,,u,,)) es un campo vectorial sua-
ve que contiene términos que dependen del error
de sincronizacion g, de los estados x, x,, y de
laentrada u,, contenidos en una funcion &, vis-
ta como una perturbacion de (4).

El grado relativo® es un numero entero igual
al menor orden de la derivada temporal de la sali-
da y, para la cual aparece explicitamente el con-
trol u . El sistema (4) tiene grado relativo 7,.
Similiarmente, el indice caracteristico de pertur-
bacién® es el numero y de diferenciaciones de la
salida y, que se requieren para que aparezca ex-
plicitamente el término &.

Con base en un anilisis'® acerca de la relacion
entre el grado relativo y el indice de perturbacion,
se llega a la siguiente conclusion:

Nota 1. El caso v <7, no se considerard, ya
que no puede disefarse un control que garantice
el rechazo a la funcion &, a lo mas se puede ate-
nuar y, por tanto, no se garantiza que el error de
sincronizacion g tienda a cero. El caso vV > 7, es
trivial puesto que la funcion g(e,&) no afecta el
objetivo de control, de esta forma se puede lograr
la sincronizacion. Entonces, el caso interesante es
cuando vV =r..

Suposicion 1. El sistema (4) es de fase minima.

Suposicion 2. Para el sistema de error de
sincronizacion (4), el indice caracteristico de per-
turbacion se supone vV =r,.

Suposicién 3. El sistema esclavo tiene grado re-
lativo completo 7, = n,.

Luego, el sistema de error de sincronizacion
(4) se puede transformar en un sistema, en nuevas
coordenadas en la forma canénica de Brunovsky:

465 [1]



ESQUEMAS DE SINCRONIZACION PARA SISTEMAS CAOTICOS

¢=Ae+B,[Ble)u, +&(e,u,)]

3, 1et =n(eeh) (5)
Ve=Ce
o1 0 -+ 0
0 0 1 0 0
A=t B =]t
000 - 1 0
00 0 0
C=[1 0 - 0 0]

donde £:=x -®(x,,), e=[e,e' " =p(e)e P es
el vector de error de sincronizacién en coordena-

das transformadas, u, € P es la entrada de con-

troly y,€P es lasalida tanto del sistema de

error (4) como del sistema (5). Bajo la suposicion

1, Be)= LgELr;:hS y la funcion

-1 .
E(e,uy, )= Lr/;i‘g h, +LqL358 h, se considera como un
término de perturbacion. La funcion n(e,e'),

dada por L, e; +Le; (1<j<n —r), representa la
dinamica interna que se supone asintdticamente
estable, esto es, el sistema es de fase minima."
Para obtener el cambio de coordenadas de (5)
es necesario mantener las siguientes relaciones:
El nuevo error de sincronizacion esta dado por
e=z,-¢,,(2y), donde Z =¢(x), vy
z,, = @,,(x,,) son transformaciones de coorde-
nadas originales a la forma Brunovsky basadas en
geometria diferencial,” tanto del esclavo como del
maestro, respectivamente; @, es el mapeo de
proyeccion de la dimension del maestro p » en
la dimension del esclavo p’s. Este error de
sincronizacion puede escribirse en funcion de las

coordenadas originales x; y x,, como sigue:

e=94.(x,)=9,, °Py,(x,). Entonces de la defi-

nicién 1 se obtiene lo lo siguiente:
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e=0,(x)= @, 0Py (%)

g (@)=x,~8"°9,,°0,(x,)
8, (e)=x,—D(x))

g (e)=¢

é,(€)

e =
Nota 2. La sincronizacién generalizada mediante
@ de (2) con (1) puede resolverse estabilizando
el error de sincronizacién e(t) del sistema (5) en
el origen, equivalente a ¢ en el origen.

A partir de lo anterior y bajo la suposicion 2 y
que 7, <V, se ha obtenido un método para cal-
cular el mapeo ®(-). Este método se resume de
la siguiente manera:

1. Para el sistema maestro (1) se calcula el
difeomorfismo

Gy =Dy (50 Ly g (3 )es Ly (0, T

2. Para el sistema esclavo (2), se calcula el
difeomorfismo

- ro—1
@, =[h,(x,), L, h(x)sers L7 h (2]
3. Se elige un mapeo de proyeccion lineal

Do - P ™M 5 P's dado por:

© o .
0 0

()= |1 i
00 .. 10 ..0 (6)
L —}’SX}’M

para relacionar una a una, tanto a las salidas y, y
¥, como asus derivadas, puesto que C,, =[10...0]
vy C.=[10...0].

4. Finalmente se calcula el mapeo dado por
OO = 00,0, ).

Es claro que algunos grados o tipos de sincro-
nia de los ya mencionados estin contenidos en
este andlisis, por tanto, se pueden abordar con
esta misma metodologia con mayor generalidad.
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Esto es, la sincronia completa y exacta (idénti-
ca) ocurre si n,=n,,, ®(-)es el mapeo identidad
y el vector de error completo es nulo g = (), esto
es, X, = x,,. Silos sistemas son del mismo orden
n, =n,,,siel mapeo ®(-) es el mapeo identidad
y el vector de error completo g converge a una
vecindad alrededor del origen, esto es, x, = x,,,
entonces se logra sincronia completa y practica.
Lasincronia parcial ocurre si n, = n,,, ®(-) esel
mapeo identidad, si al menos una componente
del vector de error g esnula, y al menos una com-
ponente no es nula. La sincronia proyectiva ocu-
rre si n, = n,,, el vector de error completo ¢ es
nulo y ®(-) es un mapeo de escalamiento, esto
es, x, =ax,,, donde ¢ es un factor de escala-
miento. La sincronia generalizada del mismo or-
den ocurre si n, =n,,, si ®(-) es invertibley ¢
esnulo, i.e., x, = ®(x,,). Lasincronia generaliza-
da de orden reducido ocurre si el sistema esclavo
es de menor orden que el maestro n, <n,, (O(:)
no es invertible) y el vector de error completo g
es nulo, esto es, x, = DP(x,,).
Esquemas de control para
sincronizacion

Puesto que la sincronizacion entre los sistemas cao-
ticos (1) y (2) puede interpretarse como un pro-
blema de estabilizacion del sistema de error (5) en
el origen. En esta seccion se introducen algunos
resultados conocidos para sistemas dinimicos con
este objetivo.

En esta secciéon se consideran dos estrategias
robustas de estabilizacién del sistema (5) en el
orgien, constituidas por: (i) Un controlador
linealizante por retroalimentacion de estado y un
observador por modos deslizantes de alto orden
que ademds identifica la funcion & para que sea
cancelada por el controlador. (ii) Un controlador
por modos deslizantes de alto orden cuasicontinuo
y un diferenciador exacto robusto, esta técnica no
identifica a la funcién & y el controlador
cuasicontinuo no la requiere. Ambos casos pue-
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den representarse en forma general por el esque-
ma de la figura 2.

* l—:.\'

) A H
Hyy Vi v, e i,
Vb _ - ¢ | Obsarvador s
Sistema 1 Y5l O Controladar 3  Sistema
Maestro : del sislema H Escla
: de emor : b

Fig. 2. Esquema para sincronizacion.

(i) Controlador linealizante por retroalimentacion
de estado y observador por modos deslizantes de
alto orden

La técnica de linealizacion por retroalimentacion
de estado puede aplicarse con el propdsito de es-
tabilizar globalmente al sistema dinamico no li-
neal, mediante el control:

—&(e,uy )+ Zslkiei
U =—7"— (7)
B,(e)
donde los valores de las ganancias k;, i =1,2,...,n,,
son tales que s™ +knssn5_] +..+ks+k =0 sea un
polino-mio Hurwitz.

Con el fin de estimar todas las componentes
de & e identificar la entrada desconocida &, se
presenta el diseflo de un observador por modos
deslizantes de alto orden!” para reconstruir los es-
tados no medibles e identificar las entradas desco-
nocidas con convergencia exacta en tiempo fini-

to'® el cual estd dado por:
H w4 A rin+l) " a
& ==k M""" ¢ " sign(é, —e)+é, = v,
H rla r=lir, . ~ A
&, ==\ M""|é,-v, |I " sign(é, —v,) +é, =v,
E 112 | a 2 " -
e, =—-MM"1é, —v, | sign(é, -v, )+§+u, 8)
E‘ = _11 M‘”g”(g_ l"r, ]
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donde ¢, esla estimacion dee, é:’ es el valor iden-
tificado de &, el pardmetro M se elige como una
constante suficientemente grande, particularmen-
te M >&" y las constantes A se escogen
recursivamente suficientemente grandes.'*!® Enton-
ces puede establecerse el siguiente resultado:

Lema 1. Considere el sistema (5) que satisface
las suposiciones de que tiene grado relativo r_con
respecto a la funcion £(¢), la cual estd acotada por
| £(t)|< £ Entonces el sistema (8) es un observa-
dor para el sistema (5), donde el error de estima-
cion (2,8) =(e,&) —(e,£)" converge a cero
en tiempo finito, esto es, los estados estimados
e, convergen a los estados e, y £(¢) ala funcion
desconocida &(7).

Prueba. Ver detalles en A. Rodriguez, ]. De Ledn,
and L. Fridman."

El siguiente resultado permite asegurar que se
preserva la estabilidad del sistema en lazo cerrado
cuando se reemplazan los estados en la ley de con-
trol (7) por sus valores estimados por el observa-
dor (8).

Lema 2. Considere el sistema (5) para el cual se
disefa el control linealizante por retroalimenta-
cion (7). Suponga que se disefa el observador (8)
con convergencia en tiempo finito. Entonces, el
sistema aumentado en lazo cerrado es asintética-
mente estable.

Prueba. Ver detalles en A. Rodriguez,* J. De

Leon, and L. Fridman.”

(ii) Controlador por modos deslizantes de alto
orden cuasicontinuo y diferenciador exacto ro-
busto

Considérese la dindmica controlable del sistema
(5) reescrita en la siguiente forma:

e=a,(t,e)+b,(t,e)u,

o=o0(te) ©)
donde oecp’; a,b,:P"xXP —P*, vy
0P " xP — P son funciones desconocidas

suaves, ademds o es lavariable de saliday u € P
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es la variable de entrada. Al compararlo con el
sistema (5) se tiene que , b(t,e)=Bf(e) y
o(t,e)=C.e.

El objetivo es lograr que ¢ =() en tiempo fi-
nito y mantenerlo exactamente ahi mediante al-
guna retroalimentacion. Dado que la derivadas
temporales o, o-’m’o-(rs_]) son funciones conti-
nuas de la salida del sistema en lazo cerrado y la
superficie de deslizamiento definida por:

c=0=.=0""=0 (10)

es no vacia y consiste localmente de trayectorias
de Filippov, el movimiento sobre (10) se llama
modo 7,-deslizante (o deslizante de 7, -¢simo or-
den)."™ El control aparece explicitamente en la 7, -
ésima derivada temporal de o, la cual esta dada
por:

") = h(t,e)+ g(t,eu, (11)

donde h(t,e) = "’ -0, g(t.e)=(3/0u,)c"™ #0. Se
supone que, para algin K, , K, , C >0, se pre-
serva la siguiente desigualdad:

0<KmS%ff”“SKM, 0%, <C (1)

)

A partir de (11) y (12), la inclusion diferencial
de Filippov

o e[-C,C1+[K, K, Ju,. (13)

significa que el conjunto vectorial del lado derecho
se extiende dentro de las cotas C, K,,, K,,, en
lugar de satisfacer un tinico punto o solucion.” Asi,
la estabilizacion en tiempo finito de (13) en el ori-
gen resuelve el problema planteado simultineamen-
te para todos los sistemas (9) que satisfacen (12). Un
controlador que permite estabilizar a (13) en tiem-
po finito corresponde al siguiente resultado:
Teorema 1. *' El controlador:

u,= _k\Prv —Lrg (0-9 o,..., O-(rs _1)) (14)
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es homogéneo 7, -deslizante y, con los parametros
B ﬂrs—l, k > 0 elegidos suficientemente gran-
des, provee estabilidad en tiempo finito de (13) y
(14). El modo r,-deslizante estable en tiempo fi-
nito g = () se establece en el sistema (9) y (14).
El controlador (14) es una funcién continua,
excepto en la superficie (10) y requiere el calculo

en tiempo real de ¢, o-,,,,,o-(rs_l). Como se ha

supuesto que no todos los estados estan disponi-
bles, se presenta un diferenciador, el cual es un
sistema capaz de calcular las derivadas a partir del

conocimiento de la variable o . Un diferenciador

de r_-¢simo orden esta dado por:

R . RAAD) LA 5
a= _/1(,+1 e —e sign(é —e)+eé,=v
éz =—/, |e, —V1|(’}_1)/ys sign(e, —v))+eé =v,
. N V2 I (15)
e,‘ = _Az er‘ - vr‘*l | Slgn(er\ - vr\ 71) + er\+1 = VV\
&, =—AMsign(é, , -v,)

donde los parametros del diferenciador (15) se eli-
gen de acuerdo a la condicion |o-(rs) KM, tal
que M>C+kK, . La convergencia del
diferenciador en tiempo finito se establce toman-
do A, como en A. Levant.

Teorema 2." Siendo los parametros A, apropiada-
mente elegidos, son ciertas las igualdades & = ¢,
yé, =v,= e](i) para i =1,2,3,...,7,, en ausencia
de ruido de entrada, después de un transitorio de
tiempo finito.

Entonces, una solucién al problema de
sincronizacion para dos sistemas con diferente gra-
do relativo se establece en el siguiente teorema:

Teorema 3. Considere el sistema incierto (9) que
satisface la desigualdad (12) y las suposiciones 1,
2, 3. El sistema incierto (9) en lazo cerrado con el
control (14) y utilizando el diferenciador exacto
robusto (15) es tal que el error de sincronizacion
e, equivalente a ¢, tiende a cero en tiempo fini-
to.

Prueba. Ver detalles en A. Rodriguez, J. De Leon,

L. Fridman.?
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Casos de estudio e implementacion
de los esquemas de sincronizacion

Ahora, con el fin de ilustrar la implementacién
de los esquemas presentados, se consideran los
siguientes casos de estudio:

Transductor electrostatico no lineal - Eq. Duffing

El sistema maestro corresponde a un modelo de
transductores electrostaticos no lineal de cuarto
orden

X =X

Xy p =705 -d (xl,M “Nu _xl,ij,M)

X500 =Xy 5 16)
').C4,M =Ty Ty _x_g,M +b(xl,M +x12,M 12)+u,(7)

donde X, son las variables de estado, a,b,c,d,f son
parametros del sistema, y ue(t) es una excitacion
de entrada, y=x, €8 la variable de salida medible.

El sistema esclavo corresponde a la conocida
ecuacion Duffing con dos entradas de excitacion
dada por:

xls = x2s

. 3
Xyy = —PXy T WX, =YX (17)
+K, cos(wt) + K, cos(w,t) +u,

Donde x_ son las variables de estado, u_es la
entrada de control y=x, s la variable de salida
medible, p, @, yson parametros constantes del
sistema, K.y @, son las amplitudes y frecuencias
de las entradas de excitacion, respectivamente.

Siguiendo el procedimiento presentado en este

trabajo se calcula el mapeo @ :[14 —[]2:
D(x,,)= 5;1 0@, © &M(xM) =[P, (x,), P, (xM)]T
1
P(x,) { 0} .

0 1 X, 41

Entonces se implementa el esquema
sincronizacion para el sistema (11) con un
subsistema de (10).

La ley de control u  esta dada por:
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ug=-¢—ke —kye, (18)
Un observador que estima las variables e , e, y
la funcion & queda expresado por:

él :_%Mm é1 _el|2/3 Sign(él _el)+é2 =V
é2 :_szl/z éz _Vl|l/2 Sig”(éz _V1)+§A+”s

(19)

V2

A

E=—A Msign(&-v,)

El desempeio del esquema formado por el
controlador (18) y observador (19) en lazo cerra-
do con los sistemas (16) y (17) esta ilustrado en
simulacién con los siguientes parametros:

a=0.03,56=0.1,¢=03,d=0.985, p=1,
w,=10, y=100, K, =K, =1, 0, =2, w, =4,
M=1950, 4,=3.0, 4,=1.5, A4, =1.1. La entrad:
de excitacion fue u, () = 0.35cos() - Las condiciones

iniciales fueron x _(0)=[0 07 y x,(0)=[0.1 0]",
6, (0)=4,6,0)=-2y £0)=1.
Los resultados de sincronizacion se muestran

en la figura 3, al sincronizar el estado x_con el
mapeo @(x,,) a partir de t=30 segundos.

r(\ / "".: Ilf';{\ — )

Control desactivado | Control activado
i A

— ;%
it 2.5

4
at : ;
Control -‘.'le;-‘,aulr-,-au:l-) |

i

Control activado

0 10 20 a0 40 50

tiempa

Fig. 3. Sincronizacion del sistema (16) y (17).
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Lorenz generalizado - Rossler

En este caso se sincronizan los siguientes sistemas
caoticos. El sistema maestro esta representado por
el sistema generalizado de Lorenz:

Ximw = T AyX m + Ao + CrrXam

Yo = thl,M X T X m X m

Xy = _be3,M T X X0 (20)

Xyt = X — Ay Xy

donde x,, es el vector de estado, ¥, =X, , es la

salida medible, a,,, b,,, ¢,,,v h,, son coeficien-
tes constantes.
El sistema esclavo esta dado por el sistema
Rossler:
xl,s = _x2,s - ‘x3,s

x2,s = xl,s + an2,s (21)

‘).C3,s = ‘x3,s (‘xl,s - Cs) + bs + us

donde x, es el vector de estado, ¥, =X, es la
salida medible, u_ es la entrada de control; a,, b,
y ¢, son coeficientes constantes. Se calcula el
mapeo @:P* — P?3, el cual es ®(x),) =

~a,+a) Ay 0 Cu s

1 0 0 0 K
(cafa+a,+h)-1) al+a,+a) ax, ca,+a) i
, Xy

El controlador cuasicontinuo estabilizante (14)
calculado para el ejemplo es dado por:
[e,+2(18, |+]& )"+ & [° sign))]

=k
“ e, [+2(1e, | +]2, )™ (22)

Para estimar las funciones e, en tiempo real, se
disefia el diferenciador (15):
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él =—4, |é1 -e |3/4 sign(é, —e)+eé, =,
é'2 = _ﬂa
és = _ﬂ'z

A 23 .. A
ez—v1| sign(e, —v,)+e =v,

A 172 . A A
e —v2| sign(ée; —v,)+e, +u,

(23)

V3

e, =—Asign(e, —v;)

Se tomaron los siguientes pardmetros para mos-
trar el desempeio en simulacion:

a,=10,0,=07,c¢c, =15, h, =26,
a,=02,b =02,yc, =57, 4=11M,

A =1.5M", 4, =2.0M", 2, =3.0M",

M =12000, k = 30. Las condiciones iniciales se
ubicaron en x,,(0)=(1,0,-1,1)", x,(0)= (-1 2.2),
2(0)=[0,0,0,07 .

En la figura 4 se muestra la sincronizacion en
tiempo finito del estado x_con el mapeo ®(x,,),

accionado a partir de t=15 segundos.

Con estos casos se muestra el buen desempe-
Ao de los esquemas para sincronizacion generali-
zada undireccional en orden reducido.

Supresion de dinamicas cadticas

Ahora se presentan algunos resultados relaciona-
dos con otro problema de control de caos: la su-
presion de caos. Por la cual se muestra que las
trayectorias de un sistema caotico se estabilizan
alrededor de algtin punto de equilibrio, y es im-
portante debido a que las oscilaciones erraticas
de un sistema caotico son impredecibles y pue-
den causar daios. Actualmente es importante la
supresion de caos para ayudar en tratamientos de
desordenes cardiacos” y epilepsia,’ en sistemas de
laser,” en mecatrénica,” entre otros.

Sistemas caoticos de clase P

Malasoma?®® considero los trabajos de J. Sprott,*’
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N

1] 10 20 30

100

Gontrol activado
50k i 4 |04l

OF

Lon
==Xy g

-50f )
o 10 20

30
tienpo

Fig. 4. Sincronizacion de los sistemas (20) y (21).

y reporto seis sistemas que satisfacen una ecua-
cién jerk , con soluciones cadticas. Estos sistemas
se agrupan en la llamada clase P, la cual se reporta
como la clase de sistemas cadticos mds simples.
Estos son seis sistemas de tercer orden cuya ecua-
cién diferencial contiene una no linealidad cua-
dratica:

X = Xy
X, = X,
X, = o —x X
X = X,
Ay = X3
X, = —ox,— X XX,
X = x, +1

X, = —ox, +x

X, = X, X,

X = X,

x, = x, +1

X, = —ox +xx,

X = Xy

X, = —0x,+Xx

X, = —x+x;

X = Xy

X, = —ox,tXx;

X, = —Xx+xx,
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Todos los sistemas clase P son cadticos para el
intervalo™® 2.0168 <@ <2.0577 -

Ley de control para supresion en sistemas clase P

A partir de resultados para estabilizacion de siste-
mas mediante métodos geométricos se obtiene lo
siguiente: considere los sistemas caoticos clase P
en la forma:

v = f(xa)+g(x.a)
[f2 fis st 24

donde , u, y y son los vectores de estado,
entrada y salida a controlar del sistema, respecti-
vamente. Si el sistema tiene puntos de equilibrio
en su dominio, y es de grado relativo pleno r=n,
puede estabilizarse mediante un control por re-
troalimentacion de estado descrito por:

I 1260 ol Ve e D
L,L " h(x)

(25)

donde k (i=1,2,..,r) deben ser tales que
s"+k,s"" +...+ ks +k es un polinomio Hurwitz.

Esta ley de control requiere todas las variables
de estado, asi como el pardmetro incierto ¢ . Sin
embargo, se hace la suposicion de que sélo se dis-
pone de una salida medible y (). Entonces se pre-
senta un observador adaptable para superar esta
limitacion, este observador estima tanto el estado
como el parametro desconocido.

z=A(w.y,)z +pu.y,)+D(u.y,)0
o (26)
Y = Cz
donde las componentes de , 9, y,,)y

®(u, y,,)son funciones continuas uniformemen-
te acotadas dependientes de u,y 'y @ es un vector
de parametros constantes desconocidos. Ahora se
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introducen algunas suposiciones requeridas.
Suposicion 4.%® Existe una matriz variante en el
tiempo acotada K(t) tal que el sistema
7= (A1)~ K(OC()n(r) es exponencialmente es-
table.
Suposicion 5.2 La solucion de
A(t) =[A(1) - K()CHA(t)+D(7) es un término
persistentemente excitado en el sentido que exis-
ten ;, B, T, tales que:

i< [ T A(D)CTEC(D)A(D)dT < Bl Q7)

para alguna matriz definida positiva acotada .
Suposicién 6.”° La entrada u es persistentemente
excitada en el sentido de que existen
a,, B,,T>0y 1,20 tales que:

a,l< j‘”z ¥ (2,0)'C'SC(O)Y, (r,0dr< B (28)

Vt=t,,donde ¥, denotala matriz de transi-
cion para el sistema 3 = 47,y = Czy 2 alguna
matriz definida positiva acotada.

A partir de las condiciones de excitacion (27) y
(28) con K=SICT, donde S es solucion de
S=-pS—A(u,y,)" S—SA(u,y,)+C"2C. Enton-
ces, un observador adaptable para (24) esta dado
por:

E= Ay, )2+ Pl ,) + D, 3,)0
+HAS,'A'CT +5.'CTy(y,, - C2)
0=, N'C"S(y, ~C2)
A={A(u,y,)-S.'C"ECYA+D(u, ,) (29)
$.=p.5. = Aw.y,)'S. ~S.A(u.,)+C'EC
S, =—p,S,+A'C"ECA

donde SZ(O)>O y S,(0)>0, fi_y fi, sSOn constantes
positivas suficientemente grandes y £ una matriz
definida positiva.

Teorema 4.° Si se satisfacen las suposiciones 4,
5y 6, entonces el sistema (29) es un observador
adaptable para el sistema (26). Ademas, el vector
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de error de estimacion (e, =2 —z,&, = 0-0)
converge exponencialmente a cero con una razon
dada por p=min(p.,p,)-

Por otro lado, note que un sistema clase P en
la forma (24) puede transformarse en un sistema
afin en el estado (26) mediante la transformacion
7=Q(x), la cual existe y es invertible en la clase P.°

El esquema completo en lazo cerrado contro-
lador, observador y planta se muestra en la figura
5. El analisis de estabilidad se resume en el siguien-
te resultado.

Teorema 5. Si el estado extendido Z =[z 1"

de lazo cerrado permanece para tiempo positivo
en un conjunto compacto Q) (el cual contiene el
punto de equilibrio del controlador nominal)
VZ(0)e Q, el sistema completo en lazo cerrado
es globalmente asintdticamente estable en
QxP"xS".VZ(0)e Q,¥2(0)e P".¥S(0)>0.

Prueba. Ver detalles en Angel Rodriguez, Jests
de Leon, Ricardo Femat, Crescencio Hernandez-
Rosales.™

La implementacion se realiza considerando el
siguiente sistema caotico clase P:

X, =X,
%= (30)
X, =—0x;— X, +x,X, +u

donde solo se mide y =x,, el parametro ot es cons-
tante y desconocido. La variable y =x, es estabiliza-
da en el origen.

) Planta
S g | o gl ) j i ) |5
[ Bt I N | J L |

] |9 | f(x.0) vt

=08
1
R Al
i ”
E |0
| [Obsevador para sistemas],_| |
| 2=zl b Dy, )0

8 COfx) i "

Esquema
Controlador-Observador
Adaptable

Fig. 5. Esquema control y observador para supresion de caos.
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El sistema (30) se implementd electronicamen-
te con amplificadores operacionales y otros com-
ponentes. Se diseiio la ley de control (25) y el ob-
servador (20), y se implementaron mediante un
sistema de adquisicion de datos DSpace 1104. Las
figuras 6 y 7 muestran, respectivamente, una foto
del equipo experimental e imdgenes del
osciloscopio con las series de tiempo y con pro-
yecciones del atractor cadtico en dos planos du-
rante los experimentos.

Fuentede  Series de tiempo
voltaje Xy sy by

Plano de fase x, vs.x,

Plano de fase x, vs.x,

Software de
observador y control

Circuito
caotico

Fig. 7. Sefales caoticas del circuito en osciloscopio.

La supresion de las oscilaciones cadticas se
muestra en la figura 8, éstas se suprimen durante
un intervalo predefinido en el que se aplica la se-
fial de control. Al desactivar la seiial de control, la
dinamica caotica vuelve a aparecer.

Conclusiones

En este trabajo se presentd y propuso una solu-
cion al problema de sincronizacion unidireccional
generalizada de mismo orden y en orden reducido
para una clase de sistemas. La sincronizacion pue-
de lograrse si el indice caracteristico de perturba-
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cion es mayor o igual al grado relativo en el siste-
ma de error de sincronizacion. Se ofrecié un pro-
cedimiento para el calculo sistemdtico de los
mapeos requeridos en sincronizacién generaliza-
da. Se ofrecieron dos esquemas de técnicas de con-
trol para sincronizacidn y estimacion de variables
no medibles, para los cuales se obtuvieron condi-
ciones suficientes de convergencia y estabilidad de
lazo cerrado en tiempo finito. Se verifico el fun-
cionamiento de los esquemas de sincronizacion
implementandolos en algunos casos de estudio.
Por otra parte, se presentd un esquema para su-
presion de oscilaciones caoticas, basado en un
control retroalimentado y un observador adapta-
ble, para el cual se ofrecieron condiciones suficien-
tes de estabilidad en lazo cerrado. Los resultados
de este esquema de supresion se verificaron
exitosamente de forma experimental mediante
osciladores electronicos.

Control desactivado ,Control activo

Control desactivado
Tek Stop [ ]

 ch1 Pk-Pk
1 1.54 ¥V

Chi Freq
6.414 Hz

TR B T R T R L R T K L BRI T

Fig. 8. Oscilaciones cadticas suprimidas en un intervalo de
tiempo.

Resumen

Se presenta una metodologia y esquemas para lo-
grar la sincronizacién unidireccional generalizada
en orden reducido. Este esquema es util para
sincronizar sistemas distintos y de diferente orden.
Se dan condiciones suficientes para garantizar la
sincronizacion. Los esquemas presentados se ba-
san en técnicas por modos deslizantes de alto or-
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den; ofrecen, por tanto, convergencia en tiempo
finito. Se presenta también un esquema para su-
presion de oscilaciones caoticas, basado en un
controlador retroalimentado y un observador
adaptable. Los resultados de estos esquemas se
verifican al implementarlos experimentalmente
mediante casos de estudio.

Palabras clave: Sincronizacion, Sistemas cadticos,
Supresion de caos, Observadores por modos
deslizantes, Control por retroalimentacion.

Abstract

A methodology and schemes are presented in or-
der to achieve unidirectional generalized synchro-
nization in reduced order. This scheme is useful
to synchronize distinct systems with different or-
der. Sufficient conditions are given to guarantee
synchronization. The presented schemes are based
on high order sliding-mode techniques, offering
finite-time convergence. Moreover, a scheme, based
on a feedback controller and an adaptive observer,
is presented for chaos suppression. The results
from these schemes are verified by implementing
some cases experimentally.

Keywords: Synchronization, Chaotic systems,
Chaos suppression, Sliding-modes observers, Feed-
back control.
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