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Resumen

En este trabajo se estudian las medidas de degigbale Bonferroni y de De
Vergottini, tratando de poner de manifiesto sudagias y discrepancias, desde los puntos de
vista estadistico y normativo. Ambos se definen mamando la media global de una
distribucion con las medias parciales de las 8istibnes truncadas, a la derecha o a la
izquierda, determinadas por los distintos nivelesahta. Con frecuencia se hace referencia al
indice de Gini, no sélo por ser la medida maszatila en el analisis de la desigualdad, sino por
presentar caracteristicas comparables a las diedogs estudiados.

Con estas tres medidas se analiza la desigualdedigmion Europea para el afio 2000
empleando como fuente el Panel de Hogares de tnUhiropea. Se obtienen las ordenaciones
de los paises en términos de desigualdad y sexddi@n, en este sentido, grupos de paises.
Palabras clave Medias parciales, Medidas lineales de desigual@advas de Bonferroni y de
De Vergottini, Desigualdad en la UE, PHOGUE.

Clasificacion JEL. C10, D31, 138.



1. Introduccion.

Aunque en las Ultimas décadas se ha dedicado enai@t considerable al
estudio de la desigualdad en las distribucionesedéa, existen indices clasicos con
buenas propiedades que, sin embargo, tienen usanmia muy limitada tanto en los
manuales de Estadistica, como en los trabajosctsdd empiricos. Es el caso de los
indices propuestos por Bonferroni (1930) y por @edéttini (1940).

En Nygard y Sandstrém (1981) se propone el indicBahferroni (B) como una
medida particularmente adecuada para evaluar éasitad de la pobreza. En fechas
mas recientes, los trabajos de Tarsitano (1990)rgGi(1998), Giorgi y Crescenzi
(2001a), Chakravarty y Muliere (2003) y Chakravdg2005), ponen de manifiesto el
interés de este indice en el andlisis de la distidn de la renta. Las referencias al
indice de De Vergottini (V) son mucho mas escakasPiesch (2005) se hace un
estudio estadistico del mismo, sin abordar cuessiéticas.

En este trabajo se realiza un analisis comparagvestos dos indices, desde los
puntos de vista estadistico y normativo. Amboseires una clara analogia formal vy,
al mismo tiempo, una evidente divergencia que saiffesta, también, en sus
caracteristicas normativas. Se definen comparamdaeedia global de una distribucion
con las medias parciales de las distribucionesctes, a la derecha o a la izquierda,
determinadas por los distintos niveles de renta.drapiedades, de cada tipo, de los dos
indices se analizan de forma simultdnea para estbbkus similitudes y diferencias.
Estas propiedades se comparan con las del coeficida Gini, la medida de
desigualdad mas utilizada, al pertenecer los tneicds a una misma familia e
incorporar juicios de valor diferentes y, en cierteodo, complementarios en la
medicion de la desigualdad y del bienestar.

El trabajo sigue el siguiente esquema. Esta intrtida finaliza haciendo
referencia al marco de analisis y a un conjuntcal&ceptos previos que faciliten la
lectura posterior. En la seccién segunda se defamebos indices y se proporcionan
distintas expresiones equivalentes de los mismao$) &n el caso continuo, como en el
discreto. Se estudian su interpretacion geoméyrisas propiedades estadisticas. En la
seccion tercera se abordan algunos aspectos neosyatibteniendo sus funciones de
evaluacion social y analizando su comportamiergatér a las transferencias de renta.
En la seccion cuarta se realiza una aplicacion mrapien la que se analiza la

desigualdad en los paises de la Union Europeagbai@o 2000 a través de los indices



de Gini, Bonferroni y De Vergotini, analizando lansibilidad de los resultados a

distintas escalas de equivalencia. En la Ultimaiéacse exponen las conclusiones.

1.1. Marco de andlisis y notacion.
Supondremos que la distribucion de la renta enpaiiacion esta representada

por la variable aleatoria continua X, cuyo recarrgbs el intervalo [x Xu], Xmu>X¢=0,

XM
con funcién de distribucidrF y renta mediqu = E(X) = j xdF(x) .

X0

La curva de Lorenz, asociada a dicha distribudi¢m), p=F(x), viene dada por

L) = [teF(t) , 0<p<i, 1]
m

X0
siendo L(0)=0 y L(1)=1. Para cada p=F(x), L(p) &ptoporcion del volumen total de
renta que acumula el conjunto de unidades con reater o igual que x. Es evidente
que L(pxp, (ep<l. En caso de equidistribucion L(p)=p, y si la camcacion es
maxima L(p)=0, &p<1.

A partir de su definicibn es inmediato comprobae da curva L(p) es
creciente y convexa, y que la funcion de densidadaddistribucion de la renta se
obtiene a partir de la curvatura de la curva dehpydada la renta media.

El indice de Gini asociado a la distribucion sedauexpresar como el doble del

area del recinto limitado por la linea de equidsirion y la curva de Lorenz:
1 1
G=2[ (p-L(p))dp=1-2[ L(p)dp, [2]
0 0

de modo que Q@[0, 1], siendo G=0 si la distribucién es igualitary G=1 si la

concentracion es maxima.

2. Los indices de Bonferroni y de De Vergotini
En esta seccion se definen los indices B y V complarta media global de una
distribucion con las medias parciales de las @istibnes truncadas, a la derecha o a la

izquierda, determinadas por los distintos nivelegahta. Posteriormente, se expresan

! La continuidad de X facilita el tratamiento atiai. Mas adelante, se considera el caso discEso.
habitual identificar el recorrido de X con la semita real positiva. Sin embargo, en las distriboes
observadas, el soporte de la funcién de densidadaestado, de modo que f(x)=0, ¥XX>Xy.



en términos de la curva de Lorenz de la distribugiése analizan sus propiedades

estadisticas.

2.1. Definicion de los indices
Sea m(x) la funcién que asigna a cada nivel deanrenk<x<xy, la renta media
de la distribucion truncada que se obtiene alinggtrla variable X al intervalo [x x].

Es inmediato que

MG = 2o R0 o ) 3

Definicion 1 (Bonferroni, 1930)El indice de Bonferroni, B, asociado a la distribac

de renta representada por la variable aleatoria define como

B= jM“_—m(x)dF(x). [4]

Si r(x) es la funcion que mide, para cada nivelatdga x, la diferencia relativa
entre la renta media de la poblacién y la del amojule individuos con renta menor o

igual que X, es decir,

r(x) = “_Tm(x) , XO(Xo, Xml, [5]

el indice B se puede expresar como

B = E(r0)) = | r(xFX). 6]

Xo
Teniendo en cuenta lo anterior, podemos decir qliledéte B es el valor esperado de
las diferencias, en términos relativos, entre tdarenedia de la distribucion y las rentas
medias de los conjuntos de individuos con rentaslebajo de cada uno de los posibles
niveles.
Es inmediato comprobar que la funcién r definida [Bh es no negativa,

decreciente y acotada superiormente

r(x)< 1—ﬁ <1, %<X<XM,
VI

de donde se puede concluir que

0<B<1-20 <1.

H



De forma analoga, considerando, para cada nivetmta x<x,, la renta media
de los individuos con renta igual o superior a &,psiede definir la funcion M(x)
mediante

1

MO = T2k

XJ“'AtdF(t),xD[xo,xM), [7]

y, a partir de estas medias, las diferencias valatr(x)

R(X) =% - XCXo Xa). 8]

El valor esperado de estas diferencias relativasisece como indice de De Vergotini.

Definicion 2 (De Vergottini, 194Q) El indice de De Vergottini, V, asociado a la

distribucion de renta representada por la varialdatoria X se define como
XM XM M X _
V =ERX) = [RE00F00 = [ 00 dFo) ]

Es decir, el indice V es el valor esperado de l&raticias relativas entre las rentas
medias de los conjuntos de individuos con rentaepoima de cada uno de los distintos
niveles y la renta media de la poblacion.

Es inmediato comprobar que la funcién R, que silwdase para la definicion

del indice, es no negativa, creciente y acotadarsuxmente

R(x)sXTM =1, XoSX<Xm,

de donde se puede concluir que
OV XM 7,
M
pero, a diferencia de lo que ocurre para B, V nmit una acotacion que sea
independiente de la renta méaxfma
Aunque para el tratamiento analitico resulta comsdponer que la variable

renta, X, es continua, en la practica son muy sifides expresiones de los indices de
desigualdad para distribuciones discretas. Eniglafe siguiente se obtienen para B y

V dichas expresiones.

2.2. Expresiones de los indicgmra distribuciones discretas



Consideremos una poblacion homogénea fija de 2, nndividuos. Una
distribucion de renta en esta poblacion est4d reptada mediante un vector

X=Xy, X5 ,...,X,) tal que &xi< X< ...<Xpn. El conjunto de todas las distribuciones de

renta en esa poblacion lo representaremos PoBDxID", x;, 1<i<n, es la renta del

n
individuo i-ésimo, yu = 1in la renta media de la poblacion. En este contexto
i=1

P, :H -—n—“z‘x], i=12,.
son, respectivamente, la proporcién del total dgpdhlaciéon que representan los i
individuos con menor nivel de renta y la participacde éstos en el volumen total de
renta, m. Por lo tanto, los puntos (0,0) (p, ,q;), 1<i<n, junto a la poligonal que une
cada dos consecutivos, constituyen la gréafica deutsa de Lorenz asociada a esta
distribucion.
La renta media de los i individuos con menor reviene dada por

-——Zx —u— 1<i<n,

mientras que para el conjunto de individuos conanagnta, a partir del i-ésimo, la

renta media es

Las versiones discretas de [5] y de [8] para lasifines r(x) y R(x), se expresan

como

r(x) = H—“mi =P gqien,

Ry(x) =B - Pea=Gia acicn, R (x;)=0.
H 1-pia

El indice de Bonferroni se defiheomo la media del conjunto de valores

{r. (x; )}]5isn . Es decir

2 De hecho, se puede comprobar que si la distribuesté proxima al caso de concentracién maxima, est
acotacion puede ser tan grande como se quiera.

® Bonferroni (1930) propuso para la version discoehindice B, =Lan, lo que supone promediar
n e

el conjunto de valore{xsn (xi)} En este trabajo, como en Nygard y Sandstrom (1981

l<isn-1°



Bn :lirn(xl) :1—iimi :li(uj zl—lii .
Nz =]

n=\ B Nz P

Analogamente, la media del conjunto de vaIe[I%,$(xi)} es el indice de De

I<i<n
Vergottini:
18 1 18 piy—0i
V. == R (X.):_ M. -1== (&j
" nz;‘ ”' nuizﬂ_: | nz;f 1-pi4
Como es sabido, el indice de Gini viene dado por:
n-1
G, = Z (PiGi+1 — Piadi)
i=1
Estos indices también se pueden expresar como caoidm lineal de las rentas
ordenadas. Concretamente,

1 o S
B, :n_pzr]ixi » i =1‘21/J,ni+1 =n; +1/ ’Zni =0, [10]
i=1 j=i i=1

Vi =n_:tlizixi1 3 :Zi‘,l/(n-ﬁl)-l,im:ii +1/(n_i)'Zn:Ei =0. [11]
=1 i=1

i=1

1 . \
Gn = VX1 ¥i =@ =D/ =Ly =y 42/, 3y, =0 [12]

i=1 i=1
Las igualdades anteriores proporcionan diferertesiativas para el calculo de
los tres indices en el caso discreto. En particldarexpresiones [10], [11] y [12] son
interesantes porque ponen de manifiesto que esqgeleena de ponderacién utilizado
para la obtencién de cada indice, el peso queigraaa la renta de cada individuo
depende de la posicion que éste ocupa en la disiib y es mayor cuanto mejor esté

situado. Es decir, las sucesiongs}._.. {€}oe ¥ {Vilee, son estrictamente

crecientes, aunque presentan patrones de crecimdif@rentes. En el indice B el
crecimiento al pasar de cada posicion a la sigeiiestcada vez menor; en V sucede lo
contrario, mientras que en G el crecimiento estemms. Por otra parte, se verifican las
relaciones

N +&,,., =0, I<isn,

Y. Y,y =0, I<i<n.

Chakravarty (2005), se utiliza,Bara que la funcién de bienestar social correspatel a este indice
dependa de la renta maxima de la distribucion.



La primera implica que los esquemas de ponderasgéniados a los indices B y V son,
en valor absoluto, simétricos. El indice B asigria eenta minima, x un coeficiente
cuyo valor absoluto coincide con el asignado paa A renta maxima,,xlo mismo
sucede al considerag ¥ X,.1, X3 Y Xn-2, €tC. En el indice de Gini las ponderaciones, en
valor absoluto, son simétricas respecto de la rer@diana (o de la posicion central).
Graficamente, en la Figura 1 se representa el cdampi@nto de las sucesiones

Nitecns Ei}ecn ¥ {Vi}ieie, SODre una poblacion de tamafio 100.

Figura 1. Ponderaciones en los indices

5

4

3

Posiciones

Es inmediato que si la distribucion es igualitatig,= x, =...= X, =X, = U,
los indices son nulos,6B,=V,=0. Si la concentracién es maxima y en la distiifrc
sOlo hay una renta positivax, =X, =...=X,,; =0, X, =nu, los valores de {de B,

y de \, dependen, como sucede en otras medidas de desidualel tamafio de la
poblacién

n-1
Bn,méx =Ny =T<1'

n n
Vn,méx = En = zl/(n_ J +1)_1: 21/j,
j=1 j=2
n-1
Gn,mélx =Yn =T<1-



Mientras que los indices B G, varian en [0, 1), el valor maximo del indicgnb esta

acotado superiormente sino que crece al hacerlarebfio de la poblacion. Sin

embargo, fijado n, el cocienté,, = \AY es un indice normalizado cuyos valores

n,max

pertenecen al intervalo [0, 1].

2.3. Expresion de los indices en términos de la aar de Lorenz
Si L(p), p=F(x), es la curva de Lorenz de la distcién representada por la

variable X, la funcién m(x) definida en [3] se paezkpresar como

ML(FOD) _ BLP) g enepxxn.

m(x) = F)

Por lo tanto, un modo equivalente de escribir 5] e

r(x) = p_:(p) =1- L:)p) 0<p=F(x)<1

y, teniendo en cuenta [6], B se puede definir dirpde la curva de Lorenz de la

distribucién como:

1
B=1- IL(p)dp Ip-p(p)dp [13]
0

Del mismo modo, dado que M(x) (expresion [7]) seqriescribir como:

MO0 = u(ll LF((FX()x))) _ u(ll_Lp(p)) 0<p=F(x)<1,

de [8] resulta:

R()_1 LP) _,_P-L{) 0<p=Fx)<1,
1-p 1-p

y, teniendo en cuenta [9], se puede definir V madia

1
V= J‘l L(p)d 1= J'IO Lép)dp [14]
0

1-

Las primeras igualdades que se presentan en [IB}]ynos permiten dar una
interpretacion geométrica de cada uno de estosesdPara ello nos basaremos en
curvas asociadas a ellos de manera natural, dasiradpartir de la curva de Lorenz.
Concretamente, la curva de Bonferroni, B(p), sendefomo:

L(p)
p

B(p)=——.0<p=1 [15]



y, en p=0 se extiende por continuid&i{p) = Iimme(p) =L (0")=xXx,/H.

Analogamente, la curva de De Vergottini, V(p), séirce como:

1-L(p)

Ve ==

,0<p<l, [16]

y, en p=1 se extiende por continuidad(l) = Iimpql_ VE)=L@)=xy, /.

Es sencillo probar que B(p) y V(p) son ambas crdeeen el intervalo (0, 1).
Sin embargo, el signo de sus segundas derivadas,nen general, constante en su
dominio de definicién, por lo que estas curvas mes@ntan un comportamiento
uniforme en cuanto a concavidad/convexidad. Estamcteristicas se ponen de
manifiesto en las Figuras 2 y 3, en las que seeptas sus gréficas.

Figura 2. Curva e indice de Bonferroni

B(p)a
0.1 (1)
B
X
Y
(0,0) 0]



Figura 3. Curva e indice de De Vergottini

V(p) 4

/- (/1,1)
/

01 (1,1)

pP

(0,0 @

A partir de las definiciones de los indices, exjoress [13] y [14], es inmediato
que

1
B=1-[B (p)dp [17]
0

1
V=]V (pxip-1. [18]
0

De las igualdades anteriores se concluye que el dal indice B (V) es el area del
recinto limitado por la curva de Bonferroni (De Wetini) de la distribucion y la
correspondiente al caso de equidistribucion (laar@s1). En particular, en caso de
equidistribucién es B(p)=V(p)=1, 0<p<l, y los capendientes indices alcanzan su
valor minimo, que es cero. Sin embargo, si la catnaeién es maxima es B(p)=0 y
B=1, mientras que V(p)=1/p), 0<p<1 lo que implica que la integral que aparece en
[18] no es convergente.

Aunque no es su expresion habitual, conviene obseyue el indice de Gini
puede obtenerse de forma andloga a B y a V, pamdiedas funciones r(x) y R(X) en

cada nivel de renta cok(x) = 2F(x) y h(x) = 21— F(x)), respectivamente. En efecto,

haciendo p=F(x), se tiene:

10



XM XM 1
[ rOOk()RX) =2 [ r(x)FdR(x) =2[ (o~ L(p))dp=G,
Xm 0

Xm

XM XM 1
J RO0h(x)R(x) = 2 [R(X)(L- FX))dRX) =2[ (P~ L(p))dp=G.
Xm Xm 0

Es decir, G es una media ponderada tanto de laeddias relativas r(x), como

de las R(x), mientras que B y V son sus respectiedias simples.

2.3. Algunas propiedades estadisticas

Los indices B y V presentan propiedades comunkgina de las cuales
comparten con el indice de Gini, G.

Los tres indices se pueden obtener ponderando ifeentias de Loreriz
p-L(p), a lo largo de la distribucion de la renta. Erosttérminos, pertenencen a la
clase de medidas lineales de desigualdad de Mefif@n6). Ello es inmediato,
teniendo en cuenta la segunda de las igualdadesequesentan en [13] y [14]. A partir

de ellas se tiene:

1
B=[(p-LO)Ts (p)dp,nB(p)=% 0<ps<1,
0

1
V=[@-LE)m, (p)dp,nv(p):rlp 0sp<L.
0

Por su parte, el indice de Gini (expresion [3]) es:
1
G=[(p-L(M)Ts (PXp, T (p) = 2,0<p<1
0

Lo anterior indica que para obtener el indice daef&woni las diferencias de

Lorenz se ponderan con la funcion
1
T[B (p) _E ' O<El’

que es estrictamente decreciente y estrictamemeegra, o que implica que al

aumentar el nivel de renta, y con €l p, se asignpeso cada vez menor a dichas

* Las demostraciones de los resultados que apaegceste epigrafe se pueden encontrar en Barcena y
otros (2006).

®> Observése que p-L(p), p=F(x), es la diferenciaeeta participaciéon que tendria el conjunto de
individuos con renta menor o igual que x en el r@n total de renta si la distribucion fuese igaatt y

su participacion real en la distribucién considarad

11



diferencias y la tasa de decrecimiento de la p@uilian aumenta con el nivel de renta.

En el indice de De Vergottini, la ponderacion
1T, (P) -1 O<p<1
\/ 1_ p ) Y= ’

es estrictamente creciente y estrictamente conyexalo que al aumentar el nivel de
renta se asigna un peso cada vez mayor a las rdifasede Lorenz y la tasa de
crecimiento de la ponderacion aumenta con el rdeetenta. En el indice de Gini, la
ponderacién es constante.

En consecuencia, cada uno de los tres indices sewgudistinta forma la
desigualdad local a lo largo de la escala de reRtdaadice B asigna mayor importancia
a la desigualdad existente en la cola izquierdia déstribucion (rentas bajas), mientras
gue el comportamiento de V en este aspecto engiacio, dando mayor importancia a
la desigualdad existente en la cola derecha (reaitas). El indice de Gini sigue un
criterio intermedio al asignar una ponderacion tamte, a lo largo de la distribucién, a

la diferencia entre la linea de equidistribucida gurva de Lorenz.

El comportamiento de los tres indices frente aéoabios de escala y de origen
es idéntico. Son indices relativos de desigualaaehtras queB, uV y uG son indices
absolutos. Si se consideran las variaBbésA>0 y X+a, a>0 6-p<a<0, se verifica:

Bix =Bx » Mx+aBx+a =HxBx

Vix =Vx » Bx+aVxsa =HxVx

Giax =Gx , Hx+aOx+a =HxGx -
En consecuencia, B, V y G son indices de comprdmsdemas, de las igualdades
anteriores se concluye, también, que si aBQ,, <By,Vy,a <Vx ¥ Gy,, <Gy.

Sucede lo contrario sip<a<0. Esto es, si todas las rentas de la distdbuaumentan

(disminuyen) en una misma cantidad positiva, les indices disminuyen (aumentan).

Una propiedad caracteristica del indice de Girg, €uocasiones se utiliza como

definicién, es

® Un indice relativo | es de compromiso |si es un indice absoluto. Un indice absoluto J es de
compromiso si Jf es un indice relativo (Blackorby y Donaldson, 1980

12



G :ﬁCov(x, F(X)).

Es decir, G se puede obtener a partir de la cavaaiantre la renta de los individuos y
sus respectivos rangos en la distribucion. Losceéxlde Bonferroni y de De Vergottini
satisfacen una propiedad analoga a ésta. Se demgest el indice de Bonferroni se
puede expresar en funcion de la covarianza entte navel de renta y el logaritmo

natural del rango de esa renta en la distribucion:
B=-1 CovX, In(F(X))),
vl

mientras que el indice V se puede obtener a pdetila covarianza entre la variable

renta y el logaritmo de la funcion de superviventiaF(x):
v=-1 Cov(X,In(1- F(X))).
M

Los indices B y V, a diferencia del indice de G, satisfacen el Principio de
Poblacion de Dalton; es decir, no son invariantesté a un namero finito de réplicas
de la poblacién inicidl Ello implica que no son consistentes con el ddtale
ordenacion parcial inducido por la curva de Lor@raster, 1985).

Aunque, por construccién, los indices de Bonfersode De Vergottini tienen,
como el de Gini, un origen estadistico y todossetionstituyen lo que en la literatura se
conoce como “medidas objetivas de desigualdadjeesralmente aceptado a partir del
trabajo de Dalton (1920) y, sobre todo, desde tatapion de Atkinson (1970), que en
cualquier medida de dispersion de rentas subygcmalnocion de bienestar social. En

la seccion siguiente se abordan algunos de sustasp®rmativos.

3. Consideraciones normativas

En este trabajo, la relacion entre funciones dedsiger social (FBS) e indices
de desigualdad se establece mediante el enfoquglag&orby y Donaldson (1978,
1980), a través del concepto de renta equivalent@mente distribuida (REIR)EN tal

" Para el perfil de rentas {0, a}, a>0, esB/2, \,=1/2 yV2 =1. Sin embargo, para el perfil {0, O, a, a}
resulta B=7/12, V= 7/12,V s = 7/13.

8 Dada una FBS, W, en principio de caracter ordsalREID es el nivel de renta que si fuese petoibi
por todos y cada uno de los individuos de la pabtacla distribucién igualitaria resultante
proporcionaria el mismo bienestar que la distribnicexistente. De este modo, la REID es una
cardinalizaciéon de W.

13



caso, si | es un indice relativo de desigualdadhjexiestar asociado a una distribucion
xOD", W(X), viene dado por:

W(X) = 1= 100] =y =1, l(%) [19]
donde p,I(x ) cuantifica el coste de la desigualdad, la pérdeldienestar debida a la

desigualdad.
A partir de la expresion dada en [10], es inmedipte la FBS correspondiente

al indice de Bonferroni, en este contexto, viersgadzor

We (X) =, [1- B(x)]=;2(1 X, —Zw [20]

i=1

siendo
o= - n)——zlu 1zisn w, =
n

Analogamente, teniendo en cuenta [11], la FBS adacial indice de De

Vergottini normalizado es
_ 1 n n-1
W0 = 1 fL-V0]=2 3 (1= /2 )x, = Swgx [21]
i=1 i=1

donde

V‘_(l §1E,) = { nil/jj {Zl/]} 1<i<n- ],ZWIV
= =2

Como se observa en la expresion anterl;(x) no depende de la renta

maxima de la distribucion ,x

La REID asociada al indice de Gini viene dada por

We (%) = 1,1~ G = 3wy, 2]

i=1

siendo
1 1 . . s
==(@1-y,)=—(2(n-i)+1),1<i<n, Y w,; =
n n =

Las FBS asociadas a los indices B, y G presentan un conjunto de
caracteristicas comunes.
Segun lo anterior, todas ellas son de la foiwa Zw,xI , siendo{w,},__. una
i=1

sucesion decreciente de numeros reales positigasg igual a la unidad. Sin embargo,
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las sucesmnes{wi,B}Eisn, {Wiﬁ}msn y {wi,G}]Sisn siguen distintos patrones de

decrecimiento, como consecuencia de las caraitegstde los esquemas de

ponderacion de las rentas en sus indices asociBdos primera sucesion, la tasa de

decrecimiento disminuye al aumentar el rango; easlaciada al indic&/ sucede lo
contrario, mientras que en la asociada al indic8idg el decrecimiento es constante al
pasar de cada posicion a la siguiente. En la Figus ponen de manifiesto estas

propiedades utilizando como ejemplo una poblac&tachafio 100.

Figura 4. Ponderaciones en las FBS

Ponderaciones en las FBS
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El grafico anterior indica que al obtener el bi¢aessociado a una distribucion de
rentas mediante las FBSs correspondientes a estdndices, W es la que asigna

mayor (menor) peso a las rentas bajas (alté), sigue el criterio contrario en la

asignacion de ponderaciones, mientras queindorpora una postura intermedia entre
ambas.

Las tres FBSs son funciones continuas, creciengistributivamente
homogénedsy estrictamente S-céncavas. Esta Ultima propiéuatica que los indices
de desigualdad (o las FBS asociadas) muestrani@venscia la desigualdad (o

preferencia por la igualdad), lo que equivale a ag¢isfagan el Principio de

® SatisfacenW (cx + al") = cW(x) +a, xOD", ¢>0,1" = (11...1) y a un ndmero real tal quex + al"
sea una distribucion admisible. Esta propiedacdeBIS caracteriza a los indices de compromiso.
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Transferencias de Pigou-Dalton (PTPD). Segun estecipio, si tiene lugar una
transferencia de renta desde un individuo hac@a @tn menor nivel de renta, sin que
varie la ordenacion relativa entre ambos (transteae progresiva), la desigualdad
disminuye (el bienestar aumenta).

Por otra parte, el comportamiento de B, V y G difirente a principios que
incorporan criterios redistributivos mas fuertee guPTPD. Es el caso del denominado
Principio Posicional de Transferencias (PPT) (MehtE076 y Zoli, 1999), segun el
cual una transferencia progresiva entre dos indogdcon una diferencia de rangos
dada entre ellos, debe tener una incidencia taagmnen la medida en que ocurra entre

individuos situados en la parte inferior de laritistcion.

Proposicién. Si xOD" es un perfil de renta W OD" es el perfil que resulta al

realizar enx una transferencia progresiva de cuaidtt®, desde el individuo k al
individuo h, h<k, los indices de Bonferroni (De Wetini), B, (V.) y B (V,),
asociados &y X , respectivamente, satisfacen

() BJ<B, yV. <V,.

(i) Si j es tal que Kj=1 y B (V") son los indices asociados al perfil OD"
resultante de realizar una transferencia de cuam(a desde el individuo ¥ al
individuo h-j, h<k, entonceB."<B y V< V',

Demostracion En efecto, six(0D"y se realiza una transferencia progresiva de aanti

5>0, desde el individuo k al individuo h, h<k, elriieresultante, xX OD", queda

definido mediante

Xp =X, +8, X, =X, =0, X

i =X, j#h,1.

A partir de [10] y de [11], resulta
5 &1

B,-B,=—>» = .
n n nuI:hI

v, -V =2 Zk: .
: : nu|:h+1n_| +l .
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Al ser B, -B,>0 y V, -V, >0, se satisface (i); es decir, ambos indices cempl

PTPD. Por otra parte, 8y V" son los indices asociadosa, se tiene

k=j-1 k-1 k-1
Bn_B*n*:iZ}_i i>121=3n_3’;
NUizpSl MR ST NS
k=] k
V-V = L o0y 1 o

iggan-i+l nuimin-s+j+1
<2y = -y
N g=h+1 N -s+1

de donde se concluye lo enunciado en (ii).

La Proposicion anterior pone de manifiesto que amimalices satisfacen el
PTPD, mientras que solo el indice B verifica el PBTindice V se comporta, a este
respecto, de forma contraria: su reduccion, comws@ruencia de una transferencia
progresiva, fijada la diferencia de posiciones eelr donante y el receptor, es mayor
cuanto mas ricos sean los individuos involucrados.

Por su parte, la variacion del indice de Gini ame transferencia como la
descrita en el enunciado de la proposicién anteriene dada por

G, -G, = 26(k2— h) ’
n g
de manera que es proporcional a la diferencia slealegos de los individuos entre los
que tiene lugar, con independencia de que esigadsis en la parte superior, intermedia
0 baja de la distribucion. En definitiva, de losstrindices considerados, solo el de
Bonferroni satisface el PPT.

Aungue no se aborda en este trabajo, los indicggootle estudio también se
pueden analizar desde el punto de vista que argantgre actitudes tales como la
envidia, la privacion o la satisfaccion, constituy®mponentes relevantes de los juicios
individuales sobre la justicia distributiva. Seggse enfoque, un indice de desigualdad
puede considerarse como una medida agregada déerntmientos de los individuos
que se consideran desfavorecidos o favorecidogctsp. otros, en términos de réfita
(Temkin 1986, 1993). En este contexto, Chakrav4P§05) caracteriza el indice

absoluto de Bonferroni como una medida agregadddderesion”, cuando cada

19 Cowell y Ebert (2002) adoptan este punto de vigts introducir una nueva axiomatica sobre las
medidas de desigualdad.
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individuo cuya renta es inferior a un nivel dadompara su renta con ese nivel. En
Barcena y otros (2006), se proponen dos formulasiode la privacién relativa,
alternativas a la ya clasica de Hey y Lambert (1980través de ellas los indices
absolutos de De Vergottini y de Bonferroni puedeterpretarse como los valores
medios de la privacion social, cuando los indivElwomparan sus rentas con las de
quienes estan situados por encima de ellos enstabdicion. Como es natural, la
obtencion de uno u otro indice depende del modogee se establezcan las

comparaciones interindividuales.

4. La desigualdad en la Union Europea en el afio 2000.

En las secciones anteriores se ha establecidooguiedices de Bonferroni, de
De Vergottini y de Gini forman parte de una misramifia de medidas de desigualdad
y que sus respectivas FBSs presentan una simibtadal. Por otra parte, cada uno de
estos indices incorpora juicios de valor diferegtesn cierto sentido, complementarios.
EvalGan de distinta forma la desigualdad local &tgo de una distribucién de rentas,
siguen criterios diferentes en la ponderacion dedatas de los individuos y presentan
un comportamiento muy dispar frente al PPT. Totjaktifica su utilizacién conjunta
al analizar un conjunto de distribuciones de rebgaposible obtencion de resultados
diferentes segun el indice considerado permiteaextconclusiones tan interesantes,
teniendo en cuenta las propiedades de cada medhday las que proporcionan los
casos robustos.

En esta seccién se analiza la desigualdad en lanUsliropea en el afio 2000 a
partir de los tres indices considerados en las@eex anteriores. Para ello empleamos
la octava ola del PHOGUE, fuente de d&toarmonizada a nivel comunitario,
coordinada por EUROSTAT.

Las decisiones metodoldgicas adoptadas en es@drabn las convencionales.
Se utiliza como variable el ingreso arfaalel hogar. Como un mismo ingreso puede

dar lugar a diferentes niveles de vida en funciéhtamafo y composicion del hogar,

1 Esta encuesta contiene datos para quince paisedJiédn Europea, con ocho olas disponibles (1994-
2001). Los individuos entrevistados en la primdese han seguido a lo largo de las siete sigusente
entrevistandolos en intervalos aproximados de un kéis entrevistados dan informacién acerca de sus
ingresos, cuestiones personales y caracteristieadiabar. Esta fuente presenta ciertas limitaciones
relativas a la fiabilidad de los datos de ingregopueden introducirse sesgos tanto por la falta de
respuesta en la ola inicial como por el abandonaleatorio de la muestra después de la primera ola
(Bradbury y otros, 2001). Este posible sesgo sed@umrregir mediante un uso adecuado de las
ponderaciones longitudinales, cuestion que se atEmdalton y Brick (2000).
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los ingresos se han ajustado mediante distintaslassde equivalencia. Con ello se
obtiene la variable objeto de estudio, ingresoedente del hogar.

Aunque es sabido que la eleccién de una escalaatarmuede condicionar los
resultados (Duclos y Mercader-Prats, 1999), tambggierto que no existe consenso
sobre cual es la escala de equivalencia idoneandouae agrupan hogares de
caracteristicas distintas ajustando el ingreso amegliescalas de equivalencia, debe
comprobarse la robustez del procedimiento estimas@ste caso, la desigualdad para
distintos valores de los parametros que determimascala (Ruiz Castillo, 1993). En
este trabajo se han utilizado las siguientes eschlade la OCDE, la propuesta por
EUROSTAT, que denominamos escala de la OCDE madifitt y la escala
paramétrica propuesta en Buhmann y otros (198&),computa el numero de adultos
equivalentes elevando el tamafio del hogar a umedrd® comprendido entre 0 y 1.

De esta forma la renta equivalente sé define como la renta del hogag, X
dividida por el nUmero de miembros equivalentesy)m(

X.

-~ m(n)

Al analizar la desigualdad relativa de los paise$adUnién Europea en el afio
2000, se obtienen conclusiones robustas sobredanacion, tanto en referencia a la
escala de equivalencia como al indice utilizado.

En la Tabla 1 se presentan los valores de losdraBcGini, Bonferroni y de De
Vergotini normalizado para los quince paises aadbz en el afio 2000 a partir de la

renta equivalente obtenida aplicando la escala @JDE modificad&

12 Dado que los montantes relativos a ingresos soales y pertenecen al afio anterior de la entrevista
los ingresos de la octava ola se refieren al af8.20

3 En ella se asigna valor 1 al primer adulto delanp@,7 a los adultos restantes y 0,5 a cada nuend#
afos

14 Esta escala asigna valor 1 al primer adulto dghhd,5 a los adultos restantes y 0,3 a cada nunor

14 afios.

1 Segun esta escala el nimero de miembros equigadeni ¢ . Para este estudio s = 0,25; 0,50; 0,75

'8 Los resultados para las demas escalas de equiiskstan a disposicion del lector bajo peticidosa
autores.
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Tabla 1. indices de Gini, Bonferroni y De Vergotininormalizado para el afio 2000. Renta
equivalente aplicando la escala de la OCDE modificia.

Escala OCDE modificada

PAIS G B Vv
DINAMARCA 0215 (1) 0311 (1) 0.048 (1)
HOLANDA 0261 (6) 0366 (7) 0.057 (7)
BELGICA 0280 (9 0374 (8 0.072 (14)
FRANCIA 0270 (@®) 0376 (9) 0.056 (5-6)
IRLANDA 0.288 (10) 0.395 (10) 0.065 (10)
ITALIA 0.294 (11) 0415 (11) 0.059 (8)
GRECIA 0.328 (13-14) 0.446 (14) 0.070 (13)
ESPANA 0.328 (13-14) 0.443 (13) 0.069 (12)
PORTUGAL 0.369 (15) 0.477 (15 0.082 (15)
AUSTRIA 0.243 (3) 0344 (4 0054 (3)
FINLANDIA 0.244 (4 0339 (2) 0.056 (5-6)
SUECIA 0242 () 0342 (8 0.053 (2
ALEMANIA 0253 (5) 0.350 (5) 0.055 (4)

LUXEMBURGO 0.265 (7) 0.360 (6) 0.061 (9)

REINO UNIDO 0.306 (12) 0.417 (12) 0.068 (11)
Nota: entre paréntesis la posicién del pais sebimliee

La Tabla anterior muestra que los indices G y B Waar a ordenaciones

analogas de los quince paises considerados, canaafgermutacion entre posiciones

cercanas. La ordenacién que proporcia_mq)resenta, respecto a las anteriores, cambios
mas acusados.

Cuando se realiza un ranking de los paises enceR@@0 segun cada uno de
estos tres indices, pero teniendo en cuenta swsesapara las distintas escalas de
equivalencia, se obtiene un resultado similar, comestran las Figuras 5,6y 7.

La Figura 5 presenta la ordenaciben funcion de los valores del indice de Gini
para todas las escalas de equivalencia. Se obgeevaxisten varios grupos de paises
(concretamente ocho). Dinamarca encabeza el rarinfyncion del indice de Gini.
Los paises que mas desigualdad presentan seglindes independientemente de la
escala, son Portugal, Espafia, Grecia, Reino Uttialea e Irlanda, siendo Portugal el

pais con la mayor desigualdad para todas las sstalequivalencia empleadas.

" Todas las ordenaciones consideradas son cregidetezenor a mayor nivel de desigualdad.
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Figura 5. Ranking de desigualdad en funcion del iride de Gini. (Escalas de la OCDE
modificada, OCDE, Buhman 0.25, Buhman 0.5, y Buhma@.75)
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La Figura 6 presenta la ordenacion en funcion deviaores del indice de
Bonferroni para todas las escalas de equivalersah/o para la de Buhman de
parametro 0.25. La ordenacion inducida es bastate, y conduce a conclusiones
similares a las obtenidas con el indice de GinndB&tamente, la ordenacion para los

altimos seis paises es exactamente igual para aimiioss.
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Figura 6. Ranking de desigualdad en funcion del iride de Bonferroni. (Escalas de la
OCDE modificada, OCDE, Buhman 0.5, y Buhman 0.75)
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La ordenacion obtenida con el indice de Bonferpara la escala de Buhman
con parametro 0.25, presenta cambios respectaaatdéaior. Los Ultimos ocho paises
siguen siendo los mismos, pero Luxemburgo y Holavmgan la segunda y tercera
posicion respectivamente, mientras que Suecialgridia la quinta y séptima posicion.
Si parece quedar claro que, independientementa eschla de equivalencia empleada,
Dinamarca ocupa el primer puesto en el ranking,trlysSuecia y Alemania las
posiciones 3 a 6, Bélgica y Francia, ocupan sierngw puestos 7 a 9; Irlanda, Italia y
Reino Unido, los puestos 10 a 12; Espafia y Grexsgyuestos 13 y 14 y Portugal es la
que mayor indice de Bonferroni presenta en el @it 2sea cual sea la escala de
equivalencia empleada.

La Figura 7 presenta la ordenacién de los paisdaremdn de los valores del

indice de De Vergotini para todas las escalas dva&encia.
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Figura 7. Ranking de desigualdad en funcion del inde de De Vergotini. (Escalas de la
OCDE modificada, OCDE, Buhman 0.25, Buhman 0.5, y#man 0.75)
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La ordenacion segun el indice de De Vergotini témbés encabezada por
Dinamarca. Al igual que para los indices anteridespaises que presentan una mayor
desigualdad, en este caso ponderando mas las etitadas en la parte alta de la
distribucion, son Portugal, Bélgica, Reino Unidoe@a y Espafia. Ahora, Luxemburgo
esta peor situada.

Cabe destacar el caso de Bélgica, que con losesdie Gini y de Bonferroni se
situaba en posiciones intermedias del ranking, tr@enque con el indice de De
Vergotini, se sitla en las posiciones con mayorgda&dad. Cabria pensar que en este
pais, respecto a los demas, existe una desigualdadhcentuada en la parte alta de la
distribucion.

A partir de lo anterior, se pueden diferenciar cugrupos de paises europeos,
segun sus niveles de desigualdad relativa en e2@@@. Dinamarca, el pais con menor
desigualdad. Portugal, el pais con mayor desigdalHa cuanto al resto de paises,
podemos distinguir dos grupos. El formado por bnitalia, Reino Unido, Espafia y
Grecia, cuyos miembros presentan siempre nivelg®mea de desigualdad que los del

grupo formado por Austria, Suecia, Finlandia, HdBnAlemania, Luxemburgo y
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Francia. Estos cuatro grupos son similares a leenadns por Alvarez-Garcia et al.
(2004) para los paises europeos en 1996.

Bélgica presenta un patréon cambiante de desigualdpdndiendo del indice
utilizado. Su nivel de desigualdad es intermedisesevaliua mediante el indice de Gini

o de Bonferroni, mientras que es elevado si seal indice de De Vergotini.

5. Conclusiones

A lo largo del trabajo se ha puesto de manifieste, glesde el punto de vista
estadistico, existe una clara similitud entre fudides de desigualdad de Bonferroni y
de De Vergottini, que se refleja no sélo en supeetivas definiciones, sino también al
compartir un conjunto de propiedades, algunas sleclales también las presenta el
indice de Gini. Asi, las tres medidas son indi@sampromiso y pueden expresarse en
términos de la covarianza entre las rentas denttigiduos y una funcién de sus rangos
asociados. Pertenecen, ademas, a la familia dedasetineales propuesta por Mehran
(1976), lo que significa que pueden expresarse grando, en cada percentil de renta,
la diferencia entre la linea de equidistribuciénaycurva de Lorenz. Sin embargo,
mientras que G se obtiene asignando una ponderaniforme a lo largo de la escala
de rentas a dichas diferencias, para obtener iekiBlhay que ponderarlas mediante un
peso decreciente con el nivel de renta, dando,lgpdanto, mayor importancia a la
desigualdad local existente en las rentas bajaslRwontrario, para obtener el indice V
hay que ponderar dando mas peso a la desigualdsteérd® en la cola derecha de la
distribucion. Esta distinta valoracion de la dealdad local es una diferencia
importante entre los tres indices e incide en atacteristicas normativas.

En ese sentido, aunque G, B y V (0 sus FBS as@iawlaestran aversion hacia
la desigualdad y todos ellos satisfacen el PTPosuportamiento frente a Principios
de Transferencias que incorporan criterios rethstivos mas fuertes, como es el caso
del PPT, es muy diferente. Mientras que B satisticieo Principio, la disminuciéon de
V como consecuencia de una transferencia progrejada la diferencia de rangos
entre el donante y el receptor, es mayor cuantoritds son esos individuos. El efecto
sobre G de una transferencia de ese tipo es ptiopat@ la diferencia de los rangos de
los individuos entre los que tiene lugar, con iredefencia de la parte de la distribucion

en que estén situados.
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Los indices B y V, a diferencia del indice de G, satisfacen el Principio de
Poblacién de Dalton, por lo que no son consisteraasel criterio de ordenacion parcial
inducido por la curva de Lorenz.

Al analizar la desigualdad en los paises de la tUBidropea mediante estos tres
indices, considerando distintas escalas de equasialepodemos concluir que existen
cuatro grupos bien diferenciados. Uno de ellos emiarca, que presenta la menor
desigualdad, el siguiente, es el formado por Aast8uecia, Finlandia, Holanda,
Alemania, Luxemburgo y Francia, con desigualdacuceth. Niveles mas altos de
desigualdad presentan Irlanda, Italia, Reino Unigkpafia y Grecia, siendo Portugal el

pais con la mayor desigualdad.
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