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Las soluciones reales finitas (1) de la ecuacién funcional,

Flw+ ) =(%) +1(%2)

son linedes, f(z)=Cz, o su grdfica llena densamente el plano,
esi{o es, penetran en todo entorno de cada punto (a,Db).

Si todos los valores homélogos de # y f(z) son propor-
cionales, es decir:

fled @) _c po)=0
x4 T
1a solucién es evideniemenie f(uc):Cx donde queda incluida
la f(z)=0 (idénticamente rula) para C=0.

En caso contrario, es decir, si existen dos pares de valo-
res [z, f(2:)] ¥ [#sf(2:)] que hacen distinto de cero el de-
terminante

() f(ze)

(*) Cuando se admite 4 oo como valor de la funeién con los comsabidos
convenios o definiciones de suma: a + (o) = Loo,(+00) 4 (+00) =
-0, la solueién puede ser Jineal hasta un valor %, de £ 5§ 400 desde éste,
es deecir:

flz) = Cz para T = %

f(’b) = 4+ o0 1 T > Zs



el sistema lineal

r, Xy +2, No=a
fly) Xi+7(zs) Xy=0

tiene solucién tnica exacta X;=o;, X,=0, cualquiera que
sean los numeros reales a y b, en virtud de la regla de Cra-
mer, y solucién racional aproximada X,=r;,X;=r,, que ve-
rifica las ecuaciones con errores prefijados arbitrariamente pe-
quefios, en virtud de un conocido teorema de Kronecker sobre
aproximaciones diofanticas (2); es decir, dado ¢>0, existen
dos ntimeros racionales r; y r, que hacen

rizy +ror, =a-te e’ | <e
rif(@) Frof(e) =b4e” | <s.
Esto se comprueba muy fécilmente de un modo directo

aproximando los dos ntmeros reales «, y o, que satisfacen
exactamente el sistema mediante sendos ntimeros racionales r,

€ .
Y Te COD errores menores que . siendo M el mayor de los

cuatro ntmeros [z,], |%,|, |f(zy)], |f(zs)|; por ejemplo me-
diante sus desarrollos en fraccién continua: pues siendo

ri=0y 0y 151i<5j,§
. £
r2:a2~§—62 EOZl oM

resulta

718y Ty By = (0g Ty ty g) + (B, 2y + 0y 3,) =a + (5, 31+ 05 7,)
ry f(%) 12 (@) = [ag f(21) + g (o) ] +[0, (2, )+ oof(z5) ],
=b+ [517[(991) + 29f (@) ]

(*) Véase, por ejemplo, el libro de Perron Irrotionalzahlen, Goschens Lehr-

buchern. Berlin un Leipzig. 1021 pég. 153, teorema 64. Caso r—I=—n men-
cionado al final.
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donde es

|9y 3 + 8 22| = [Dyf@| + [Bsf2s) =

Ahora bien, de la ecuacién funcional resulta inmediata-
mente, como es sabido, por ser ry y 7o racionales y cualesquie-
ra que sean y ¥ Zo:

rof(ay) +rof (o) = f(ri2y) + flrows) =f(r @y + 1o %)

Existe, pues, un punto de la grafica cuyas .coordenadas
ri@yFrezs § f(ry@y+rams) difieren de las (a,b) en menos
de ¢, o sea que hay puntos de la grafica en todo entorno cua-
drado de (a,b) con amplitud arbitrariamente prefijada.

Como corolarios resultan todos los teoremas clasicos sobre
la resolucién de esta ecuacién; en particular, la acotacion en un
entorno, que era la minima condicién a que habia llegado nues-
tro querido maestro J. Rey Pastor (%), es la no penetracién
de 1a grafica en las dos partes de la zona vertical sobre este de
ordenadas superiores a la cota en valor absoluto, o sea de la
funcién en los correspondientes semientornos de —® y +-% para
los valores de x contenidos en aquel.

La construccién de estas soluciones discontinuas que llenan
densamente el plano fué lograda por Hamel (4) sirviéndose de
la buena ordenacién del continuo que resulta del axioma de
Zermelo, el cual naturalmente no ha sido necesario para nuestrd
teorema que se establece solamente mediante el principio del
«tertio excluso», implicito ya en su enunciado.

Notese que el razonamiento anterior, apoyado en la reso-
lucién del sistema lineal con coeficientes ntimeéricos no propor-

(3) Véase REY PASTOR. Funciones Reales. 2* ediciém.

(*) HAMEL. Eine Basis aller sahlen und die Unstetigen Ldsungén der
Funktionalgleichung f(zty) = F(r) + f(y). Mathemastische Amnalen Band
60 pag. 459.
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cionales cae en defecto si es 4o o —o la ordenada no pro-
porcional a su abcisa, y deja, por tanto, abierta la posibilidad
de una solucién no fotalmente discontinua que valga 4o 0 —w
en algunos puntos y lineal en todos los demds: posibilidad que
ha quedado excluida con Ia condicidn de ser finita la funcion
impuesta en el enunciado. La construccién efectiva de esta so-
lucién se logra por la teoria de Hamel dando valores numéri-
cos proporcionales f(z)=Cz a todos los elementos de la ba-
se menos a uno al que se asigna +® o0 —oo, deduciendo los
demés segtin las reglas operativas con estos simbolos ().

La generalizacién de esie teorema para varias variables y
sus aplicaciones a oiras ecuaciones funcionales y a la teoria
general de las magnitudes escalares derivadas, ha sido expuesta
detalladamente en nuesiro curso sobre «Magnitudes con intro-
duccion de dlgebra moderna» explicado en la Cétedra de la fun-
dacién Conde de Cartagena, que serd publicado en breve en la
Revista de la Real Academia de Ciencias de Madrid.

————

5 A SN - 7 ;
(°) Véase, por ecjemiplo, Hans Hamxw. Zeclie Franktionen. 8, 177.



