LAS INDICATRICES DE LOS
FUNCIONALES ANALITICOS n-LINEALES Y SU
APLICACION A LA INTEGRACION DE
FUNCIONES RACIONALES

por

FRANCISCO SANVISENS
Seminario Matematico de la Universidad
Barcelona (Espafia)

Introduccién. — Aportamos, con esie modesto trabajo, una
nueva contribucién al estudio de los funcionales analiticos n-li-
neales (1), dependientes de funciones de una variable. Damos ade-
més, una apiicacion de las teorias que en &l se exponen a la in-
tegracion de funciones racionales.

Nos situamos en la Escuela de Fantappié, es decir, en el
campo de las funciones de variable compleja, analiticas local-
mente y ultrarregulares (2), cifiéndonos al caso de funcionales
analiticos n-lineales dependientss de un punto =y Yas <oes Ynb
del espacio funcional analitico [S} de orden n, definido por fun-
ciones coordenadas dependientes de una sola variable apareate,
o sea, funciones del espacio funcional analitico de Fantappié SV.

Unas nociones sobre el espacio funcional analitico IS} pue-
den verse en la citada Memoria de Fantappié, «Nuovi fonda-
menti...». Cap. III, n.© 21.

Limitaremos, ademés, nuesiro estudio a funcionales anali-
tiocs n-lineales tales que las regiones lineales R;, componentes
de la {R}:{Rl,Rz, s Ry} de definicion de dicho funcional, con-
tengan a los polinomios y por tanto los conjuntos caracteristicos
A; de dichas regiones linealss R; formados de puntos propios.

Empezamos dando la nocién de indicairiz mizia hemisi-

(1) F. SANVISENS, Sobre los funcionales analiticos n-lineales. Nota pu-
blicada en la ¢‘Revista Matemética Hispano-Amerieana’’, 42 Serie, t..1IL,
1943.

() L. Fanrappis, Nuovi fondamenti della teoria dei fumsionali analitici.
Mem. Ace. d’Ttalia, 1941. Cap. I, n? 5.
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métrica-simétrica de un funcional analitico n-lineal, més ge-
neral que la de indicatriz hemisimétrica y que la de simétrica
que dimos en un trabajo precedente. Relacionamos luego las di-
versas indicatrices entre si, lo que permitird, mediante la for-
mula integral (3) que da el valor del funcional conocida la in-
dicatriz hemisimétrica del mismo, calcular el funcional cono-
cida una cualquiera de sus indicairices mixtas. Damos, final-
mente, la aplicacion a la integraciéon de funciones racionales,
previo el estudio del funcional analitico n-lineal que rssulta
aplicando un funcional analiiico lineal F a un producto.

1. -Indicatrices de un funcional andlitico n-lineal.

Consideremos la variedad analitica {M} del espacio funcio-
nal analitico {S} de orden n, definida por n lineas analiticas del
espacio funcional analitico de Fantappié S, unas del tipo

1 C . . /
yj:a]___t (J=Jvle - Jw) (1.1)
y otras del tipo
1
yk:l__akt (k:kl, kz, ceny knl’) (1- 2)

siendo los subindices j,, j,, s Jn s kg ks, .. ks enteros meno-
res o iguales que n, todos distintos entre si y ademdas n’ -+ n”=n.

Esta variedad analitica {M] hace corresponder a cada mul-
tiplicidad de nimeros complejos oy, oy, ...,0/, un punto {v} dek
espacio [S} definido para todo valor de la variable compleja ¢
excepto para aquellos en que ¢ satisface a alguna de las rectas

Gt=0  (j=fu s fu)
1—ot=0 (i{:l£1,7f2,...,kn,,).

Al variar la multiplicidad Oy, Ug, ...s %y, los conjuntos ce-
rrados de puntos ¢ en que no estin definidas las (1.1) o (1.2)
varian con continuided. Por lo tanto las expresiones (1.1) y
(1.2) definen efectivamente n lineas analiticas del espacio de

(*) F. SANVISENS, loc. cit,, n0 4.
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.y 7 . . . . e *
Fantappié S® ¥y su multiplicidad una variedad analitica [M}

- » [ ‘
del espacio funcional analitico {S} de orden n.

Esta variedad analitica [M} asi definida, penetra en toda
region funcional lineal {R}={R;, Ry, ..., R\, de definicién de un
funcional n-lineal F, pues efectivamente basta tomar la mul-
tiplicidad oy, ¢, ..., @, detalmodo que todas las ¢;(j=j1, ja» s Jur)
verifiquen la desigualdad
ol >0,

J

siendo o, el méximo (4) de ¢ en los conjuntos caracteristicos A;

de las reglones lineales R;, componentes de la (R}, y todas las
ap (k=1lky, kg, ..., kyr) verifiquen esta otra

1
p

ic‘k!} <

w

siendo p, el maximo de ¢ en los conjuntos caracteristicos A,
de las regiones lineales Ry, para que los denominadores de (1.1)
y (1.2) no puedan anularse para ningin valor de ¢ de los con-
juntos caracteristicos A;(i=1,2,...,n) de las regiones linea-
les R; y definan dichas funciones (1.1) y (1.2) un punto v
del espacio funcional analitico {S} de orden n, de la region
lineal [R}={R;, Ry, ..., Ry}.

La region Q de la variedad de Segre V,, donde se re-
presentan las multiplicidades de las o que definen los elementos
de la variedad {M} que penetran en la region {R], se compone
de los puntos propios de dicha variedad de Segre V,, inclu-
yendo los en que alguna de las oy, dg, ... 0p satisface respecti-
vamente a uno de los hiperplanos

oj—t=0 (j=Ju:Jor o Jw)
1—@l:t:O (k:fl,lfg,...,knll>

para toda ¢ de los conjuntos caracteristicos A; y A; de las
regiones lineales R; y Ry respectivas.

(*) Recuérdese que los comjuntos caracteristicos di (i = 1,2,.,n) de las
regiones lineales R; son conjuntos cerrados ¥y estin formados exclusivamente
de puntos propios, por contener dichas regiones Ri los polinomios.



— 228 —

Todo funcional analitico n-lineal F se puede aplicar a la
parte de la variedad {M} definida en la regién (), obteniéndose
la funcién

o 1 1
02y d p2 e

my 2 (o, Gy v, 0y =F N .

AN n) [osj—t l—akt} (1.3)

analitica en dicha region (), que llamamos indicafriz mixta
hemisimélrica-simétrica del funcional analitico n-lineal F. Con

[*—1——, L ]hemos simbolizado el funcional n-lineal apli-
l—akt a]—t

cado a la parte de la variedad {M} indicada.

Si todas las lineas analiticas componentes de la variedad
{M} son del tipo (1.1) o todas del tipo (1.2) la indicairiz que
obtendremos, al aplicar el funcional analitico n-lineal F a di-
cha variedad, serd su correspondiente indicatriz hemisimétrica
o la simétrica que definimos en un trabajo precedente (3), o
sea que designando por u(oy, g, ..., 0y) ¥ w(oy, ¢y, ... a,) a di-
chas indicatrices hemisimétrica v simétrica respectivamente, serd

1,9 ...
mbBea o a, ) =u(ay, 0, ..., o) (1.4)
My o (0 0y, iy ) = w(0yg, dy, ..., ap) (1.5)
2.~ Relaciones entre las diversas indicatrices. — Las indi-

catrices mixtas de un funcional analitico n-lineal pueden rela-
cionarse entre si y con las hemisimétrica y simétrica del mismo
funcional. Asi, por ejemplo, para relacionar la indicatriz mix-

I Jzpe ey T

ta my (a4, g, ..., a,), del funcional analitico n-lineal

vey Fopn

F, con la indicatriz hemisimétrica u(ay, ay, ..., a,), del mismo
funcional, basta considerar las transformaciones

1
Bkza—k (i{:k‘l, k2: ...,knﬂ> <2. 1)

mediante las cuales sera

(*) 8obre los funcionales analiticos n-lineales, Rev. Mat. Hispano-Ameri-
cana, 4% Serie, t. ITI, 1943.
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Obsérvese que las transformacioues (2.1) hacen correspon-
der a toda region Q, formada de multiplicidades o, Ggy -ens Oy
en que esti definida la indicatriz hemisimétrica, otra regién
Q, formada de multiplicidades “.iv“]'_»-*""ujn"Bsz By -1 Blew»
transformadas de las anteriores mediante las (2.1), en la que
esid definida la indicatriz mixta considerada.

De modo analogo puede relacionarse la indicatriz mixta
considerada con otra indicatriz mixta cualquiera o con la simé-
trica. Las relaciones con ésta serian

Jiodts wees du ___
L OO T T (“], @) = e
JuSjer e

w (i, Ctg,) (2.4)

Cl]’.

1 Jrodes coes Jn? 1
w(ey, o) = M, ....nkn-'<g.—’ “k>- (2.5)
TR i
En particular las relaciones entre las indicatrices hemisi-
métrica y simétrica de un funcional analitico n-lineal serdn

1 11 1
U(Gy, Gy ey 0p) = — w ———,-——,...,—)
Qy.Gose.5lp Gy Y %n

(2.6)



1 1 1 1
w(al’o’?""’an):—_?u(“’_)'“’_) (2.7)

a/l.az,..,, n 011 @2 oy
ya encontradas en nuestro trabajo citado.

3.-Funcional lineal aplicado a un producto. — Al aplicar
un funcional analitico lineal F[yW], definido para toda fun-
cién ¥ de la region lineal (A) del espacio funcional analitico
de Fantappié S@), a la funcién

y'.’i): yi\{b‘ y2(1) . yn(/) (3_ 1)

producto de las y,(%, /0, .., y,(¥, resulta el funcional anali-
tico n-lineal

Fly W y® . 5,0, : (3.2)
En nuestro trabajo ya citado (%), hemos relacionado la in-
dicatriz hemisimétrica u,(ay,a,,...,a,) de este funcional n-li-

neal con la indicatriz hemisimétricca u(a) del funcional lineal
dado, mediante la siguiente férmula

n
2 (1) A g g, 00y, G )T ( )
1

(01, 0oy .., 1) =

(3.3)

Aoy, )

donde A representan determinantes de Vandermonde formados

con las variables que figuran dentro de los paréntesis.
Recordando (") la relacién existente entre las indicatrices

hemisimétricas y simétricas de un funcional lineal

u(a) :%w (é) (3.4)

——

(*) Sobre los funcionales. ..

(") L. Fanvareix, I funzionali analitici (Memorie della R. Ace. Nazionale
dei Lincei, 1930, eap. II, n® 30). Obsérvese que en la relacién (3,4) dada arriba,
no figura el signo menos de la relacién dada en esta Memoria de Fantappié;
Pero es que, como ya hace el mismo Fantappié en sus més recientes trabajos,

tomamos liness analiticas del tipo ! 7o e vez del

P ;T para definir la

indicatriz hemisimétriea.



podemos obtener, a partir de la (3.8), la relacién siguiente, en-
tre la indicatriz hemisimétrica u_(oy, ¢, ... ,a,) del funcional
n-lineal (3.2) y la indicatriz simétrica del funcional lineal dado,

n
Y 1 1
Zi(—l)z+1_§(a1,c:2,. o Oigs ai+1,...,an>7 w (__.)
un(al, gy vve s @n) =1

b
o

Kotz )

(3.5)
Asimismo teniendo en cuenta la relacién
1 1 1 1 .
w(ey, mg,...,an):——————u(——,——,...,--—) (3.6)
Gy Gg ... Gp "0y Cp O, *

existente entre las indicatrices hemisimétricas y simétrica de un
funcional analitico n-lineal, se pueden obtener a partir de las
(8.8) y (3.5), las siguientes:

Wy (0, Gy oy Gy ) =
s . 11 1 1 1 1
S0 (2 ) e ()
1 oy U oi—1 @il o / i .
(3.7)
Oy, O a &(—1— L _]_L)
DO Bt Ty T T
WGy, Cay nn 5 Up) =
n
R 1 ( 1 1 1 1 1
1N i A, 2, e o;
“?‘( 1> Ops Oy ooy Qi—1Qi4, oo o 00 A o O ai—1 aitl an>w< ‘)
1

A (—]‘-—‘9 ! EERE] )
oy *2} on

(3.8)

que expresan la indicatriz simétrica del funcional n-lineal (3.2),
en funcién de las hemisimétrica y simétrica respectivamente, del
funcional lineal dado. :

Finalmente de las relaciones (3.3) y (3.5) y habida cuen-

jl’j21 .- 1.in’

ta de la (2.2), existente enire una indicatriz mixta My, g, ... Ty
(g, Gg; ..., &y) de un funcional analitico n-lineal y la correspon-
diente indicatriz hemisimétrica del mismo, se podra relacionar
cualquier indicatriz mixta del funcional n-lineal (3.2) con las
indicatrices hemisimétricas o siméirica del funcional lineal F
dado.
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4.- Aplicacion « la integracidn de funciones racionales. —
Consideremos el funcional lineal

FIf(o)] = [ f(s) ds (4. 1)

y apliquémoslo a la funcién f(z)=f,(2) fo(z) ... fa(z) con lo
que obtenemos el funcional n-lineal

FIAE) @) - 1o = [11(0) folo) - fulo)de (4. 2)

cuya indicatriz hemisimétrica viene definida aplicando el funcio—
nal a la funcién racional

1

(0—2) (ag~2)...(0p—)

(4. 8)

es decir, designandola por u(ay, t, ..., @)

3
u, (o, a ) [ dz
i730a ] 42,...:,\.n ==
J (o) (a

Con la aplicacién de la relacién (8.8), podremos expresar di-
cha integral en funcién de la indicatriz hemisimétrica u(a)
del, funcional (4.1), o sea, de la integral

(4. 4)

A
z)...{a,—x)

b

dx a—b
u(cc):fawx:—log;; (4. 5)

y sera
b

f (al—x)(a2—ilj)...(an—x) =

@

n

%‘i(“l)iA(%so‘zv~:°’“i—-p°*i+1,,_.,C'Jn) log

Alag,ag,...,a,)
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formula que nos resuelve la integracidn de la funcion racional
(4.3).

La integral de toda funcién racional f(z), puesta en for-
ma de cociente de dos polinomios

Ho)==—5 (4.7)

supuesto el grado de ®(z) menor que el de @(z) y ¢(z) exento
de factores miltiples, se puede expresar mediante integrales de
fracciones del tipo (4.3). En efecto, la fraccién (4.7) se podrd
descomponer linealmente en otras de la forma

P

(a1—2)(0y—2)... {an——x.)

p<n (4.8)

siendo  dy, Oy, ..., @, las Taices del denominador o(z). Agru-
pando los p factores iguales a @ del numerador con los p pri-
meros factores del demominador y teniendo en cuenta que

x a4y

=—1+ (i=1,2,....p) (4.9)

zpd
J(cnl—x} (ng—:@ .. .(Ctn—l'> a (4, 10)

dx

. aty o @
(et ) (—re— ) (F1 ) .
ty— Gy—X tp—2 (opty—2)- . (ctp—2)
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2 é’, o, 0, R Oy, g,e. s, 0p
+ (_1)1)-—2 1 pols (ai1_$> (O"i{"x) e (0,1—-33> (az—m) cen ((xp——-x)

(4.11)

y por tanto la integral (4.10) se transformars

- wrdi [ (e
J(a1~x)(a2—x)...(mn—x) ——f(ocp+1—x)...(an—x)+

a

b
P e dx
- (Dt B +
| [( ) {1 1@il~x}<“p+1‘x)~-~(“n_w)

b (“1;”—2[ 4 0O, dx
+f 5 l%‘il,iﬂ : : -+
' b

(05—=2) (05,~) | (tprg—2)...(cy—2)

b

N Oy, O,y Cip. A2 i dx
T '!(al~x)(a2~x)...(an—x) ( I)Pf(ocp+1—x)...(an~x)+

aQ

B
p d:L‘
—1 P_lzi & [ +
+( ) LA I'a (a,il_x>(a,p+1——x)...(0an-—-$)
b
(=12 2 f dz
+ X, G, - an
2wk % (o5,=@) (0;,—@) (Gprg—1)... (0p—2)

b

; dx
+.ootoy. Wgyerey O

J (03—2)(0p—)...(0—2)

(4.12)

Mediante esta expresién de las integrales del tipo (4. 10)
en funcién de otras del tipo (4.4), la integral

b
b(z)
J #()

dx (4. 13)

de la funcién racional dada, podra expresarse en funcién de in-
tegrales del tipo (4.4) a las que aplicando la férmula (4. 86)
encontrada tendremos resuelta la (4.13).



— 235 —

O bservaciones:

1 2. — La aplicacién de este método es valida solamente
cuando todas las raices del denominador ¢(xz) son simples,
pues 'en el caso de que alguna fuese multiple el determinante
de Vamndermonde que aparece en el denominador de la férmula
(4.6) se anularia. En el caso de que el denominador ¢(z) de
la fracciéon racional a integrar, tenga raices multiples, puede
proceclerse, para resolver la integral, aplicando primero el mé-
todo de Hermite y luego la férmula (4.6) en la forma indicada.

o2, _La formula (4.6) podria obtenerse elementalmente
rehaciendo particularmente para el funcional lineal (4.1) la de-
mostracién que sirvié para encontrar dicha (4.6), valida para
todo Funcional lineal. Otra manera de llegar a ella, es la de
transformar convenientemente el resuliado obtenido en la inte-
gracion de (4.4) por el método de Lagrange.

32, — La integracién indefinida de una funcién racional pue-
de tammbién resolverse mediante la férmula (4. 6) sin més que
poner 2« en lugar del limite superior b, pues, dicha sustitu-
cion  transforma el fumcional analitico n-lineal (4.2) en wn fun-
cional mixto, al cual son aplicables las propiedades y relaciones -
existentes para los funcionales puros, al variar = en la region
en que es regular la funcidn definida por el funcional mixto.



