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RESUMEN

En este trabajo se presentan y comparan algunos procedimientos, utiliza-
dos para simular modelos lineales en tiempo discreto bajo previsién per-
fecta. Partiendo de la forma estructural estandar del tipo de Buiter (1984)
en tiempo discreto, se ob-tiene la forma reducida utilizada tanto por
Blanchard y Kahn (1980) como por McKibbin y Sachs (1987, 1991). Se-
guidamente se presentan los procedimientos de simulacién de estos auto-
res y se efectlla una comparacion. Luego se introduce la forma estructural
modificada segun King, Plosser y Rebelo (1990) y se presenta su procedi-
miento de simulacién el que no es mas que la aplicacién de una solucién
del tipo de Blanchard y Kahn (1980) a la forma estructural modificada. Se
con-cluye el trabajo ilustrando el uso y el alcance de los procedimientos
expuestos por medio de algunos ejemplos sencillos, extraidos de la litera-
tura macroecondmica conocida.

ABSTRACT

In this paper we present and compare several procedures for simulating
discrete time linear models under perfect foresight. Starting from the stan-
dard structural form of the type of Buiter (1984) in discrete time, we obtain
the reduced form which has been used by Blanchard and Kahn (1980) as
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well as by McKibbin and Sachs (1987, 1991), and we present and compare
the procedures of these authors. Then we introduce the modified structural
form used by King, Plosser and Rebelo (1990) and present their simulation
procedure which, in effect, is the application of a solution of the type of
Blanchard and Kahn (1980) to the modified structural form. Finally we
illustrate the use and scope of the different procedures on the basis of a few
simple models, taken from the known macroeconomic literature.
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l. INTRODUCCION

El estudio de un problema macroeconémico comporta a menudo la
construcciéon de un modelo dinamico que, en el contexto de una formulacién
en tiempo discreto, puede muchas veces escribirse - por lo menos al cabo
de algunas transformaciones - como un sistema de ecuaciones en diferencias
de primer orden. En el caso de sistemas no lineales es frecuente la
linealizacién en un entorno apropiado. Cuando el sistema de ecuaciones
no supera el orden de dos y cuando se buscan sdélo implicaciones
cualitativas, se suele analizar el modelo en cuestion por medio de los
métodos conocidos del andlisis dindmico cualitativo [véase, por ejemplo,
Azariadis (1993)]. Sin embargo, cuando el modelo es de orden superior o
se busca obtener 6rdenes de magnitud cuantitativos para los efectos
estudiados, es cada vez mas comun la utilizacion de la simulacion numérica.

La resolucion numérica de un modelo dindmico “tradicional” puede
hacerse simplemente en forma recursiva, partiendo de los valores iniciales
para todas las variables endégenas. En los modelos con expectativas
racionales o - en un contexto deterministico - con prevision perfecta, sin
embargo, existen valores iniciales nicamente para las variables de estado
predeterminadas, obteniéndose, por otro lado, distintas sendas de ajuste
dinamico, todas compatibles con el postulado de prevision perfecta, para
distintos valores iniciales de las variables de estado no predeterminadas.
Estas constituyen muchas veces las variables sobre las cuales los agentes
economicos supuestamente forman sus expectativas de manera racional,
es decir utilizando toda la informacidn disponible relevante para el futuro.
Sin embargo, en un modelo lineal bien especificado sélo una senda
convergera al equilibrio final, en tanto que todas las demas divergeran.

Haciendo referencia a una variante del principio de correspondencia
de Samuelson, se supone generalmente que los sujetos econémicos no
poseen sélo prevision perfecta a corto plazo, sino también a largo plazo y
gue, en base a su comportamiento racional, eligen la senda convergente,
descartando las deméas sendas divergentes, ya que éstas implicarian un
comportamiento de la economia poco creible a largo plazo. Este supuesto
no implica, por tanto, otra cosa que la introduccion de una condicién de
convergencia con respecto a las variables de estado no predeterminadas
para suplir la falta de valores iniciales para estas variables. De esta manera,
los valores corrientes de las variables no predetermi-nadas vienen a
depender, en ultima instancia, de la evolucion futura de las variables
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exdgenas asi como de la estructura del modelo, “saltando” ante una nueva
informacion acerca de la evolucion prevista para las variables exégenas.

Esta breve descripcion sugiere que la resolucion de un modelo bajo
expecta-tivas racionales o prevision perfecta requiere de algoritmos
especificos que tomen en cuenta los elementos expuestos. El propésito de
este trabajo es presentar y comparar algunos procedimientos que se
encuentran en la literatura para resolver modelos lineales bajo prevision
perfecta.

El plan del trabajo es el siguiente. Partiendo de la forma estructural
estandar del tipo de Austin y Buiter (1982) y Buiter (1984) en tiempo
discreto, se obtendréa y caracterizara la forma reducida, utilizada tanto por
Blanchard y Kahn (1980) como por McKibbiny Sachs (1987, 1991). Luego
se presentaran los procedi-mientos de simulacion de estos autores y se
efectuard una comparacion entre ellos. En la siguiente seccion se introducira
la modificacion del modelo estructural estandar segun King, Plosser y
Rebelo (1990) con su solucién que no es mas que la aplicacién de una
solucion del tipo de Blanchard y Kahn (1980) a la forma estructural
modificada. La penultima seccién contendra algunos ejemplos sencillos
para ilustrar el uso y alcance de los algoritmos expuestos. Algunas
observaciones finales concluiran el tral¥ajo.

Il.  FORMAS ESTRUCTURAL Y REDUCIDA DEL MODELO

Considérese un modelo dinamico lineal, escrito en la siguiente forma
estructural estandar:

Xt+1 Xt
= +F, +FsvtF,z=0 1)
tyt+1 yt

2 Se ponen a disposicion del lector interesado las rutinas escritas por el autor en el lenguaje
MATLAB para simular numéricamente los modelos en cuestion.

3 Estaforma estructural es una adaptacion al tiempo discreto de la forma estructural estandar
introducida por Austin y Buiter (1982) y Buiter (1984) para el caso del tiempo continuo.
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Xt+l Xt
Fs +Fs¢ +F;vwt Fez=0 (2)
t yt+1 yt

siendax = vector columna que contiene tagariables de estado predeter-
minadasy = vector columna que contiene lasvariables de estado no
pre-determinadas ("variables que saltan®)yector columna que contiene
lassvariables enddgenas de corto plazoyvector columna que contiene
las g variables exdgenas (o constanted) %y tiempo. y,,, indica la
expectativa d¢ parat+1, formada en base a la informacién acumulada
hastat. Debido al supuesto de previsiéon perfecta,

tyt+1 = yt+1 (3)

Las matrices constantds a F, deben poseer las dimensiones
Fi:(n+m)x(n+m), F,:(n+ m)x(n+m),F;:(n+m)xs,
Fa:(N+m)xq,Fs:sx(n+m),Fe:sX(n+m),F;:SXS,Fg:$X(.

Partiendo de (1)-(3) se obtiene facilmente la forma reducida:

(X“J: A Xt} Gz, (4)
yt+l yt
Xt
Vi= R + Szt (5)
Yi
siendo
A=-(F-FF'F )Y (F,-FFF) (6)
G=-(F-F,F'F)*(F,-F,F'F,) 7
R=-F1(F,+F,A) (8)
S=-F'(F+F,G) 9

Obviamente, las matricés y F, - F, F.* F_ deben ser invertibles.
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A los efectos de obtener una solucién Unica para (4), se supondra
que la matriz A posee exactamente m raices caracterfgécagel circulo
unitario. En efecto, Blanchard y Kahn (1980) demuestran que si el nUmero
de valores propios de A fuera del circulo unitario es igual al numero de
variables no predeterminadas, entonces el sistema de ecuaciones en
diferencias (4) posee una solucién Unica (véase su Proposicion 1, pag.
1308).

En las secciones que siguen, se presentaran distintos procedimientos
para resolver numéricamente el sistema de ecuaciones en diferencias (4).
Una vez que se poseen los valores parg , t=0, 1, ...T, se pueden
calcular facilmente los valores paranediante la formula (5).

lll. LA SOLUCION DE BLANCHARD Y KAHN

Siguiendo a los autores mencionados, el primer paso consiste en
diagonalizar la matriz de transicién A:

A=C'AC, (10)

donde los elementos de la diagonahdmrresponden a los valores propios
de A Multiplicando ambos lados del sistema (4) por C y definiendo las
variables transformadas como

Xt Xt
Yt Yi

se encuentra:

{X‘”j:A {XtJ+CGzt. (12)
Yt+1 Yt
Suponiendo, sin pérdida de generalidad, que los elementos de la

diagonal deA estén ordenados en base a su valor absoluto, se puede
particionar la matri\ en

4 En los casos en que la matriz A no puede ser diagonalizada, Blanchard y Kahn (1980)
sugieren aplicar la descomposicién de Jordan.
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A O
A= ! (13)

0 A

dondeA, es una matriz de dimensidorx n cuyos elementos diagonales
corresponden a lasraices de A dentro o sobre del circulo unitario, y
dondeA, es una matriz de dimensiémx m cuyos elementos diagonales
corresponden a la® raices fuera del circulo unitario. Particionando
también las matrices C y G de acuerdo a

c= Cu Cp 6= G ’ (14)

Cau Cxn G
con las dimensioneg,;: NXN, Cy,:NXM, Cy i MXN, Cypy:MXMm,
G;:nx(, G,: mxq,se puede reescribir el sistema (12) como:

Xw1= A1 XiH (C1iGit C12G2) z (15)

Yu1= A2Y:i+H (C21G1+ C2G2) 22 (16)

Mientras que (15) representa una ecuacion matricial en diferencias
estable o estable "en el bordetiebido a que las raices caracteristicas
contenidas e, son inferiores o a lo sumo iguales a la unidad en términos
absolutos, la ecuacion (16) explota, a menos que se cumpla la condiciéon

Yi=- ZA'zl'j ( CaGit Ca Gz) Zi+j (17)
=0

gue se obtiene resolviendo la ecuacion (16) hacia adelante e imponiendo
la convergencia a largo plazo, descartando de esta manera todas las sendas
de ajuste divergentes o inestalflelSsta expresion muestra que - al
cumplirse la condicién de convergencia a largo plazo - los valores
transformados de las variables de estado no predeterminadas dependen
Unicamente de la evolucién futura de las variables exégenas asi como de
la estructura del modelo.

5 Esta Ultima terminologia ha sido traducida de Blanchard y Kahn (1980).
6 Véase el Apéndice.
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Partiendo de las expresiones (15) y (17), invirtiendo el cambio de
variables de (11) de acuerdo a

Xe| Xt _[Bu B Xt
=C = (18)
Yi Yi Ba: B2\ Yi

y eligiendot = 0 como periodo inicial para la simulacién, se encuentra
finalmente’

X=X,, para=0, (29)
Xt = BuAiBiixu T GiXu -
- A2Ca ZA'zl'j (CZl Gt Cz Gz) 21+, parat>0,
i=0
Vi ==-C»Caxt -

_ C-le ZA-ZJ-] (CZl Gi + Co GZ) Zt+j , para B 0, (20)

=0

siendo Ai2= B11 A1Ci2t Bi12A2Caz.

Haciendo directamente uso de las expresiones (19) y (20), se obtiene
la rutina original de Blanchard y Kahn (1980), resumida también en
Blanchard (1980), para la simulacién de los modelos que se pueden escribir
en la forma estandar (1)-(2) y que cumplen las condiciones mencidnadas.

7 Los detalles de la derivacién son bastante trabajosos y se encuentran explicitados en el
Apéndice.

8 En su implementacién de este algoritmo, Blanchard (1980) consideré en las sumas
contenidas en (19) y (20) nada mas (!) que los efectos de las variables exégenas de los 200
periodos futuros. Alternativamente, se pueden considerar en las sumatorias s6lo el nimero
de sumandos necesario para obtener el resultado con una precision preestablecida.
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Alternativamente, se pueden calcular primero los valores de las
variables transformada: ,Y: ,t=0,1, ..., 7, en base alas expresiones
(15) y (17), obteniendo el valor inicial &epara el periodb= 0, es decir
X, , a partir de

X0=C12C% Yo+ (C11-C12C5Ca1) Xo (21)

gue surge de (11), haciendo uso de (L4)efectuar después la
transformacion a las variables originales en base a (18). En las simulaciones
numéricas de los modelos ilustrativos, que se presentaran mas adelante, la
rutina que incorpora este procedimiento modificado, ejecuta aproxima-
damente la mitad de las operaciones en comparacion con la rutina que se
basa en la solucion (19)-(20). La rutina modificada resulta ser, por tanto,
bastante mas rapida que la original.

IV. LA SOLUCION DE MCKIBBIN Y SACHS

A continuacion se presentara la solucion basica de McKibbin y Sachs
[véanse McKibbin (1987) y McKibbin y Sachs (1991, Apéndice C)] que
constituye un procedimiento iterativo que resuelve el modelo desde atras.
La derivacion que sigue, parte de la forma reducida (4) que se reescribe,
particionando las matricesy G,

Xe1= AuXet A Y, T G1z (22)

Yir=™ A Xt A Y TGz (23)

Se presupone, ademas, que el modelo que se desea simular, posee
un estado estacionarmpnstanté? es decir que en el largo plazo las
variables enddgenas tienden hacia sus valores de equilibrio de largo plazo,
constantes en el tiempo. Obviamente, este requerimiento impone también
restricciones sobre la evolucién admitida para las variables exégenas.

9 Véase el Apéndice.
10 En Graziani (1999) se presentan dos generalizaciones de este procedimiento, una de las
cuales se refiere al caso de modelos cuyas variables enddgenas crecen o decrecen lineal
mente a lo largo de la senda de equilibrio de largo plazo.
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El primer paso consiste en elegir un peribdaficientemente lejano
gque permita suponer que las variables de estado se hayan estabilizado
aproximadament®. Aplicando esta condicion de estacionariedad a largo
plazo, en particular, a las variables de estado no predeterminadas, se tendra:

yT+1: yT (24)

Esta restriccion constituye la condicion de convergencia, en el ambito
del procedimiento basico de McKibbin y Sachs, que viene a suplir la falta
de valores iniciales para las variables de estado no predeterminadas.

Introduciendo esta condicién en la ecuacion (23), escritd para
se obtiene:

Yr= Ao Xttt A Y1+ G 7 (25)

La solucién es

Y1= 011 X1t Q21 z7 (26)
con

Our=(lm- A )-1 A1 (27)

O2r=(Im- Az )_1G2 (28)

siendol  la matriz de identidad de dimensigrx my suponiendo que la
matriz (I A,,) pueda ser invertida.

Sustituyendo, en (26) por la expresion (22) correspondiente a
t =T - 1 e igualando el resultado a la expresion (23) pard - 1, se
obtiene:

11 En los casos de duda es preferible elegif umas elevado. Otra opcién (que se puede
facilmente incorporar en la rutina de simulacion) consiste en incrementar sucesivamente
el valor deT hasta que los resultados de simulacién se modifiquen en menos que un nivel
de tolerancia preestablecido.
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Yr=Our (A Xrat A Yrit Gr zr1)* Oor zr
= A1 Xrat A Y141 G2 71 (29)

Resolviendo esta ecuacion segin , se encuentra:

Y717 O11a Xrat Ozra Zrat Kra (30)
siendo

O171= (A~ Orr Az) (Our Au- Ant) (31)

@211= (A2~ Our Az) (@11 G1-G2) (32)

Kra= (A= Our Az) @21 zr (33)

y suponiendo qué A, - O.r Az) pueda ser invertida.

Sustituyendo luegr, , en (30) por la expresion (22) correspondiente
at=T - 2 e igualando el resultado a la expresién (23) para - 2, se
obtiene de manera anéaloga:

Yro= @12 Xr2+ o1z zr2+ Kra (34)
siendo

O17-2= (Ao~ @111 Az) (@11 A~ Aes) (35)

@212 ( Aoz~ @111 Aiz) (@171 Ga- Gz) (36)

Kr-2= ( Az~ Orra Acz) (Oora st Kr) (37)

y suponiendo qué A, - O.r Az) pueda ser invertida.
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Continuando este procedimiento, las matrié®@s y Oy se
aproximan a las matrices constar@®sy @,, respectivamenté. Al mismo
tiempo, se genera la secuencia de vect@rgsK ,..., K12, Kt que
capta el efecto de los valores futuros de las variables exdgenas sobre las
variables enddgenas no predetermi-nagas;orrespondiente a cada
periodo.

A esta altura es facil calcular los valorescdey, a lo largo de todo
el periodo de simulaciéon que se supone va desde hastat =t < T.
Habiendo encontrado un valor @gsuficientemente elevado, tal que las
matrices®,; y ©y converjan, es decir se vuelvan independientek de
(en base a un criterio apropiadb}e obtiene el valor inicial de las variables
de estado no predeterminadas, mediante la formula

Yo= @1 X%t 0221 Ko - (38)

Los valores correspondientes a los periodos suce(s]xzéi;s z-)
se calculan en base a

Xt= A X1t A Yt Gz (39)
Yi= 01 %t Ozt K (40)

Notese que las matrices constan@sy @, no dependen de la
secuencia de variables exdgenas, contenidasRar lo tanto, cuando se
desean estudiar los efectos de distintas secuencias de shocks en el ambito
de un mismo modelo, basta calcuéy y ®, una séla vez, teniendo que
recalcular anicamente los vectorgg ,t = 0,1, ..., 7, para cada
experimento adicional.

12 Enuna comunicacion privada, Warwick McKibbin me hace saber que no conoce ninguna
prueba de convergencia general para ello. Sin embargo, me dice que estan aplicando el
algoritmo para resolver modelos con hasta 7000 ecuaciones y casi 200 variables que
saltan, sin tener problemas de convergencia, salvo en los casos de modelos mal
especificados.

13 Véase McKibbin y Sachs (1991, pag. 262). A modo de ejemplo vale la pena mencionar
que, en la mayoria de las simulaciones numéricas sobre la base de los modelos ilustrativos
- supuestamente sencillos - que se presentardn mas adelante, alcanzaron VBliees de
dos digitos.
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V. COMPARACION

Antes de presentar el tercer procedimiento que parte de una forma
estructural estandar modificada, conviene intentar una comparacion de
los dos procedimientos expuestos. Reescribiendo la solucion (20) de
Blanchard y Kahn como

Y= - C3Ca1% - Ch A7 (CuG1t C2G:) z

- C_zlzi/\'zl'j ( CxGit Cx2G: ) Zt+ | (42)

=1

y comparandola con la solucién (40) de McKibbin y Sachs, se observa
gue ambas expresiones proporcionan el mismo resultado patasigdo
sOlo si

©:=-C%Caz (42)
0= -C A2 (CuG1* C2G,) (43)
K:=-Cz ZA'zl'j ( CuG:it Ca Gz) Zt+ | (44)

j=1
A continuacion se consideraran estas condiciones una‘a una.

Aun cuando no se logré encontrar una demostracion general, se
puede establecer numéricamente que, partiendo de una Amab#,
cuadrada, diagonalizable, de dimensiom{ m) x ( n+ m) conm
autovalores fuera del circulo unitario, la mat@# que se obtiene por
medio de la férmula recursiva

O0=( Az - BV AL) (O AL - Au) (45)

14 Los detalles de las derivaciones que siguen, se encuentran en el Apéndice.
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partiendo de cualquier matrig{® real de dimensién m n, tal que
A - O A, # 0, converge haci@, = - Cy C,,, Siempre y cuando

C, existe. Obsérvese que (45) coincide con la férmula recursiva para
obtener la matrizp, en el marco del procedimiento de McKibbin y Sachs.
Lo que si puede mostrarse es que (42) resuelve la ecuacion "final"

1= (A~ O AR) (01 Au- Aor) - (46)

Introduciendo la (42) en la expresion

@2=(Ax - O1A2) (0:G: - G2) , (47)

qgue corresponde a la expresion "final" de la férmula recursiva para la
obtencion de la matri@, en el ambito del procedimiento de McKibbin y
Sachs, se logra confirmar la condicion (43).

Haciendo finalmente uso de (42) y (43) en la expresion
Ki=( Az - 01 A2 )1( @221 + Kut) (48)

para la generacion de la secuencia de vedtorese obtiene por medio de
sustituciones sucesivas

]
K== CH Y AT (CuGi + C0Gs)zuy +

=1
+ CAZ CaoKur - (49)
Tomando el limite parg -> oo Yy considerando que

limr_. C2A2 C2Kur=0, (50)

se confirma también la expresion (44).



REVISTA DE ECONOMIA 87

Pasando a algunos aspectos de aplicacion, se observa que el
procedimiento de Blanchard y Kahn tiene - entre otras - la ventaja de no
requerir que el equilibrio a largo plazo sea constante. El procedimiento de
McKibbin y Sachs, en cambio, es aplicable en la version expuesta solo a
modelos que poseen un equilibrio a largo plazo constante, ademas de
requerir que se cumplan determinadas condiciones de convertibilidad
cruciales. Sin embargo, en los casos de modelos que se pueden considerar
medianos o grandes y en los que se cumplen las mencionadas condiciones,
este procedimiento ejecuta un numero de operaciones muy inferior que el
procedimiento de Blanchard y Kahn, resultando, por tanto, significati-
vamente mas rapido.

VI. EL PROCEDIMIENTO DE KING, PLOSSER Y REBELO

Considérese ahora la siguiente forma estructural utilizada por King,
Plosser y Rebelo (1990):

Xi+1 Xt
M 11 + M1 = MusViit Muvit Mis 2zt M s
(51)

Xt
|\/|21Vt=|\/|22( j"—MZSZt (52)
Vi

Al establecer esta forma estructural, partiendo del modelo de
crecimiento 6ptimo estandar, empleado en la teoria de los ciclos reales,
King, Plosser y Rebelo identifican las variablegon las variables de
control, las variableg con las variables de estado endogenas o controladas,
las variablesy, con las variables de co-estado y las variahlesn las
variables de estado exdégenas o no controladas.

Las matrices constantes deben poseer las dimension
My (n+m)x(n+m), My :(N+m)x(n+m), Mgy :(N+m)xs,
M ((N+M)XS , Mis :(N+mM)Xq , M:(N+M)Xq , MaiSXS,
Maz: SX(N+ M), Mos: SXq .
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La forma reducida de (51)-(52) esta dada por:

X+ X
( tl}:A tJ+Gz(+1+H 2 (53)
yt+1 yt
Xt
vi=R +Sz , (54)
Yi
siendo:
A='(Mll_Ml3M_211M22)_l(M12'M14M_211M22) (55)
G=(Mu- M13|\/|_211|\/|22)_1(|\/|15+ M13M31 M 23) (56)
H:(Mll‘MlsM_zllez)_l(Mle"'M14M211M23) (57)
R=Mz Mz (58)
S=MnMas (59)

Obviamente, las matricéd »1 y M 11~ M 13 M 51 M 2, deben ser invertibles.

Antes de pasar a la solucién de King, Plosser y Rebelo, vale la pena
comparar brevemente las formas estructurales y reducidas de esta seccion
con las de la seccion 2. Es facil ver que la forma estructural (51)-(52)
tiene cierte semejanza con la forma estructural (1)-(2), por lo que cabe
preguntarse si es posible escribir un modelo determinado en cualquiera de
las dos formas estructurales. Efectivamente, si la nfgtes invertible,
la forma estructural (1)-(2) puede ser transformada en la forma estructural
(51)-(52) corM,, =F ,M,=F,, M,=0, M ,=-F,, M ,=0, M, =
_F4’ M21 = I:7 _Fs Fl-l Fs’ Mzz = _(Fs _Fs Fl-l Fz) ’ M23 = _(Fs _Fs Fl-l FA)'

Por otro lado, si la matriz es invertible, también es posible pasar de la
forma estructural (51)-(52) a la forma estructural (1)-(2), redefiniendo el

vector de variables exégenas cchie (zF' z'), siendozF; = z.; - En
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este case se tendfa=M_,-M M, *M_,, F,=M_, F,=-M_,, F, =
Mg +M ;M P M, M), F=0, F=-M,,, F,=M,, F=-(0 M,,).

Una comparacion de las formas reducidas revela que la forma (4)-(5) es
un caso particular de la forma (53)-(54) y que, por otro lado, ésta ultima
puede ser reescrita en la forma de (4)-(5), haciendo uso de la mencionada

redefinicion del vector de variables exdgenas.

A continuacién nos concentraremos en la solucion de la ecuacion
matricial en diferencias (53). Como se vera, el procedimiento de solucién
que emplean King, Plosser y Rebelo (1990), sigue basicamente el de
Blanchard y Kahn (1980) en su version alternativa, por lo que nos
limitaremos a sefialar los principales pasos sin detenernos en los detalles.
Una vez obtenidos los valores ¢t , Y, ,t = 0,1, ..., 7, se pueden
calcular facilmente los valores para mediante la féormula (54). Debido a
la semejanza entre los dos procedimientos, la eleccion entre ellos es
basicamente una cuestion de conveniencia, en particular de facilidad para
llevar el modelo a la forma estructural correspondiente.

Aplicando la transformacién de variables (11), se obtiene:
X1 Xt
=A +CGz, +CHz, (60)
Y1 Yt
que, bajo las condiciones explicitadas mas arriba, se puede reescribir como:

Xe1= A1 Xt (C1uGi+ C12G2) za+ (CuuH1+ Ci2H2) 22 (61)

Yu1= A2Y i+ (CuGi+ C2G:2) 2+t (CuHi+ C2H2) 22 (62)

Nuevamente observamos que, mientras que (61) es una ecuacion en
diferencias estable o estable "en el borde", la ecuacién (62) explota, a
menos que se cumpla la condicién:

15 Esta condicion se obtiene de una manera analoga a la (17).
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Y= - Z:A—zl_j (Ca1G1 + C2G2) Zunas

j=0

o0

'ZA-zl-j(Clel + C22H2)Zt+j . (63)

=0

La simulacion del modelo se ajusta a las pautas indicadas mas arriba.
Los valoresdey, ,t=0,1,...,7, se generan con la ayuda de la expresion
(63) y, una vez encontrado el valor inicial péyan base a (21), se calculan
los valores dex, ,t=1,...,7, por medio de (61). Aplicando finalmente
la transformacion (18), se obtienen las sendas dinamicas de las variables
originales del modelo.

VII. EJEMPLOS ILUSTRATIVOS

En esta seccidon se discutiran algunos modelos, extraidos de la
literatura macro-econdmica conocida, para ilustrar el uso y el alcance de
los procedimientos de simulacion expuestos. Para este fin, se eligieron
dos modelos particularmente sencillos a los cuales no se suele aplicar la
simulaciéon numérica, ademas de un modelo mediano como el contenido
en Blanchard (1980). Entre los trabajos de mayor alcance que emplean
alguno de los procedimientos presentados, vale la pena mencionar Rebelo
y Végh (1996) que estudian los efectos reales de los planes de estabilizacion
basados en el tipo de cambio, y McKibbin y Sachs (1991) que investigan
la transmision internacional de shocks y cambios de politicas en el &mbito
de un modelo de la economia mundial en el que se modelan las interacciones
entre varios paises o regiones importantes.

VII.1. EL MODELO DE DORNBUSCH

La primera ilustracion se hace en base al conocido modelo del
sobrepasamiento del tipo de cambio de Dornbusch (1976) y se discutiran
dos versiones en tiempo discreto que se distinguen en la especificacion
temporal de la dindmica de precios.
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Consideraremos primero la siguiente version sencilla del modelo:

m - P,= & - A (64)
=i teau-a (65)
P, - P,= a(d:-d) (66)
di= ot 51(e- p,) (67)

donded = demanda agregadaz= tipo de cambio nominal,= tasa de
interés doméstica nominal,= tasa de interés internacional nomimal,

= cantidad de dinero nominalz= nivel de precios doméstiapsz producto
potencial,t = variable tiempo. Todas las variables son en logaritmos,
excepto las tasas de interés. Los coeficientes se escriben con letras griegas
y los coeficientes de pendiente son definidos como positivos.

Para llevar esta version del modelo a la forma estructural estandar

(2)-(3), se sigue el ejemplo de Blanchard (1980), introduciendo la nueva
variable,

PL= P (68)
y reescribiendo luego la ecuacion (66) como
Plu- PL=a(di-q ) - (69)

Utilizando las ecuaciones (69), (65), (68), (67) y (64) en el orden
indicado, se obtiene la forma estructural estandar:

o 9
crofleae w
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En base a los supuestos del modelo, el nivel de precios es la variable
de estado predeterminada, el tipo de cambio es la variable de estado no
predeterminada, la demanda agregada y la tasa de interés son las variables
enddgenas de corto plazo y la cantidad de dinero es la variable exégena,
habiendo definido las constantes como multiplos de uno. Tomando en
cuenta la variable adicional, introducida en (68), tenemos p1,,

yt:a,vt:[ P, dt i]'yz=1[1 m]"

En esta versién, el modelo de Dornbusch puede ser simulado tanto
con el procedimiento de Blanchard y Kahn como con el de McKibbin y
Sachs. Para ello

10 1 0 0 1
Pl p
O 0( lj-i- O _51( ]
O 0 a+l O 0 a
-1 0 0)(P 00 !
+16: 1 0fld|*+]-50 O( j:O (71)
m
-1 0 A)1 i -k 1

basta ingresar las matrices de la forma estructiya,F,, los valores
iniciales de las variables predeterminactasel periodo de simulacion, el
horizonte temporal y los valores de las variables ex6gen&smalmente,

el mismo modelo también puede ser simulado por medio del procedimiento
de King, Plosser y Rebelo.

Considérese ahora una version levemente modificada que contiene
una formalizacién distinta de la dinAmica de precios, dada por:

Peia- pt:a(dt'a ) - (72)

El modelo compuesto por las ecuaciones (72), (65), (67) y (64) puede
escribirse directamente en la forma estructural estandar (1)-(3):
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(1 Oj Pr1 (-1 Oj P,
+
0 Dlew ‘0 -Ule
- q O
+( @ OJ[dt]+[aq ]( 1}:0 (73)
0 - It i 0)im
(0 oj[pm} [51 -&]{pt
+
0 0les) -1 0/\e
+(1 oj{dt]{-&, 0]( 1 s 74)
0 2 it -k 1 m

En esta version, el modelo puede ser simulado por medio de los
procedimientos de Blanchard y Kahn y de King, Plosser y Rebelo. Sin
embargo, se puede mostrar en base a la forma reducida que no puede ser
simulado por medio del procedimiento de McKibbin y Sachs, en la version

expuesta en el presente trabajo, al no cumplirse la condicién de
invertibilidad de la matriz1_-A,,).

VIl.2. EL MODELO DE BLANCHARD

La segunda ilustracion se basa en un modelo utilizado por Blanchard
(1980) en un estudio sobre las consecuencias del supuesto de expectativas
racionales o prevision perfecta para la dinamica de los efectos de la politica
monetaria sobre la economia real. Concretamente, Blanchard investiga
los efectos dindmicos de una reduccion en la cantidad de dinero del 5 %
en el ambito de un modelo estructural, parcial-mente estimado en base a
datos trimestrales de Estados Unidos para 1953-1976. En una primera
version parcial del modelo, Blanchard supone que el nivel de precios
mantiene su crecimiento constante del 1 % trimestral, tasa a la cual ya
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venia creciendo antes de la medida restrictiva. En cambio, en la versiéon
mas amplia del modelo se permite un ajuste endégeno del nivel de frecios.

En su forma linealizada y después de efectuar alguna sustitucion

menor, la primera version del modelo puede ser escrita en términos de las
siguientes ecuaciones:

Y= G0t S 1Yt St 30+ ¢, 0,150,160, (75)

M- P= Aot Au(mea- P+ A2 V¥ Asie (76)
=it=4( Pur- P;) (77)
4= wot @1( Gy~ G )+ w2+ w3y (78)
= Pot PLYt PoYiat Pa Vi (79)
he= 1+ 7, ( hes=he )+ 7, Yo+ 751 (80)

dondeh = valor real (sombra) de una unidad de mano de obra (en unidades
de eficiencia)i = tasa de interés nominal de corto plame, logaritmo de

la cantidad de dinero nominad,= logaritmo del nivel de preciog, =

valor real de una accién que representa una unidad de capitalrfisico,
tasa de interés real de corto plazo (ex ahte}iempo,y = producto real,

TI= ganancias reales. Los stocks y flujos son definidos en forma intensiva,
es decir por unidad de capital fisico.

Antes de pasar las transformaciones que permiten llevar el modelo
a la forma (1)-(3), vale la pena dar algunas explicaciones intuitivas sobre
cada una de las ecuaciones. La expresion (75) caracteriza el equilibrio en
el mercado de bienes. El producto depende - ademas del efecto rezagado
de la misma variable - basicamente de la riqueza humana (human wealth),
representada pdr, y del valor del capital real, representado gota
ecuacion (76) es una demanda de dinero dindmica, en tanto que la ecuacion
(77) define la tasa de interés real ex ante. La tasa de inflacién esperada

16 Blanchard (1981) contiene una formalizacién sencilla del mismo modelo en tiempo
continuo.



REVISTA DE ECONOMIA 95

( p., - B, ) aparece multiplicada por 4 por tratarse de una tasa trimestral,
mientras que las tasas de interés son anuales. La ecuacioén (78) se deriva
de la condicion de arbitraje entre las acciones y los bonos de corto plazo

L N (81)
o Gk

siendof = prima de riesgo entre las acciones y los bonos de corto plazo.
Reescribiendo la (81) como

_ 1
I't"'ﬂ

y linealizando la (82), se obtiene la expresion {7&)a (79) relaciona las
ganancias con el producto real. La ecuacion (80) se deriva, partiendo de la
definicién de la riqueza humana como valor presente de los ingresos de
trabajo corriente y futuros que, bajo el supuesto de expectativas racionales
e utilizando la misma tasa de descuento del mercado de acciones, puede
ser escrita como una condicién de arbitraje del tipo de (81). Siguiendo los
mismos pasos como en la derivacion de la (78), se obtiene finalmente la
expresion (80).

(4(qt+1 - qt)+ 1'047Tt ) (82)

Efectuando ahora las sustituciongs= Yi1.:, Y, = Y1,
Yeo = Y2, G, = 0L, ¢, = 02 Yy G, = 3 y agregando las
relacionesy2,, = Y1, Qls1 = G, 021 = QL Y q3s1 = 42, €s
posible escribir el modelo en la forma estructural estandar (1)-(3) en
términos de los vectorez' = (y1 y2 q1 g2 g3), y' = (h q),
v=_(irx)Z=(1m-p) (m-p),) Las matricesr; a Fyq
tendran las dimensioneg,:7x7, F,:7X7 , F3:7X3, F4:7%X3,
Fs:3X%X7 , Fe:3X%X7 , F;:3%3, Fg:3%x3 .18 Como se dijo més arriba,
en esta primera version Blanchard supone que el nivel de precios sigue
creciendo a la tasa constante a la que venia creciendo antes de la restriccion
monetaria por lo que la tasa de inflaciom,,, - p,) es tratada como
constante (igual a 0.01). Por su parte, la cantidad de dinero se reduce en
un 5 % en forma tanto no preanunciada como preanunciada, segun el

17 El coeficiente 1.04 que multipliog constituye una pequefia correccion, utilizada por
Blanchard (1980), para hacer compatibles las serigsydg, .
18 Los detalles de la forma estructural estandar estan a disposicion de los lectores interesados.
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experimento bajo consideracion. De esta forma, la cantidad de dinero real
(m - p), es tradada como variable exdgena que experimenta una caida
del 5% en el periodo correspondiente a la implementacion de la restriccion
monetaria.

Esta version del modelo puede ser simulada por medio de los tres
procedimientos expuestos. En particular, vale la pena de mencionar que la
simulacién por medio del procedimiento de McKibbin y Sachs resulta
significativamente més rapida que la simulacién por medio de los otros
dos procedimientos.

La versién completa del modelo de Blanchard (1980) contiene,
ademas de las ecuaciones (75)-(80), las ecuaciones relativas a la dinamica
de precios:

Pr P = do+ #(mi- P )+ 6, (M- Py ) 83)

pt:§1 p:+(1'§1)( pt.1+§o) (84)

siendop’ = nivel de precios de equilibrio. También estas ecuaciones
requieren alguna explicacion intuitiva. Para obtener la expresion (83),
Blanchard (1980) parte de la idea que, si los mercados fueran del tipo de
los mercados subasta (auction markets) y hubiese information completa,
entonces los cambios en la cantidad de dinero no tendrian efectos reales,
el producto y la tasa de interés real permanecerian en sus respectivos niveles
de equilibrio de largo plazoy = y,r = r,y el nivel de precios
corresponderia en cada momento a su nivel de equiibtitroduciendo

la (77) en la (76), sustituyengbopor p’, utlllzando los valores promedio

de lamuestra pargy r y despejand¢ pt+l pt ), se obtiene finalmente

la expresién (83). La ecuacioén (84) refleja el supuesto de que, en realidad,
los precios no se ajustan instantdneamente al nivel dag, gimo que
requieren tiempo, lo que se trata de captar por medio del mecanismo de
ajuste parcial contenido en (84).

19 Laconstantg en el paréntesis de (84) es una pequefia extension de la formula clasica del
ajuste parcial que Blanchard introduce para adaptar la expresion al caso en que la cantidad
de dinero, y por ende también el nivel de precios, siguen una tendencia creciente a lo
largo del tiempo.
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Efectuando las mismas sustituciones indicadas més arriba,

aumentadas pop, = Plu: s Py = PL s P = Plur, Py = PL Y
m.1 = M1, , es posible escribir el modelo en la forma estructural
estandar (1)-(3) en términos de los vectoreg =

y1y2qiq2q3plpr) y=(hgp) V=

i r z), Z = (1 m ml). Las matricesfF, a Fg tendran
ahora las dimensioneg,:10x10, F,:10x10, F;:10x3,
F,:10x3, F5:3x10, F:3%x10, F;:3%X3, Fg:3x3 .2 En
esta version del modelo, tanto el nivel de precios obsefyagloomo el
nivel de precios de equilibr{g’ ) son ahora variables endégenas, mientras
que la variable de politica es la cantidad de dinero norfiimal. La
particularidad de esta version del modelo consiste en que - contrariamente
a la primera versién del modelo y a las dos versiones del modelo de
Dornbusch - los valores de equilibrio de largo plazo de algunas variables,
concretamente dg1, p1 y p. no son estacionarios, ya que, al
aumentar la cantidad de dinero nominal en un 1 % por periodo (trimestre),
en el equilibrio de largo plazo también el nivel de precios crecerd en un 1
% por periodo (trimestre). Debido a esta caracteristica, el modelo puede
ser simulado por medio de los procedimientos de Blanchard y Kahn y de
King, Plosser y Rebelo, pero no por medio del procedimiento de McKibbin
y Sachs, en la version expuesta en el presente tfabajo.

VII.3. UN MODELO PARA LA BALANZA COMERCIAL Y
LA CUENTA CORRIENTE INSPIRADO EN SACHS Y
LARRAIN

Como tercer ejemplo se elije un modelo simple, inspirado en Sachs
y Larrain (1992, cap. 6), para analizar la dindmica de la balanza comercial
y la cuenta corriente de una pequefia economia abierta ante distintos tipos
de shocks reales. Contrariamente a los dos primeros ejemplos, el modelo
gue se presenta a continuacion parte de una fundamentacion
microecondmica dindmica explicita. Dornbusch (1983) desarrolla un
modelo del mismo tipo, aunque un poco mas elaborado, en el que la
economia en cuestiéon produce y consume tanto bienes transables como no

20 Los detalles de la forma estructural estandar estan a disposicién de los lectores intere-
sados.

21 En Graziani (1999) se presenta una generalizacion del procedimiento de McKibbin y
Sachs que permite simular también la version completa del modelo de Blanchard (1980).
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transables internacionalmente. Una discusion detallada de este tipo de
modelos, incluso de los aspectos técnicos, se encuentra en Obstfeld y
Rogoff (1996, cap. 1y 2).

Se supone que la familia representativa de nuestra economia se
comporta como si maximizara la funcion de utilidad intertemporal

1L _

5 ;}lﬂt(ct-c)2 ,0< p<1, (85)
donde

O<g<c, _t, (86)

sujeta a la restriccion presupuestaria

b=b(l+1+0q-c, (87)
la condicion inicial

b=0 , (88)

y la condicién de transversalidad,

. 1Y, _
||m t—o0 (].‘"rj bt+l_O ' (89)

siendob = posicion externa neta, representada por la tenencia neta de un
bono transable internacionalmente de corto plazogconsumor = tasa

real de interés externa constame; producto interno real, considerado
como exdgend,=tiempo 3 = factor de descuento. Se supondra, ademas,
queB=1/(1+r).

El superavit de la balanza comercial corresponde a la diferencia
entre el producto y el consumo interno,
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TBt: qt Gt > (90)

en tanto que el superavit de la cuenta corriente se compone del saldo de la

balanza comercial mas el saldo de la cuenta intereses,
CA=TB*Ih , (91)

siendoTB = superdvit de la balanza comerciaCy = superavit de la
cuenta corriente.

El primer paso consiste en formar el Lagrangeano

=3 F- S of + my[ben+g-cobal),

(92)

siendomy= multiplicador de Lagrange. A partir de las primeras derivadas
parciales de (87) se obtienen las condiciones de primer orden para un

maximo, conocidas también como ecuaciones de Euler,

@=O=> c-¢c=my, ,t=0,1, .., (93)
aCt

8$:O=> my,,S@+ r=my, ,t=0,1,.., (94)
O b

6$:O:> bt+1:(1+r)bt+qt-ct,t:0,1,.... (95)
omy,

El sistema de ecuaciones compuesto por las expresiones (95), (94),
(93), (90) y (91) puede ser escrito facilmente en la forma estructural (1)-(3):
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(1 OM br+1}_(-(1+r) OJ[ b[}
0 B(+rn)) (my,, 0 -1)\my

Ct
100 0 -1\(1
+( j TB +( j =0 (96)
000 0 0)q
CA
00 0 1
Bt b
00 +| 0 0
0 o) \™w) |y of \™
1 00\ &) (-c O .
+/1 1 0||TB|[*+| O -1 ( J=O (97)
0 -1 1)(ca) LO O A

En base a los supuestos del model@s la variable de estado
predeterminada yny es la variable de estado no predeterminada.
Finalmenteg, TBy CA son las variables enddgenas de corto plazo. Por lo
tanto tenemox =b,y=my,v=[cTBCA' yz=[1q] .

Pasando a la resolucion numérica, se puede verificar que este modelo
puede ser simulado por medio de los procedimientos de Blanchard y Kahn
y de King, Plosser y Rebelo, aunque no por medio del procedimiento de
McKibbin y Sachs, en la versién expuesta en el presente trabajo, al no
cumplirse la condicion de invertibilidad requerida.

VIIl. CONSIDERACIONES FINALES

En este ensayo se ha intentado exponer en forma sencillay comparar
algunos procedimientos, utilizados en la literatura, para simular o resolver
numéricamente modelos lineales en tiempo discreto bajo el supuesto de
prevision perfecta.
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Después de explicitar la forma estandar del modelo, utilizada por
Blanchard y Kahn y tambien por McKibbin y Sachs, se presentaron las
soluciones de estos autores y se efectué una comparacion entre ellas. Luego
se introdujo una variaciéon en la forma estructural estandar del modelo,
siguiendo a King, Plosser y Rebelo, que también puede ser resuelta por
medio de un procedimiento analogo al de Blanchard y Kahn.

Luego se discuti6 el uso de los algoritmos expuestos, partiendo de
algunos ejemplos sencillos, extraidos de la literatura macroeconémica
tradicional, mencionando caracteristicas y limitaciones de cada
procedimiento. Como sugieren los ejemplos utilizados, los procedimientos
permiten simular tanto modelos formu-lados de manera ad-hoc como
modelos que poseen una fundamentacion micro-econdémica explicita.

Finalmente, se hace notar que los procedimientos expuestos se basan
en la solucién exacta del problema de simulacion en cada caso y se aplican
estrictamente s6lo a modelos lineales (y deterministicos). Sin embargo,
en la medida en que la linealizacion de un modelo no-lineal no altera
sustancialmente la dinamica de ajuste, los mismos procedimientos también
permitirian simular modelos no lineales.
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APENDICE

l. Derivacion de (17)

Partiendo de (16) y expresanden términos d¥,, y z , se obtiene:

Y= A3 Yu1- A3 (C21Gi+ C22G2) zi - (A1)

Sustituyenddr,,, por la expresion correspondiente en términos de
Y.,YZ,, , Se encuentra:

Y= A7 Yuo
- Aél(czl G:1tCx Gz) 4t Aéz ( CnG1+Cx Gz) Zit+1 - (A-Z)

Repitiendo este mismo procedimiento, se llega a:

T-1
Y= AT Yor- 3 AP (CGiF C2G2) 2. (A3)

=0

Tomando el limite par& — o« e imponiendo la condicién de
convergencia,

lim T—m/\_zT Yur=0, (A.4)

se obtiene finalmente la expresion (17).

II.  Derivacion de (19) y (20)

Es conveniente comenzar por derivar la expresion (20). Introdu-
ciendo (17) en la segunda fila de (18) y utilizando la primera fila de (11),
se obtiene, después de juntar los términog en
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(12 - B21C12) ¥,= B Cua X -

- BzzZA_zl_j (CuGi + C22G2) z4j » (A.5)

=0

siendol, la matriz de identidad de dimensigxm . Tomando en cuenta
que

l2- B21C12= B22C22 (A.6)
B21C11= - B22Co21 (A7)
se llega finalmente a la expresiéon (20).

Para encontrar la solucién (19), se empieza por introducir en la
primera ecua-cion de (18) la expresion (15), retrasada un periodo, y la
condicion (17):

Xt = BiiA1 X1t Bu(CuGi + Ci12G2) za

- BlzzA'zl'j (021(31 + C»G2) zuj - (A.8)

j=0

SustituyendoX , por la primera ecuacion de (11), retrasada un
periodo, se obtiene

Xt = B11A1Cii X1 T BuuaA1Cr2 Yy

+ (B11C11G1 + B11C12G2) 221 -

- Blzzl\'zl-j (CzlGl + C2G2) 2+ (A.9)

j=0

gue, tomando en cuenta las relaciones

B11C11= 11-B12Co1 (A.10)
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B11C12= - B12Ca22 (A.11)

se transforma en:
Xt = BuAi Bill X1 = Bii A1 Bill B12Co1 X1 -
- B11A1BiiB12C21 X1 - Bi1 A1 Bii Bi2Coz Yia

+ Gz - BlZ(CZlGl + szGz) Zt1

- Bu Y AF (CauGy + CuG2) 2 - (A.12)

=0

Reemplazandg,, por la expresion (20), retrasada un periodo, y
simplificando el resultado con la ayuda de (A.11), se obtiene:

_ 1
Xt = BuuAi1Biixa t Girzia

- Bu1A1C12Ci ZA'zl'j ( CaiG1 + C22G2) Zens

=0

- B12(CxuG1 + C2Gy) 21 -

- Blzzl\_zl_j (C21G1 + C2G2) 2 - (A.13)

j=0
Tomando en consideracion que

BlZ(CZlGl + C2ZGZ) Za T

+ Blzz/\'zl'j (C21G1 + C2G2) z+)

=0

= B2 A2 ZA_zl_j (C21G1 + C2G2) it (A.14)

=0
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se llega a:

Xt = BuAi1BiiXa t Giza - (BuuAi1Crz +

+ B12A2Ca22) C-zlzz:/\'zl_j ( CaG: + C22G2) ziwsj - (A.15)

j=0
y, utilizando la relacién
Awz= B11 A1Ci2t B2 A2C22 (A.16)

se obtiene finalmente la solucion (19).

[ll. Derivacién de (21)

De la segunda ecuacioén de (11), reescritapar@, surge:

Yo= C22(Yo-CaX ) - (A.17)

Introdudiendo esta expresion en la primera ecuacion de (11), también
reescrita para= 0, se obtiene la (21).

IV.  Relaciones (42)-(44)

Para mostrar que la expresion (42) resuelve la ecuacion (46), se
sustituye la primera en la segunda,

- C%Ca1=( Az + C%Co1 A )l( - C%Co1 A - An) - (A18)
Haciendo luego uso de las relaciones

CaAu = A2Ca1 - Ca2Aa (A.19)

CaAiz = A2Cx - CxnAx (A.19)
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gue se obtienen a partir de (10), la expresion (A.18) se transforma en una
identidad.

Introduciendo (42) en (47) y haciendo uso de (A.20), se obtiene:
@ = - (A2 * CHCaA:z) (CHCaG: + G;)

= - [Azz + C%( A2Ca - szAzz)}l( C2CuG1 + G2)

- C32 A7 C( C%CuGy + Gy)

- C A7 (CuGi + C2G2) (A.21)

confirmandose la relacion (43).

Introduciendo (42) y (43) en (48) y haciendo uso de (A.20), se
obtiene:

Ki = ( At ChCoAn)’

(' C A7 (CuGit C2G; )zt Kt+l)

= (Ch( Ca At CaA) )

(‘ C% A3 (CuGit C2G:2 ) zunt Kua )

- C_zlz A_22(02161+ C»G2 ) Zit C_zlz A_zl CnKp s (A-22)

legandose a la expresion (49) por medio de sustituciones sucesivas.
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